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A derivéltfiiggvény

Tagolas

O A derivaltfiggvény
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A derivéltfiiggvény

Emlékeztetd: gorbe érintdje, egyenes meredeksége

@ Egy egyenes meredeksége a

, ., ) valtozasok % hanyadosa.
@ Egy gorbe sima pontjdba huzott

érintdje a szeld hatarhelyzete.

P> (x2,y2)

Pl(-xl’yl)
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A derivéltfiiggvény

Gorbe meredeksége mint hatarérték

Y

Ay fx+h)—f(x)
Mgzels = A_X — 2

(x+ h,f(x+ h))

Ay =f(x+h) - f(x)
(. f(x))
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A derivéltfiiggvény

Gorbe meredeksége mint hatarérték

Y
y=fx)
A Gl =0
szeld Ax 2

(x+ h,f(x+ h))

L e+ ) —fx)
Mgrins = 11m
h—0 h

(x,f(x))
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A derivéltfiiggvény

A derivalttiiggvény

Definici0: Derivalhatosag (differencidlhatosag)

Azt mondjuk, hogy az f : A C R fiiggvény differencialhato az a € A
pontban, ha a kovetkez0 hatarérték 1€tezik:

L fla+ ) = fla)

h—0 h
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A derivéltfiiggvény

A derivalttiiggvény

Definici0: Derivalhatosag (differencidlhatosag)

Azt mondjuk, hogy az f : A C R fiiggvény differencialhato az a € A
pontban, ha a kovetkezo hatarérték 1étezik:

im L@t h —f@

h—0 h

Definici0: Derivaltfiiggvény (derivalas, differencialas)

Ha f differencialhaté minden x € A pontban, akkor a f* : A — R fliggvényt,
amely minden x € A ponthoz hozzarendeli a fent1 hatarérték ért€két, a f
derivaltfiiggvényének nevezziik.

Jelolés:

)  1im L&D =10

h—0 h
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A derivéltfiiggvény

A derivalttiiggvény

Definici0: Derivalhatosag (differencidlhatosag)

Azt mondjuk, hogy az f : A C R fiiggvény differencialhato az a € A
pontban, ha a kovetkezo hatarérték 1étezik:

im L@t h —f@

h—0 h

Definici0: Derivaltfiiggvény (derivalas, differencialas)

Ha f differencialhaté minden x € A pontban, akkor a f* : A — R fliggvényt,
amely minden x € A ponthoz hozzarendeli a fent1 hatarérték ért€két, a f
derivaltfiiggvényének nevezziik.

Jelolés:

)  1im L&D =10

h—0 h

@ A dernivalt ért€ke megadja a fiiggvény meredekségét az adott pontban.
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A derivéltfiiggvény

A derivalttiiggvény

Definici0: Derivalhatosag (differencidlhatosag)

Azt mondjuk, hogy az f : A C R fiiggvény differencialhato az a € A
pontban, ha a kovetkezo hatarérték 1étezik:

L fla+ ) = fla)

h—0 h

Definici0: Derivaltfiiggvény (derivalas, differencialas)

Ha f differencialhaté minden x € A pontban, akkor a f* : A — R fliggvényt,
amely minden x € A ponthoz hozzarendeli a fent1 hatarérték ért€két, a f
derivaltfiiggvényének nevezziik.

Jelolés:

P = mi& R —S&

h—0 h

@ A dernivalt ért€ke megadja a fiiggvény meredekségét az adott pontban.
@ Tovabbi jelolések: %, % f(x), f(x) (fizikdban).
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A derivéltfiiggvény

A derivalt kiszamitasa a definici6 alapjan

Példa: f(x) = mx + b derivéltja (meredeksége) f'(x) = m

, C fa+R) —f®) . mx+h)+b—(mx+b) . mh
S0 = hm h = I oo b
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A derivéltfiiggvény

A derivalt kiszamitasa a definici6 alapjan

Példa: f(x) = mx + b derivéltja (meredeksége) f'(x) = m

, C fa+R) —f®) . mx+h)+b—(mx+b) . mh
) = h 0 I oo b

Példa: f(x) = x* derivéltja f/(x) = 2x

Jx+h) =[x

/ — 1
;) hl—I}(l) h
. (x+h)? =X o X2+ 2xh + h? - x?
= lim = lim
h—0 h h—0 h

— lim(2x + h) = 2x.
h—0
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A derivéltfiiggvény

A differencialhatosag €s a folytonossag kapcsolata

Tétel: Differencialhatosag €s folytonossag

Ha f differencidlhaté az a pontban, akkor f folytonos az a pontban.

Bizonyitas.

Szakadasi hely esetén a szelok meredeksége nem korlétos, igy nem is lehet

hatarértékiik. O
1Y y=fx)
— |
: > X
0 /N a szakadasi hely
&_/

8/54



A derivéltfiiggvény

Differencialhatosag €s simasag

@ A differencialhat6sag egy erdsebb tulajdonsag, mint a folytonossag.

@ A differencialhatésag azt jelenti, hogy a fiiggvény nemcsak folytonos,
hanem "sima" is a pontban, azaz nincs €les torés vagy szakadasi hely.

@ Példaul a f(x) = |x| figgvény nem differencialhatd x = 0-ban, mert ott
€les torés van, de folytonos.

/\y

> X

0 \_/ éles torés

@ Hasonl6 helyzetek kezelhetdk a jobb és bal oldali derivaltak
fogalmaval.

9/54



A derivéltfiiggvény

Sima, de nem differencialhatd pontok

Példa: f(x) = +/x fiiggvény x = 0-ban sima, de nem differencidlhatd

. . fO+h)-1(0) - Vh-0 , 1
— — — 1 — = .
7O }111_)n(1) h h1—>n(l) h hl—>n(l) h oo

nem differencialhaté sima pont \
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Derivalasi szabdlyok

Tagolas

© Derivilasi szabélyok
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Derivalasi szabdlyok

Konstans fiiggvény €s hatvanyfiiggvény derivaltja

1. szabaly: Konstans fliggvény derivaltja

Ha f(x) = ¢ konstans fiiggvény, akkor f’(x) = 0.
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Derivalasi szabdlyok

Konstans fiiggvény €s hatvanyfiiggvény derivaltja

1. szabaly: Konstans fliggvény derivaltja

Ha f(x) = ¢ konstans fiiggvény, akkor f’(x) = 0.

@ Valgjdban ennél mar tobbet belattunk: els6foku f(x) = mx + b
fliggvények derivaltja az m meredekség: f'(x) = m.
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Derivalasi szabdlyok

Konstans fiiggvény €s hatvanyfiiggvény derivaltja

1. szabaly: Konstans fliggvény derivaltja

Ha f(x) = ¢ konstans fiiggvény, akkor f’(x) = 0.

@ Valgjdban ennél mar tobbet belattunk: els6foku f(x) = mx + b
fliggvények derivaltja az m meredekség: f'(x) = m.

2. szabaly: Pozitiv egész kitevOs hatvanyfliggvény derivaltja

Ha f(x) = x"* ahol n € N, akkor f’(x) = nx""".
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Derivalasi szabdlyok

Konstans fiiggvény €s hatvanyfiiggvény derivaltja

1. szabaly: Konstans fliggvény derivaltja

Ha f(x) = ¢ konstans fiiggvény, akkor f’(x) = 0.

@ Valgjdban ennél mar tobbet belattunk: els6foku f(x) = mx + b
fliggvények derivaltja az m meredekség: f'(x) = m.

2. szabaly: Pozitiv egész kitevOs hatvanyfliggvény derivaltja

Ha f(x) = x"* ahol n € N, akkor f’(x) = nx""".

@ Eztis lattuk marazn = 1 és n = 2 esetekre.
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Derivalasi szabdlyok

Konstans fiiggvény €s hatvanyfiiggvény derivaltja

1. szabaly: Konstans fliggvény derivaltja

Ha f(x) = ¢ konstans fiiggvény, akkor f’(x) = 0.

@ Valgjdban ennél mar tobbet belattunk: els6foku f(x) = mx + b
fliggvények derivaltja az m meredekség: f'(x) = m.

2. szabaly: Pozitiv egész kitevOs hatvanyfliggvény derivaltja

Ha f(x) = x"* ahol n € N, akkor f’(x) = nx""".

@ Eztis lattuk mar azn = 1 és n = 2 esetekre.
@ Az altalanos esetet kozvetleniil be lehet latni a binomialis tétel vagy az

d'—b"=@a-b)d" ' +d"Pb+ - +ab"r + b

azonossag segitségével.
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Derivalasi szabdlyok

Konstans fiiggvény €s hatvanyfiiggvény derivaltja

1. szabaly: Konstans fliggvény derivaltja

Ha f(x) = ¢ konstans fiiggvény, akkor f’(x) = 0.

@ Valgjdban ennél mar tobbet belattunk: els6foku f(x) = mx + b
fliggvények derivaltja az m meredekség: f'(x) = m.

2. szabaly: Pozitiv egész kitevOs hatvanyfliggvény derivaltja

Ha f(x) = x"* ahol n € N, akkor f’(x) = nx""".

@ Eztis lattuk mar azn = 1 és n = 2 esetekre.
@ Az altalanos esetet kozvetleniil be lehet latni a binomialis tétel vagy az

d'—b"=@a-b)d" ' +d"Pb+ - +ab"r + b

azonossag segitségével.
@ Mi a derivaltakra vonatkozé szorzatszabalybol fogjuk levezetni.
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Derivalasi szabdlyok

Szorzas konstanssal, 0sszeg derivaltja

3. szabaly: Szorzas konstanssal

Ha f differencidlhat6 és ¢ € R, akkor (¢f)’ (x) = cf”(x).
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Derivalasi szabdlyok

Szorzas konstanssal, 0sszeg derivaltja

3. szabaly: Szorzas konstanssal

Ha f differencidlhat6 és ¢ € R, akkor (¢f)’ (x) = cf”(x).

4. szabaly: Osszeg deriviltja

Ha f és g differencialhat6, akkor (f + 2)"(x) = f'(x) + g’ (x).
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Derivalasi szabdlyok

Szorzas konstanssal, 0sszeg derivaltja

3. szabaly: Szorzas konstanssal

Ha f differencidlhat6 és ¢ € R, akkor (¢f)’ (x) = cf”(x).

4. szabaly: Osszeg deriviltja

Ha f és g differencialhat6, akkor (f + 2)"(x) = f'(x) + g’ (x).

@ A 3. ¢és 4. szabdly kovetkezik a derivalt definici0jabol, valamint a
hatarért€ékek €s az alapmuveletek felcserélhetdségébol.
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Derivalasi szabdlyok

Szorzas konstanssal, 0sszeg derivaltja

3. szabaly: Szorzas konstanssal

Ha f differencidlhat6 és ¢ € R, akkor (¢f)’ (x) = cf”(x).

4. szabaly: Osszeg deriviltja

Ha f és g differenciilhatd, akkor (f + 2)"(x) = f"(x) + 2’ (x).

@ A 3. ¢és 4. szabdly kovetkezik a derivalt definici0jabol, valamint a
hatarért€ékek €s az alapmuveletek felcserélhetdségébol.
@ Az 1-4. szabadly segitségével kiszamithatjuk a polinomok derivaltjat.
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Derivalasi szabdlyok

Szorzas konstanssal, 0sszeg derivaltja

3. szabaly: Szorzas konstanssal

Ha f differencidlhat6 és ¢ € R, akkor (¢f)’ (x) = cf”(x).

4. szabaly: Osszeg deriviltja

Ha f és g differenciilhatd, akkor (f + 2)"(x) = f"(x) + 2’ (x).

@ A 3. ¢és 4. szabdly kovetkezik a derivalt definici0jabol, valamint a
hatarért€kek €s az alapmuveletek felcserélhetoségébal.
@ Az 1-4. szabadly segitségével kiszamithatjuk a polinomok derivaltjat.

Példa: f(x) = 3x* + 2x° — 5 deriviltja

szabaly

f/(x) Bx*Y + @) = (5)

3. szabaly 3. (x ) L. (X3) _(5)

2. szabaly

3.4x* 14 2.3°3 0= 124 + 647 13/54




A szorzatszabaly

5. szabaly: Szorzatszabaly

Ha f és g differencialhato, akkor

(fe)' (x) = f'(0)gx) + f(x)g" (x).

Jx+h)gx +h) - f(x)gx)

(fg) (x) = lim

h—0 h
_ lim fx+h)gx+h) —F)ex + h) + Ff(x)gx + h) — F(x)g(x)
h—0 h
. h) — ) —
:}lll_r% \g(x+h)f(x+ })l J(x) 0 glx + })l g(x))
— 1; ( fx+h)—fx) : gx+h)—gx)
B G ) + i (f () =——, )

= g)f" (x) + f(0)g" ().
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Derivalasi szabdlyok

Hatvanyfiiggvény derivaltjanak bizonyitasa

o Emlékeztetd: f(x) = x" derivaltja f/(x) = nx""".

@ Teljes indukcioval fogjuk bizonyitani, az n = 1 és n = 2 eseteket mar
lattuk.

o Indukciés feltevés: Tegyiik fel, hogy f(x) = x* derivéltja f(x) = kx*~!
minden k < n pozitiv egész szamra.

@ Megmutatjuk n-re:

0 = (x- Y (szorzatra bontjuk)
=) - x0T (szorzatszabdly)
=1-xX"1+x-(n- b1 (ind. feltevés)
=¥+ (n - Dx"Y (szdmol4s)

= ! (eredmény)

15/54



Derivalasi szabdlyok

Hanyadosszabaly
6. szabaly: Hanyadosszabaly
Ha f €s g differencialhato, és g(x) # 0, akkor

f\ L g - f(x0)g'(x)
(g(x))

@ Mivel ]g; =f- é, a szorzatszabalyt €s a kovetkez0 szabdlyt hasznalva
levezetheto.

@ Reciprok fiiggvény derivaltja: Ha g differencialhato és g(x) # 0, akkor

R
g g
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Derivalasi szabdlyok

Racionalis fiiggvények derivaltja

@ A hanyadosszabaly segitségével kiszamithatjuk a racionalis fiiggvények
derivaltjat, azaz olyan fiiggvényekét, amelyek polinomok hanyadosai.
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Derivalasi szabdlyok

Racionalis fiiggvények derivaltja

@ A hanyadosszabaly segitségével kiszamithatjuk a racionalis fiiggvények
derivaltjat, azaz olyan fiiggvényekét, amelyek polinomok hanyadosai.

255 +3

Példa: f(x) = 5
X

derivéltja

Q233 +3Y (2= 1) = 2x> +3)(? = 1Y

£/ =

(x2 = 1)?
(6 (* — 1) = (2% + 3)(2x)
B (x2 = 1)2
B 6x% — 6x2 — 4x* — 6x
B (x2 — 1)2

B 2x* — 6x% — 6x
(2 =17
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Derivalasi szabdlyok

Negativ egész kitevOs hatvanyfiiggvény derivaltja

@ Egy masik alkalmazas a negativ egész kitevOs hatvanyfiiggvények
derivaltjanak kiszamitasa.

7. szabaly: Negativ egész kitevOs hatvanyfiiggvény derivaltja

Han € N, akkor (x™") = —nx "1

1 /
(x") = (}7) (definicio)
_ (Xn), * k f.. / d . /1 *
_(x”) > (reciprok fliggvény derivaltja)
nx"! e R
= —— (hatvanyfiiggvény derivéltja)
X

= —px ! (szamolas)
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Derivalasi szabdlyok

Derivalasi szabalyok 0sszefoglalasa

Szabaly Fiiggvény | Derivalt
1. c 0
2 x" nx"1
3. cf cf’
4 f+g frxg
5. (szorzat) fe f'e+fg
6. (hanyados) ]: I'g —2fg’
8 8
7. x " —nx !
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Tagolas

© A derivalt mint valtozasi sebesség
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Vizszintes érintOk keresése

Keressiik meg a f(x) = x> — 3x% + 3 fiiggvény vizszintes érintdit!

YA @ A vizszintes érintd meredeksége 0,
0.3) igy a keresett pontokban a fliggvény
R X deriviltja O kell legyen.

@ Ezért meg kell hataroznunk a
fliggvény derivaltjat, majd meg kell
oldanunk az f"(x) = 0 egyenletet.

o f'(x) = 3x*> — 6.

@ f'x)=0 = 3x(x-2)=0 =
X1 = 0 és Xy = 2.

. @ Az y = f(x) ért€keket kiszamolva:
(2,-1) yi=f0)=38&y =f(2)=-1.
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Pillanatnyi valtozasi sebesség

WWCATE (O

az x €s x + h pontok kozott.

hanyados a fiiggvény valtozasi sebességét adja meg
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Pillanatnyi valtozasi sebesség
o A T h; —f(x)

az x €s x + h pontok kozott.
@ A h — 0 hatarérték a pillanatnyi valtozasi sebességet adja meg az x
pontban, amely megegyezik a fiiggvény derivaltjaval x-ben.

hanyados a fiiggvény valtozasi sebességét adja meg
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Pillanatnyi valtozasi sebesség

WWCATE (O

az x €s x + h pontok kozott.

@ A h — 0 hatarérték a pillanatnyi valtozasi sebességet adja meg az x
pontban, amely megegyezik a fiiggvény derivaltjaval x-ben.

@ Ha f(¢) egy mozgo test helyét adja meg az 1do fiiggvényében, akkor az
atlagsebessége

hanyados a fiiggvény valtozasi sebességét adja meg

elmozdulds As  f(t + Ar) — f(¥)
V4 = = = .
g = Toltelt id6 | At At
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Pillanatnyi valtozasi sebesség
o Ay T h; —f(x)

az x €s x + h pontok kozott.

@ A h — 0 hatarérték a pillanatnyi valtozasi sebességet adja meg az x
pontban, amely megegyezik a fiiggvény derivaltjaval x-ben.

@ Ha f(7) egy mozgo test helyét adja meg az 1do fliggvényében, akkor az
atlagsebessége

hanyados a fiiggvény valtozasi sebességét adja meg

_elmozdulas  As  f(z+ At) —f(0)
Vil T Telteltids | At AL
e A pillanatnyi sebesség az atlagsebesség hatarértéke, amikor Ar — 0:

v = lim J@+ A - f(1) .

At—0 At

22/54



A derivalt mint valtozdsi sebesség

Pillanatnyi valtozasi sebesség

Ay LEED) ()

hanyados a fiiggvény valtozasi sebességét adja meg

az x €s x + h pontok kozott.

A h — 0 hatarérték a pillanatnyi valtozasi sebességet adja meg az x
pontban, amely megegyezik a fiiggvény derivaltjaval x-ben.

Ha f(¢) egy mozgo test helyét adja meg az 1do fiiggvényében, akkor az
atlagsebessége

elmozdulds As  f(t + Ar) — f(¥)
V4 = = = .
g = Toltelt id6 | At At

A pillanatnyi sebesség az itlagsebesség hatarértéke, amikor At — O:
. Je+A)=f(@) _ ,
il = 1 — r).
v = fim = =0

A gyorsulas a pillanatnyi sebesség valtozasi sebessége, azaz a sebesség
derivaltja:

a(t) =v' () = f" ().
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

A szabadesés pé€ldgja

@ Newton masodik torvénye szerint egy test gyorsuldsa egyenesen aranyos
a ra hato erovel: a = %, ahol F a testre hato erd €s m a test tomege.
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

A szabadesés pé€ldgja

@ Newton masodik torvénye szerint egy test gyorsuldsa egyenesen aranyos
a rd hato erovel: a = %, ahol F' a testre hato er0 és m a test tomege.

@ Szabadesés esetén a testre hato erd a gravitacios ero, amely egyenld a
test stlydval: F' = mg, ahol g a gravitdciés gyorsulds (= 9.81 m/s?).
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

A szabadesés pé€ldgja

@ Newton masodik torvénye szerint egy test gyorsuldsa egyenesen aranyos
a rd hato erovel: a = %, ahol F' a testre hato er0 és m a test tomege.
@ Szabadesés esetén a testre hato erd a gravitacios ero, amely egyenld a
test stlydval: F' = mg, ahol g a gravitdciés gyorsulds (= 9.81 m/s?).
mg _

@ Ezért a szabades€s gyorsulasa a = —= = g, azaz minden test ugyanakkora

gyorsulassal esik, fliggetleniil a tomegétol.
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

A szabadesés pé€ldgja

@ Newton masodik torvénye szerint egy test gyorsuldsa egyenesen aranyos
a rd hato erovel: a = %, ahol F' a testre hato er0 és m a test tomege.

@ Szabadesés esetén a testre hato erd a gravitacios ero, amely egyenld a
test stlydval: F' = mg, ahol g a gravitdciés gyorsulds (= 9.81 m/s?).

@ Ezért a szabadesés gyorsulasa a = % = g, azaz minden test ugyanakkora
gyorsulassal esik, fliggetleniil a tomegétol.

@ Mivel Vv'(f) = a, a test sebessége idOben linedrisan no:
v(r) = gt + vo,

ahol v a kezdeti sebesség.
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

A szabadesés pé€ldgja

Newton mdasodik torvénye szerint egy test gyorsuldsa egyenesen aranyos
a rd hato erovel: a = %, ahol F' a testre hato er0 és m a test tomege.
Szabadesés esetén a testre hat6 erd a gravitacios ero, amely egyenld a
test stlydval: F' = mg, ahol g a gravitdciés gyorsulds (= 9.81 m/s?).

Ezért a szabadesés gyorsuldsa a = % = g, azaz minden test ugyanakkora
gyorsulassal esik, fliggetleniil a tomegétol.

Mivel V(1) = a, a test sebessége id6ben linedrisan nd:

V() = gt + vo,

ahol v a kezdeti sebesség.
A test helye 1dOben négyzetesen no:

s'() = v(t) = gt + vy
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

A szabadesés pé€ldgja

Newton mdasodik torvénye szerint egy test gyorsuldsa egyenesen aranyos
a rd hato erovel: a = %, ahol F' a testre hato er0 és m a test tomege.
Szabadesés esetén a testre hat6 erd a gravitacios ero, amely egyenld a
test stlydval: F' = mg, ahol g a gravitdciés gyorsulds (= 9.81 m/s?).

Ezért a szabadesés gyorsuldsa a = % = g, azaz minden test ugyanakkora
gyorsulassal esik, fliggetleniil a tomegétol.

Mivel V(1) = a, a test sebessége id6ben linedrisan nd:

V() = gt + vo,

ahol v a kezdeti sebesség.
A test helye 1dOben négyzetesen no:

s'(t) = v(t) = gt + vg
Igy 5o kezdeti hely mellett s(¢) a kovetkezéképpen alakul:
1
s(t) = Egt2 + vot + 5o.
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Dernvaltak a gazdasagtanban

@ A mozgast leiro fliggvények elsd €s masodik derivaltjat a mérnokok
sebességnek €s gyorsulasnak nevezik.
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Dernvaltak a gazdasagtanban

@ A mozgast leiro fliggvények elsd €s masodik derivaltjat a mérnokok
sebességnek €s gyorsulasnak nevezik.

@ A valtozasi sebességre a kozgazdaszok is kidolgoztik a maguk
terminoldgiajat, 6k altalaban marginalis (vagy hatar-) fiiggvényekrol,
illetve ért€ékekrol beszélnek.
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Dernvaltak a gazdasagtanban

@ A mozgast leiro fliggvények elsd €s masodik derivaltjat a mérnokok
sebességnek €s gyorsulasnak nevezik.

@ A valtozasi sebességre a kozgazdaszok is kidolgoztik a maguk
terminoldgiajat, 6k altalaban marginalis (vagy hatar-) fiiggvényekrol,
illetve ért€ékekrol beszélnek.

@ A termelési koltséget egy c(x) fiiggvény adja meg; c(x) mutatja, hogy x
darab termék elballitasa mennyibe kertil.

24/54



A derivalt mint valtozdsi sebesség

Dernvaltak a gazdasagtanban

@ A mozgast leiro fliggvények elsd €s masodik derivaltjat a mérnokok
sebességnek €s gyorsulasnak nevezik.

@ A valtozasi sebességre a kozgazdaszok is kidolgoztik a maguk
terminoldgiajat, 6k altalaban marginalis (vagy hatar-) fiiggvényekrol,
illetve ért€ékekrol beszélnek.

@ A termelési koltséget egy c(x) fiiggvény adja meg; c(x) mutatja, hogy x
darab termék elballitasa mennyibe kertil.

@ A hatarkoltség a koltségfiiggvény x (vagyis az el6allitott termék
mennyisége) szerinti derivaltja, tehat %.
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A derivalt mint valtozdsi sebesség

Dernvaltak a gazdasagtanban

@ A mozgast leiro fliiggvények elsd és masodik derivaltjat a mérnokok
sebességnek €s gyorsulasnak nevezik.

@ A valtozasi sebességre a kozgazdaszok is kidolgoztik a maguk
terminoldgiajat, 6k altalaban marginalis (vagy hatar-) fiiggvényekrol,
illetve ért€ékekrol beszélnek.

@ A termelési koltséget egy c(x) fiiggvény adja meg; c(x) mutatja, hogy x
darab termék eldallitasa mennyibe kertil.

e A hatarkoltség a koltségfiiggvény x (vagyis az eldallitott termék
mennyisége) szerinti derivaltja, tehat %.

e A marginalis ad¢ a jovedelem szerinti derivélt, azaz %, ahol I a
jovedelem, ¢t = #(I) pedig a fizetendo jovedelemado.
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

Tagolas

O A trigonometrikus fiiggvények derivaltja
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A szinuszfiiggvény derivaltja

@ Addicios képlet: sin(a + ) = sina cosf3 + cos a sinf3.
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A szinusztiiggvény derivaltja

@ Addicios képlet: sin(a + ) = sina cosf3 + cos a sinf3.

sin h
@ Fontos hatarérték: }lliII(l) 0 = 1.
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A szinusztiiggvény derivaltja

@ Addicios képlet: sin(a + ) = sina cosf3 + cos a sinf3.

., ., ., .. SsInh
e Fontos hatarérték: im —— = 1.
h—0 h
cosh —1 ) ) )
0 A . — h—1 _ —sin“h _ in“ h h _ 120
° Kovetkezmeny. h _hc((c):ishﬂ)_h(cglsnhﬂ)__(SlZZ ).cosh+1_) O=-1 2
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A szinusztiiggvény derivaltja

@ Addicios képlet: sin(a + ) = sina cosf3 + cos a sinf3.

., ., ... .. SInh
e Fontos hatarérték: im —— = 1.
h—0 h
cosh —1 ) ) )
0 A . — h—1 _ —sin“h _ in“ h h _ 120
° KOVEtkezmeny‘ h _hc((;i)shﬂ)_h(cgls,nhﬂ)__(SIZZ ).cosh+1_) O=-1 2

Tétel: sin’(x) = cos x

., .. Sin(x+h)—sinx
(sinx)” = lim
h—0 h
. sSInxcosh + cosxsinh — sinx L
= lim (addici6s képlet)
h—0 h
: : cosh—1 sin & o
= lim [sinx - + Ccosx - — (szamolas)
h—0 h h
=sinx-0+cosx-1 =cosx (hatarértékek)
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A koszinuszfiiggvény derivaltja

Tétel: cos’(x) = —sinx
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A koszinuszfiiggvény derivaltja

Tétel: cos’(x) = —sinx

@ Az addici6s képletekbol:

: T : T . T

sin(x + — ] = sInxCOS = + COS X SIN = = COS X,
2 2 2

T T : . T .

cos (x + 5 )= COS X COS 5 smxsmz = —sinx.
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A koszinuszfliggvény derivaltja

Tétel: cos’(x) = —sinx

@ Az addici6s képletekbol:

: T : T . T

sin(x + — ] = sInxCOS = + COS X SIN = = COS X,
2 2 2

T T : . T .

cos (x + 5 )= COS X COS 5 smxsmz = —sinx.

@ A koszinusz x-ben vett meredeksége a szinusz x + 5-ben vett
meredekségével egyenlo:

’ - 7/ T T .
cos (x) = sin (x + 5) = COS (x + 5) = —sinx.

27/54




A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A koszinuszfliggvény derivaltja

Tétel: cos’(x) = —sinx

@ Az addici6s képletekbol:

: T : T . T
sin(x + — ] = sInxCOS = + COS X SIN = = COS X,
2 2 2
T T : . T .
cos (x + 5 )= COS X COS 5 smxsmz = —sinx.

@ A koszinusz x-ben vett meredeksége a szinusz x + 5-ben vett
meredekségével egyenlo:

’ - 7/ T T .
cos (x) = sin (x + 5) = COS (x + 5) = —sinx.

Példa: f(x) = sinx - cos x derivaltja

f(x) = (sinx - cos x)’ = COSX - COSX + sInx - (— sin x)
= (sinx)’ - cosx + sinx - (cosx)’ = cos®x — sin® x. 27/54
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A trigonometrikus fiiggvények derivéltja

A tobbi trigonometrikus fiiggvény derivaltja

@ A szinusz €s koszinusz derivaltjai segits€gével kiszamithatjuk a tobbi

trigonometrikus fliggvény derivaltjat is.

Megnevezés Jelolés Definicio Derivalt
SIn x | )

tangens tgx S =secTx
COS X COS* X
COS X 1 )

kotangens ctgx , ———— = —CsCTx
S1Nn x SIN” x

) 1 Sin x

szekans sec x >~ =secxtanx

COS X COS* X
) 1 COS X

kosekans CSCX — ——— — = —cscxcotxy

S1n x SIn“ x
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Tagolas

© A lincszabily
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A léancszabaly

Elsofoku (linearis) fiiggvények kompozicidja

o Emlékezteto: Azf : A —» Bés g: B — C fiiggvények kompozicidja a
gof:A — Ctiggvény, amely minden a € A ponthoz hozzarendeli a
g(f(a)) értékét.
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A léancszabaly

Elsofoku (linearis) fiiggvények kompozicidja

o Emlékezteto: Azf : A —» Bés g: B — C fiiggvények kompozicidja a
gof:A — Ctiggvény, amely minden a € A ponthoz hozzarendeli a
g(f(a)) értékét.

@ Azokat a fiiggvényeket, amelyek két vagy tobb fiiggvény
kompozici¢jabdl dllnak, osszetett fiiggvényeknek nevezziik.
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A léancszabaly

Elsofoku (linearis) fiiggvények kompozicidja

o Emlékezteto: Azf : A —» Bés g: B — C fiiggvények kompozicidja a
gof:A — Ctiggvény, amely minden a € A ponthoz hozzarendeli a
g(f(a)) értékét.

@ Azokat a fiiggvényeket, amelyek két vagy tobb fiiggvény
kompozici¢jabdl dllnak, osszetett fiiggvényeknek nevezziik.

@ Ha h(x) = (g o f)(x) = g(f(x)) egy Osszetett fiiggvény, akkor f-et a belso
fiiggvénynek, g-t pedig a kiilso fiiggvénynek nevezziik.
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A lancszabaly

Osszetett fiiggvények derivéltja: a lancszabély motivacidja

@ Az elsofoku fiiggvények f(x) = mx + b alakuak, ahol m a fiiggvény
meredeksége.
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A léancszabaly

Osszetett fiiggvények derivéltja: a lancszabély motivacidja

@ Az elsofoku fiiggvények f(x) = mx + b alakuak, ahol m a fiiggvény
meredeksége.

@ Az elsofoku fiiggvények kompozicidja is elsofoku fliggvény:
f(x) = mx+ b,

gx)=nx+c

(g of)x) = g(f(x))
=n(mx+b)+c
= (nm)x + (nb + ¢)
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A léancszabaly

Osszetett fiiggvények derivéltja: a lancszabély motivacidja

@ Az elsofoku fiiggvények f(x) = mx + b alakuak, ahol m a fiiggvény
meredeksége.

@ Az elsofoku fiiggvények kompozicidja is elsofoku fliggvény:
f(x) = mx+ b,

gx)=nx+c

(g o f)x) = g(f(x)
=n(mx+b)+c
= (nm)x + (nb + ¢)

e Azt kapjuk, hogy az osszetett fiiggvény meredeksége a belso és a kiilso
fiiggvény meredekségének szorzata, azaz nm.
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A léancszabaly

Osszetett fiiggvények derivéltja: a lancszabély motivacidja

@ Az elsofoku fiiggvények f(x) = mx + b alakuak, ahol m a fiiggvény
meredeksége.

@ Az elsofoku fiiggvények kompozicidja is elsofoku fliggvény:
f(x) = mx+ b,

gx)=nx+c

(g of)x) = g(f(x))
=n(mx+b)+c
= (nm)x + (nb + ¢)

e Azt kapjuk, hogy az osszetett fiiggvény meredeksége a belso és a kiilso
fiiggvény meredekségének szorzata, azaz nm.

Feladat

Mutassuk meg, hogy ha g = nx + ¢ els6foku, akkor (g o /)" (x) = n - f(x).
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A lancszabaly

Tétel: A lancszabaly

Ha f differencialhato x-ben, és g differencialhato f(x)-ben, akkor

(g0 f)'(x) =g (f(x) - f'(0).

Osszefoglalva: az osszetett fiiggvény derivaltja a kiilsd fiiggvény derivaltja

szorozva a belso fiiggvény derivaltjaval.

y

|
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A lancszabaly

Tétel: A lancszabaly

Ha f differencialhato x-ben, és g differencialhato f(x)-ben, akkor

(g0 f)'(x) =g (f(x) - f'(0).

Osszefoglalva: az osszetett fiiggvény derivaltja a kiilsd fiiggvény derivaltja
szorozva a belso fiiggvény derivaltjaval.

y

Ha f(x) = x> — 3x és g(x) = sinx, akkor (g o f)’(x) = cos(x> — 3x) - (3x% — 3).
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A lancszabaly

Tétel: A lancszabaly

Ha f differencialhato x-ben, és g differencialhato f(x)-ben, akkor

(g0 f)'(x) =g (f(x) - f'(0).

Osszefoglalva: az osszetett fiiggvény derivaltja a kiilsd fiiggvény derivaltja
szorozva a belso fiiggvény derivaltjaval.

y

Ha f(x) = x> — 3x és g(x) = sinx, akkor (g o f)’(x) = cos(x> — 3x) - (3x% — 3).

(g o f) (x) = sin(x’ — 3x)’ (Osszetett fliggvény)
= cos(x’ —3x) - (@> —=3x)  (ldncszabdly)

=cos(x> = 3x)- (3x* —=3)  (hatvéanyfiiggvény deriviltja)
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A léancszabaly

Lancszabaly bizonyitasa polinomokra

@ Csak arra az esetre bizonyitjuk, amikor a kiilso fiiggvény egy polinom:

g(x) = apX" + a1 X7+ -+ ax + ag
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A léancszabaly

Lancszabaly bizonyitasa polinomokra

@ Csak arra az esetre bizonyitjuk, amikor a kiilso fiiggvény egy polinom:
g(x) = apX" + a1 X7+ -+ ax + ag
@ Ekkor az Osszetett fiiggvény

h(x) = (g 0 )(X) = apnf ()" + @n1f )" + -+ + arf(x) + ap.
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A léancszabaly

Lancszabaly bizonyitasa polinomokra

@ Csak arra az esetre bizonyitjuk, amikor a kiilso fiiggvény egy polinom:

g(x) = apX" + a1 X7+ -+ ax + ag

@ Ekkor az Osszetett fiiggvény

h(x) = (g 0 )(X) = apnf ()" + @n1f )" + -+ + arf(x) + ap.

@ A derivalas €s az alapmuveletek felcserélhetdsége miatt elég

megmutatni, hogy a lancszabdly 1gaz minden hatvanyfiiggvényre, azaz
f(x) = X" felteheto.

h(x+h) — h(x)  f(x+h)" — f(x)"
h B h
_ (fx+h) —f(x) - (F+h)" "+ fe+h)" 2 f(x) + - + f)" )

h
_ f(x_l_h;l—f(X) . (f(x_l_h)n—l +f(x+h)n_2f(x) 4., +f(x)n—1)

= f1@) - nf ()"
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A léancszabaly

Alkalmazas: Az inverz fiiggvény derivaltja

@ Az inverz fiiggvény derivaltjat a lancszabaly segitségével vezetjiik ki.
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A léancszabaly

Alkalmazas: Az inverz fiiggvény derivaltja

@ Az inverz fiiggvény derivaltjat a lancszabaly segitségével vezetjiik ki.
e Ha f(x) és f~1(x) egymas inverzei, akkor minden x-re

FF ) = x.
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A léancszabaly

Alkalmazas: Az inverz fiiggvény derivaltja

@ Az inverz fiiggvény derivaltjat a lancszabaly segitségével vezetjiik ki.
e Ha f(x) és f~1(x) egymas inverzei, akkor minden x-re

FF ) = x.

@ Derivalva mindkét oldalt a lancszabalyt alkalmazva:

FE@) - FYw =1
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A léancszabaly

Alkalmazas: Az inverz fiiggvény derivaltja

@ Az inverz fiiggvény derivaltjat a lancszabaly segitségével vezetjiik ki.
e Ha f(x) és f~1(x) egymas inverzei, akkor minden x-re

@) = x.
@ Derivalva mindkét oldalt a lancszabalyt alkalmazva:
FE @)Y= 1.
@ Innen kovetkezik, hogy

1
)

F Y (x) =
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A léancszabaly

Alkalmazas: Az inverz fiiggvény derivaltja

@ Az inverz fiiggvény derivaltjat a lancszabaly segitségével vezetjiik ki.
e Ha f(x) és f~1(x) egymas inverzei, akkor minden x-re
@) = x.
@ Derivalva mindkét oldalt a lancszabalyt alkalmazva:
FE@) - (Y =1

@ Innen kovetkezik, hogy

-1y . 1
R TRIT)
o Hapl. f(x) = ", akkor f~!(x) = {/x = x», és
1 1 1 11

F Y (x) =

— — p— —xn

FEE)  nET@ T eyl s n
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Tagolas

O Az exponenciilis fiiggvény és a logaritmus derivéltja
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Az exponencialis fiiggvény: emlékeztetd

@ Legyena > 0¢ésa + 1. Azf(x) = a* valos fiiggvényt a hatvanyozas, a
gyOkvonas €s a hatarértékek segitségével €rtelmezziik.
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Az exponencialis fiiggvény: emlékeztetd

@ Legyena >0¢ésa +# 1. Az f(x) = a* valos fiiggvényt a hatvanyozas, a
gyOkvonas €s a hatarértékek segitségével €rtelmezziik.

@ Haa > 1, akkor f(x) = a* szigorian monoton ndv0, pozitiv értéki
fliggvény.
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Az exponencialis fiiggvény: emlékeztetd

@ Legyena >0¢ésa +# 1. Az f(x) = a* valos fiiggvényt a hatvanyozas, a
gyOkvonas €s a hatarértékek segitségével €rtelmezziik.

@ Haa > 1, akkor f(x) = a* szigorian monoton ndv0, pozitiv értéki
fliggvény.

e Mindkét esetben létezik f~! inverz fiiggvény, amelyet a alapd
logaritmusnak neveziink, €s log , x-szal jeloliink.
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Az exponencialis fiiggvény: emlékeztetd

@ Legyena >0¢ésa +# 1. Az f(x) = a* valos fiiggvényt a hatvanyozas, a
gyOkvonas €s a hatarértékek segitségével €rtelmezziik.

@ Haa > 1, akkor f(x) = a* szigorian monoton ndv0, pozitiv értéki
fliggvény.

e Mindkét esetben létezik f~! inverz fiiggvény, amelyet a alapd
logaritmusnak neveziink, €s log , x-szal jeloliink.

@ Az Euler-szam ¢ = lim,,_, . ( 1 + %)n
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Az exponencialis fiiggvény: emlékeztetd

Legyena >0¢ésa # 1. Az f(x) = a* valos fiiggvényt a hatvanyozas, a
gyOkvonas €s a hatarértékek segitségével €rtelmezziik.

Ha a > 1, akkor f(x) = a* szigorian monoton ndv0, pozitiv értéki
fliggvény.

Mindkét esetben 1étezik f~! inverz fiiggvény, amelyet a alapi
logaritmusnak neveziink, €s log , x-szal jeloliink.

Az Euler-szam ¢ = lim,,_, (1 — %)n

Az e szamhoz tartoz6 exponencialis fiiggvény

f(x) = e" = exp(x)

és a természetes alapu logaritmus fiiggvény ¢(x) = In x.
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Az exponencialis fiiggvény: emlékeztetd

@ Legyena >0¢ésa +# 1. Az f(x) = a* valos fiiggvényt a hatvanyozas, a
gyOkvonas €s a hatarértékek segitségével €rtelmezziik.

@ Haa > 1, akkor f(x) = a* szigorian monoton ndv0, pozitiv értéki
fliggvény.

e Mindkét esetben létezik f~! inverz fiiggvény, amelyet a alapd
logaritmusnak neveziink, €s log , x-szal jeloliink.

@ Az Euler-szam ¢ = lim,,_, . ( 1 + %)n

@ Az e szamhoz tartoz6 exponencialis fiiggvény

f(x) = e" = exp(x)

és a természetes alapu logaritmus fiiggvény ¢(x) = In x.

Lemma (viszonylag nehéz)
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Az exponencialis fliggvény derivaltja

Tétel: Az exponencidlis fiiggvény derivaltja

(") =¢".
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja
Az exponencialis fliggvény derivaltja

Tétel: Az exponencidlis fiiggvény derivaltja

Bizonyitas.

(¢°Y = lim
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja
Az exponencialis fliggvény derivaltja

Tétel: Az exponencidlis fiiggvény derivaltja
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Az exponencialis fliggvény derivaltja

Tétel: Az exponencidlis fiiggvény derivaltja

Bizonyitas.

> - e
(€) =hm = =hm————=¢ m—

Tétel: Az a alapu exponencidlis fiiggvény derivaltja

(@) =ad'lna.

Bizonyitas.

Definici6 szerint a = €9, igy a* = (e!"%)* = e*"“. Ez egy Osszetett fiiggvény,
ahol a kiilso fliggvény e*, a belso fiiggvény pedig x Ina. A lancszabalyt
alkalmazva kapjuk a tételt. O

y
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

A logaritmikus fliggvény derivaltja

o Emlékezeto: Az inverz fiiggvény derivaltja:

1
fote)

Y () =
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

A logaritmikus fliggvény derivaltja

o Emlékezeto: Az inverz fiiggvény derivaltja:

1
fote)

Y () =

Tétel: A logaritmikus fliggvény derivaltja

1
(Inx) = —.
X
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

A logaritmikus fliggvény derivaltja

o Emlékezeto: Az inverz fiiggvény derivaltja:

1
fote)

Y () =

Tétel: A logaritmikus fliggvény derivaltja

1
(Inx) = —.
X

Bizonyitas.

Mivel Inx az f(x) = e inverze, és f'(x) = e, az inverzfiiggvény derivaltjanak
képlete alapjan

(Inx)" =

eln X
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus derivaltja

Fontosabb fiiggvények derivaltjai

Fiiggvény | Derivalt Megjegyzés
| | : L
— - reciprok fliiggvény
X X
Vx ﬁ gyokvonds
sin x COS X szinuszfliggvény
COS X —sinx koszinuszfiiggvény
e’ e* exponencialis fiiggvény
a’ a'lna a>0,a+1
1 : L
Inx — logaritmus fiiggvény
X
log, x xﬂm a>0,a+1, x>0
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Tagolas

@ Paraméteres gorbék, részecske mozgdsa
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Paraméteres gorbék a sikban

@ A sik egy P pontjat két valos szammal, az x és y koordinataival adhatjuk
meg: P = (x, y).
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Paraméteres gorbék a sikban

@ A sik egy P pontjat két valos szammal, az x és y koordinataival adhatjuk

meg: P = (x, y).
@ A sikban mozgo részecske helyét idoben véltoz6 koordinatakkal
adhatjuk meg:

P(1) = (x(1),¥(1)), t€la,bl,
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Paraméteres gorbék a sikban

@ A sik egy P pontjat két valos szammal, az x és y koordinataival adhatjuk

meg: P = (x,y).
@ A sikban mozgo részecske helyét idoben véltoz6 koordinatakkal
adhatjuk meg:

P(t) = (x(2), y(1)), tE€[a,b],
@ ahola <1 < b, és x(1) és y(r) a részecske r idopontban vett x és y
koordinatai.
« 1 0

\ K(f) = (x(2), (1))

r(a)
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Paraméteres gorbék a sikban

@ A sik egy P pontjat két valés szdmmal, az x és y koordinataival adhatjuk

meg: P = (x,y).
@ A sikban mozgo részecske helyét idoben véltoz6 koordinatakkal
adhatjuk meg:

P(t) = (x(2), y(1)), tE€[a,b],
@ ahola <1 < b, és x(1) és y(r) a részecske r idopontban vett x és y
koordinatai.
« 1 0

\ K(f) = (x(2), (1))

r(a)

@ Azr(r) = (x(2), y(r)) fiiggvény a sikban mozgo részecske helyvektora.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A helyvektor €s a sebességvektor

@ A helyvektor egy r idOpontban megmutatja a részecske helyét a sikban.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A helyvektor €s a sebességvektor

@ A helyvektor egy t idopontban megmutatja a részecske helyét a sikban.
@ A helyvektor iddbeli valtozasat a sebességvektor adja meg:

v(?) =1’ (¢)
. r(t+h) —r@)
= lim
h—0 h
. x(t+h)—x(t) .. yt+h)- y(t))
= [lim , lim
h—0 h h—0 h

= @',y (1)
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A helyvektor €s a sebességvektor

@ A helyvektor egy r idOpontban megmutatja a részecske helyét a sikban.
@ A helyvektor iddbeli valtozasat a sebességvektor adja meg:

v(?) =1’ (¢)
. r(t+h) —r@)
= lim
h—0 h
. x(t+h)—x(t) .. yt+h)- y(t))
= [lim , lim
h—0 h h—0 h

= '@,y (®)
@ A sebességvektor iranya megmutatja, hogy a részecske merre halad,
nagysaga pedig a sebességét adja meg.

r'(7)
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Egyenes szakasz paraméteres egyenlete

@ Az A és B pontokat 6sszekotd egyenes szakasz paraméteres egyenlete:

(1) = (1 - Ha + b
=a+tb-a)
= (a1 +t(by —ay),ax + (b — ay))

ahol a = (ay,ap) és b = (b, by) az A €s B pontok helyvektorai.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Egyenes szakasz paraméteres egyenlete

@ Az A és B pontokat 6sszekotd egyenes szakasz paraméteres egyenlete:
r(t)=(1-na+tb
=a+tb-a)
= (a1 + () — a1),az + 1(by — a2))

ahol a = (ay,ap) és b = (b, by) az A €s B pontok helyvektorai.

@ Ez a paraméteres egyenlet azt jelenti, hogy a részecske az A pontbol
indulva egyenletesen halad az B pont fel€, és t = 1-nél éri el azt.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Egyenes szakasz paraméteres egyenlete

@ Az A és B pontokat 6sszekotd egyenes szakasz paraméteres egyenlete:
r(t)=(1-na+tb
=a+tb-a)
= (a1 + () — a1),az + 1(by — a2))

ahol a = (aj,ay) és b = (b1, by) az A €s B pontok helyvektorai.

@ Ez a paraméteres egyenlet azt jelenti, hogy a részecske az A pontbol
indulva egyenletesen halad az B pont fel€, és t = 1-nél éri el azt.

@ A koordinatak ¢ els6foku fiiggvényei:

x(t) =ap +t(by —ay), y(t)=az+1it(by —a).
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

Egyenes szakasz paraméteres egyenlete

@ Az A és B pontokat 6sszekotd egyenes szakasz paraméteres egyenlete:

(1) = (1 - Ha + b
=a+tb-a)
= (a1 +t(by —ay),ax + (b — ay))

ahol a = (aj,ay) és b = (b1, by) az A €s B pontok helyvektorai.

@ Ez a paraméteres egyenlet azt jelenti, hogy a részecske az A pontbol
indulva egyenletesen halad az B pont fel€, és t = 1-nél éri el azt.

@ A koordinatak ¢ els6foku fiiggvényei:
x(1) = ap + by —ay), y{)=ay+ by —ay).
@ A sebességvektor allando:

r'(t) = (b1 —a1,bp —ar) =b —a.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A kor paraméteres egyenlete

@ Az O kozéppontu, r sugaru kor paraméteres egyenlete:

r(t) = (rcost,rsint), te€[0,2n].
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A kor paraméteres egyenlete

@ Az O kozéppontu, r sugaru kor paraméteres egyenlete:
r(t) = (rcost,rsint), te€[0,2n].

@ Ez azt jelenti, hogy a részecske az O kozéppontbol indulva egyenletesen
halad a korvonalon, és r = 2z-ndl €r1 el ujra a kiindulasi pontot.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A kor paraméteres egyenlete

@ Az O kozéppontu, r sugaru kor paraméteres egyenlete:
r(t) = (rcost,rsint), te€[0,2n].

@ Ez azt jelenti, hogy a részecske az O kozéppontbol indulva egyenletesen
halad a korvonalon, és r = 2z-ndl €r1 el ujra a kiindulasi pontot.

@ A sebességvektor:
r'(t) = (—rsint, rcost).

4454



Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A kor paraméteres egyenlete

@ Az O kozéppontu, r sugaru kor paraméteres egyenlete:
r(t) = (rcost,rsint), te€[0,2n].

@ Ez azt jelenti, hogy a részecske az O kozéppontbol indulva egyenletesen
halad a korvonalon, és r = 2z-ndl €r1 el ujra a kiindulasi pontot.

@ A sebességvektor:
r'(t) = (—rsint, rcost).

@ A sebességvektor iranya mindig meroleges a helyvektorra, ami azt
jelenti, hogy a részecske mindig érintd iranyban halad a kérvonalon.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A kor paraméteres egyenlete

@ Az O kozéppontu, r sugaru kor paraméteres egyenlete:
r(t) = (rcost,rsint), te€[0,2n].

@ Ez azt jelenti, hogy a részecske az O kozéppontbol indulva egyenletesen
halad a korvonalon, és r = 2z-ndl €r1 el ujra a kiindulasi pontot.

@ A sebességvektor:
r' (1) = (—=rsint, rcost).
@ A sebességvektor iranya mindig meroleges a helyvektorra, ami azt
jelenti, hogy a részecske mindig érintd iranyban halad a kérvonalon.

@ A sebesség nagysaga allando:

X’ ()| = \/(—r sin?)? + (rcost)* =r.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A szabadon esoO test palyaja

@ Legyen r(r) = (x(¢), y(¢)) egy test helyvektora, amely szabadon esik a
foldre, azaz csak a gravitacio hat ra.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A szabadon esoO test palyaja

@ Legyen r(r) = (x(¢), y(¢)) egy test helyvektora, amely szabadon esik a
foldre, azaz csak a gravitacio hat ra.
@ A graviticios gyorsulds g lefelé mutat, igy a test gyorsuldsa

a(r) = (0,-g).
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A szabadon esoO test palyaja

@ Legyen r(r) = (x(¢), y(¢)) egy test helyvektora, amely szabadon esik a
foldre, azaz csak a gravitacio hat ra.
@ A graviticios gyorsulds g lefelé mutat, igy a test gyorsuldsa

a(r) = (0,-g).

@ A gyorsulds a sebesség derivaltja, igy a sebességvektor:

v(®) = (c1,—gt + ¢2)

valamilyen c; €s ¢, konstansokkal.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A szabadon esoO test palyaja

@ Legyen r(r) = (x(¢), y(¢)) egy test helyvektora, amely szabadon esik a
foldre, azaz csak a gravitacio hat ra.
@ A graviticios gyorsulds g lefelé mutat, igy a test gyorsuldsa

a(r) = (0,-g).

@ A gyorsulds a sebesség derivaltja, igy a sebességvektor:

v(®) = (c1,—gt + ¢2)

valamilyen c; €s ¢ konstansokkal.
@ A sebesség a helyvektor derivaltja, igy a helyvektor:

1
r(¢) =|cit+c3,—= t2+C2t+C4
28

valamilyen c3 €s ¢4 konstansokkal.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A szabadon esoO test palyaja

@ Legyen r(r) = (x(¢), y(¢)) egy test helyvektora, amely szabadon esik a
foldre, azaz csak a gravitacio hat ra.
@ A graviticios gyorsulds g lefelé mutat, igy a test gyorsuldsa

a(r) = (0,-g).

@ A gyorsulds a sebesség derivaltja, igy a sebességvektor:

v(®) = (c1,—gt + ¢2)

valamilyen c; €s ¢ konstansokkal.
@ A sebesség a helyvektor derivaltja, igy a helyvektor:

1
r(¢) =|cit+c3,—= t2+C2t+C4
28

valamilyen c3 €s ¢4 konstansokkal.
@ A konstansokat a test kezdeti helye €s sebessége hatarozza meg.
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Paraméteres gorbék, részecske mozgésa

A szabadon esoO test palyaja

Legyen r(tr) = (x(¢), y(?)) egy test helyvektora, amely szabadon esik a
foldre, azaz csak a gravitacio hat ra.
A gravitacios gyorsulas g lefelé mutat, igy a test gyorsuldsa

a(?) = (0,-g).
A gyorsulas a sebesség derivaltja, igy a sebességvektor:
V(1) = (c1,—gt + ¢2)

valamilyen c; €s ¢ konstansokkal.
A sebesség a helyvektor derivaltja, igy a helyvektor:

1
r(¢) =|cit+c3,—= t2+C2t+C4
28

valamilyen c3 €s ¢4 konstansokkal.
A konstansokat a test kezdeti helye €s sebessége hatarozza meg.
A test palydja egy lefelé nyil6 parabola lesz.
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Implicit fiiggvény derivaltja

Tagolas

© Implicit fiiggvény derivaltja
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Implicit fiiggvény derivaltja

Gorbe megadasa implicit egyenlettel

o Egy gorbe megadhat6 implicit egyenlettel is.

@ Ennek nulldara rendezett altalanos alakja
F(x,y) = 0.

@ Ekkor a gorbe azon pontok halmaza a sikban, amelyek kielégitik az
F(x,y) = 0 egyenletet.

@ Példaul az egyenes implicit egyenlete
ax+ by +c =0,

ahol (a, b) # (0,0) az egyenes normalvektora.

@ A kor altalanos egyenlete szintén implicit egyenlet:
(x—h)? + Gy -k?=r.

47754



Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége

@ Tekintsiik az alabbi gorbét:

y V=0 42
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége

@ Tekintsiik az alabbi gorbét:

y V=0 42

e Implicit egyenlet:

v —x>—x*=0.
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége

@ Tekintsiik az alabbi gorbét:

y V=0 42

e Implicit egyenlet:
y2 —x=x*=0.

@ Keressiik a gorbe meredekségét
egy (x,y) pontjaban!
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége

@ Tekintsiik az alabbi gorbét:

y V=0 42

e Implicit egyenlet:
y2 —x=x*=0.

@ Keressiik a gorbe meredekségét
egy (x,y) pontjaban!
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége

@ Triikk: Csinaljunk ugy, mintha y
egy x-tol fiiggd valtozo lenne:
3

@ Tekintsiik az alabbi gorbét:

y V=0 42

y(x)2 =X+ x°.

e Implicit egyenlet:
y2 —x=x*=0.

@ Keressiik a gorbe meredekségét
egy (x,y) pontjaban!
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége

@ Triikk: Csinaljunk ugy, mintha y
egy x-tol fiiggd valtozo lenne:
3

@ Tekintsiik az alabbi gorbét:

y V=0 42 ,
+ X

y(x)* = x

@ Derivaljuk mindkét oldalt:
. x 2y(x)y’ (x) = 3x* + 2x.

e Implicit egyenlet:
y—x —x*=0.
@ Keressiik a gorbe meredekségét
egy (x,y) pontjaban!
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége

@ Tekintsiik az alabbi gorbét:

y V=0 42

e Implicit egyenlet:

v —x>—x*=0.

@ Keressiik a gorbe meredekségét
egy (x,y) pontjaban!

@ Triikk: Csinaljunk ugy, mintha y
egy x-tol fiiggd valtozo lenne:

y(x)2 =X+ x°.

@ Derivaljuk mindkét oldalt:

2y(x)y (x) = 3x% + 2x.

@ Innen kifejezhetjiik y’(x)-et:
3x% + 2x
2y(x)

V' (x) =
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Implicit fiiggvény derivaltja

Implicit egyenletil gorbe meredeksége

@ Tekintsiik az alabbi gorbét:

y V=0 42

e Implicit egyenlet:
y—x —x*=0.
@ Keressiik a gorbe meredekségét
egy (x,y) pontjaban!

@ Triikk: Csinaljunk ugy, mintha y
egy x-tol fiiggd valtozo lenne:

y(x)2 =X+ x°.

@ Derivaljuk mindkét oldalt:
2y(x)y (x) = 3x% + 2x.

@ Innen kifejezhetjiik y’(x)-et:
3x% + 2x
2y(x)
@ A keresett meredekség (x, y)-ben:
I 3x% 4+ 2x
2y

V' (x) =
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Linearizacioé és differencialok

Tagolas

© Linearizici6 és differencidlok
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Linearizacioé és differencialok

[ inearizacio

@ Ha a fiiggvény grafikonjat egyre jobban Kinagyitjuk, azt 1atjuk, hogy a
gorbe egyre inkabb kisimul, egyre jobban kozelit érintojéhez.

f) =
2/\)} // 2}7/\ f(x):x3//
1__
% > X 1
/1 2
X
0 I 2
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Linearizacioé és differencialok

[ inearizacio

@ Ha a fiiggvény grafikonjat egyre jobban Kinagyitjuk, azt 1atjuk, hogy a
gorbe egyre inkabb kisimul, egyre jobban kozelit érintojéhez.

f) =x
, /\y // 2}7/\ f(x) = 3 I
1+

Definici6: Linearizacio, linearis kozelités

Az f differencidlhat6 fiiggvény linearizacioja az a pontban:

Ly(x) =f(@) +f(@)(x—a).  [Jelolés: Ly(x) ~ f(x)]
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Linearizacioé és differencialok

Linearizacio példa: (1 + x)"

@ Legyenn # 0 egész €s

F() = (1 +x)".
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Linearizacioé és differencialok

Linearizacio példa: (1 + x)"

@ Legyenn # 0 egész €s
S = (1+x)"

o Kozelitsiik f(x)-et linearis fiiggvénnyel 0-hoz kozeli x értékekre.
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Linearizacioé és differencialok

Linearizacio példa: (1 + x)"

@ Legyenn # 0 egész €s

f(x) =1 +x)".
o Kozelitsiik f(x)-et linearis fiiggvénnyel 0-hoz kozeli x értékekre.
@ Mas szoval, keressiik Lo(x)-t, azaz a linearizaciot az a = O pontban.
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Linearizacioé és differencialok

Linearizacio példa: (1 + x)"
@ Legyenn # 0 egész €s
S = (1+x)"

o Kozelitsiik f(x)-et linearis fiiggvénnyel 0-hoz kozeli x értékekre.
@ Mas szoval, keressiik Lo(x)-t, azaz a linearizaciot az a = O pontban.

e Nyilvan £(0) = (1 +0)" = 1, és f/(x) = n(1 + x)"" !, igy f/(0) = n.
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Linearizacioé és differencialok

Linearizacio példa: (1 + x)"

@ Legyenn # 0 egész €s

f(x) =1 +x)".
o Kozelitsiik f(x)-et linearis fiiggvénnyel 0-hoz kozeli x értékekre.
@ Mas szoval, keressiik Lo(x)-t, azaz a linearizaciot az a = O pontban.
e Nyilvan £(0) = (1 +0)" = 1, és f/(x) = n(1 + x)"" !, igy f/(0) = n.
@ Tehat a linearizaci6 az a = O pontban:

Lo(x) = £(0) + £/ (0)(x = 0) = 1 + nx.
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Linearizacioé és differencialok

Linearizacio példa: (1 + x)"

@ Legyenn # 0 egész €s

f(x) =1 +x)".
o Kozelitsiik f(x)-et linearis fiiggvénnyel 0-hoz kozeli x értékekre.
@ Mas szoval, keressiik Lo(x)-t, azaz a linearizaciot az a = O pontban.
e Nyilvan £(0) = (1 +0)" = 1, és f/(x) = n(1 + x)"" !, igy f/(0) = n.
@ Tehat a linearizacio az a = 0 pontban:

Lo(x) = £(0) + £/ (0)(x = 0) = 1 + nx.

@ Nem csak egész n-re mikodik:
X (1+x)° | 1+3x || VI+x | 1+4x
0.005 || 1.015075 | 1.015 || 1.002497 | 1.0025
0.010 || 1.030301 | 1.030 || 1.004988 | 1.0050
0.015 || 1.045678 | 1.045 || 1.007472 | 1.0075
0.200 || 1.728000 | 1.600 || 1.095445 | 1.1000
0.250 || 1.953125 | 1.750 || 1.118034 | 1.1250
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Linearizacioé és differencialok

Differencialok

@ Az y = y(x) fiiggvény x szerinti derivaltjara szokds néha a Leibniz-féle
dy
dx
jelolést 1s hasznalni.
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Linearizacioé és differencialok

Differencialok

@ Az y = y(x) fiiggvény x szerinti derivaltjara szokds néha a Leibniz-féle
dy
dx

jelolést 1s hasznalni.
@ A latszattal ellentétben dy/dx nem 1gazi tort.
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Linearizacioé és differencialok

Differencialok

@ Az y = y(x) fiiggvény x szerinti derivaltjara szokds néha a Leibniz-féle
dy
dx
jelolést 1s hasznalni.
@ A latszattal ellentétben dy/dx nem 1gazi tort.

@ Most bevezetiink két uj valtozot, dx-et és dy-t, azzal a tulajdonsiggal,
hogy létezik a hanyadosuk €s az egyenld y derivaltjaval.
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Linearizacioé és differencialok

Differencialok

@ Az y = y(x) fiiggvény x szerinti derivaltjara szokds néha a Leibniz-féle
dy
dx
jelolést 1s hasznalni.
@ A latszattal ellentétben dy/dx nem 1gazi tort.

@ Most bevezetiink két uj valtozot, dx-et és dy-t, azzal a tulajdonsiggal,
hogy létezik a hanyadosuk €s az egyenld y derivaltjaval.

Definic16: Differencial

Legyen y = f(x) egy differencidlhaté fiiggvény. A dx differencial egy
fiiggetlen valtozo, a dy differencial pedig

dy = ' (x)dx.
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Linearizacioé és differencialok

Differencialok

@ Az y = y(x) fiiggvény x szerinti derivaltjara szokds néha a Leibniz-féle
dy
dx
jelolést 1s hasznalni.
@ A latszattal ellentétben dy/dx nem 1gazi tort.

@ Most bevezetiink két uj valtozot, dx-et és dy-t, azzal a tulajdonsiggal,
hogy létezik a hanyadosuk €s az egyenld y derivaltjaval.

Definici16: Differencial
Legyen y = f(x) egy differencidlhaté fiiggvény. A dx differencial egy
fiiggetlen valtozo, a dy differenciél pedig

dy = ' (x)dx.

Példa: Keressiik meg dy-t, hay = x> + 37x

dy = ' (x)dx = (5x* + 37)dx.
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Linearizacioé és differencialok

Fiiggvény differencialja

@ A dy differencial értelmezhets tigy is, mint a y fiiggvény valtozasa egy
dx valtozas hatasara.
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Linearizacioé és differencialok

Fiiggvény differencialja

@ A dy differencial értelmezhets tigy is, mint a y fiiggvény valtozasa egy
dx valtozas hatasara.

@ Ez a valtozas megkozelitdleg egyenld a f fiiggvény linearizacidjanak
valtozasaval, azaz

dy = f'(x)dx ~ L,(x + dx) — L,(x) = f'(a)dx.
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Linearizacioé és differencialok

Fiiggvény differencialja

@ A dy differencial értelmezhets tigy is, mint a y fiiggvény valtozasa egy
dx valtozas hatasara.

@ Ez a valtozas megkozelitdleg egyenld a f fiiggvény linearizacidjanak
valtozasaval, azaz

dy = f'(x)dx ~ L,(x + dx) — L,(x) = f'(a)dx.

Definic10: Fliggvény differencialja

Legyen y = f(x) egy differencidlhaté fiiggvény. A fiiggvény differencialja a
dy-vel vagy df -fel jelolt y valtozas:

df = f'(x)dx.
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Linearizacioé és differencialok

Fiiggvény differencialja

@ A dy differencial értelmezhets tigy is, mint a y fiiggvény valtozasa egy
dx valtozas hatasara.

@ Ez a valtozas megkozelitdleg egyenld a f fiiggvény linearizacidjanak
valtozasaval, azaz

dy = f'(x)dx ~ L,(x + dx) — L,(x) = f'(a)dx.

Definic10: Fliggvény differencialja

Legyen y = f(x) egy differencidlhaté fiiggvény. A fiiggvény differencialja a
dy-vel vagy df -fel jelolt y valtozas:

df = f'(x)dx.

Példa: Keressiik meg df-et, ha f(x) = tg(2x)

df = ' (x)dx = sec’(2x) d(2x) dx = 2 sec’(2x) dx.

53/54



K08szonOm a figyelmet!

54/54



	A deriváltfüggvény
	Deriválási szabályok
	A derivált mint változási sebesség
	A trigonometrikus függvények deriváltja
	A láncszabály
	Az exponenciális függvény és a logaritmus deriváltja
	Paraméteres görbék, részecske mozgása
	Implicit függvény deriváltja
	Linearizáció és differenciálok

