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Tagolas

@ A végtelen és anulla
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A végtelen

A GALAXIS Utikalauz stopposoknak a kévetkezé értelemben hasznalja a
,,vegtelen” szot.

Definici0: Végtelen

Nagyobb, mint a valaha Iétezett legnagyobb dolog, tovabba nagyobb sok
egy€b dolognal: Nevezetesen, sokkal nagyobb, mint az elké€pesztden Oridsi, a
baromi nagy €s a ,,H, ezt nézd meg, mekkora!”.

A végtelen olyan nagy, hogy hozza képest a nagysag maga 1s eltorpiil.

Olyasmirdl van sz6, amit leginkdbb a gigantikusszor kolosszalisszor
1€élegzetelallitoan hatalmas képzetével tudnank rzékeltetni.
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A kerekités

Legyenek a, b valos szamok, € pedig egy pozitiv egész.
@ Ha a és b egészrészel megegyeznek, akkor a kiilonbségiik legfeljebb 1:

la—b| < 1.

3/4{1



A kerekités

Legyenek a, b valos szamok, € pedig egy pozitiv egész.
@ Ha a és b egészrészel megegyeznek, akkor a kiilonbségiik legfeljebb 1:

la—b| < 1.

@ Forditva, ha a €s b kiilonbsége legfeljebb 1, akkor az egészrészeik
kiilonbsége 1s legteljebb 1.
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A kerekités

Legyenek a, b valos szamok, € pedig egy pozitiv egész.
@ Ha a és b egészrészel megegyeznek, akkor a kiilonbségiik legfeljebb 1:

la—b| < 1.

@ Forditva, ha a €s b kiilonbsége legfeljebb 1, akkor az egészrészeik
kiilonbsége 1s legteljebb 1.

Ha a és b szamoknak a tizedesvessz0 utani £ szamjegye megegyezik, akkor
kiilonbségiik legfeljebb 107¢:

1
— bl < —.
la — b| 107

Forditva, ha a kiilonbség kisebb, mint 107¢, akkor

3/4{1



A kerekités

Legyenek a, b valos szamok, € pedig egy pozitiv egész.
@ Ha a és b egészrészel megegyeznek, akkor a kiilonbségiik legfeljebb 1:

la—b| < 1.

@ Forditva, ha a €s b kiilonbsége legfeljebb 1, akkor az egészrészeik
kiilonbsége 1s legteljebb 1.

Ha a és b szamoknak a tizedesvessz0 utani £ szamjegye megegyezik, akkor
kiilonbségiik legfeljebb 107¢:

1
— bl < —.
la — b| 107

Forditva, ha a kiilonbség kisebb, mint 107¢, akkor
@ ¢ — 1 tizedesjegyiik megegyezik,

3/4{1



A kerekités

Legyenek a, b valos szamok, € pedig egy pozitiv egész.
@ Ha a és b egészrészel megegyeznek, akkor a kiilonbségiik legfeljebb 1:

la—b| < 1.

@ Forditva, ha a €s b kiilonbsége legfeljebb 1, akkor az egészrészeik
kiilonbsége 1s legteljebb 1.

Ha a és b szamoknak a tizedesvessz0 utani £ szamjegye megegyezik, akkor
kiilonbségiik legfeljebb 107¢:

1
— bl < —.
la — b| 107

Forditva, ha a kiilonbség kisebb, mint 107¢, akkor
@ ¢ — 1 tizedesjegyiik megegyezik,

@ ¢s az (-dik tizedesjegyek legfeljebb 1-el kiilonboznek.
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A végtelen és a nulla

Az epszilon

@ A kalkulusban az ¢ érték mindig egy kicsi, nullahoz kozeli pozitiv
értéket jelol.
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A végtelen és a nulla

Az epszilon

@ A kalkulusban az ¢ érték mindig egy kicsi, nullahoz kozeli pozitiv
értéket jelol.

@ Gondolhatunk ra, mint

ahol £ nagy pozitiv egész.
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A végtelen és a nulla

Az epszilon

@ A kalkulusban az ¢ érték mindig egy kicsi, nullahoz kozeli pozitiv

értéket jelol.
@ Gondolhatunk ra, mint |
g = 100
ahol £ nagy pozitiv egész.
@ Ekkor a
la—b| < ¢

azt jelenti, hogy a és b megegyeznek £ — 1 tizedesjegyig, €s az {-dik
tizedesjegyiik 1s legfeljebb 1-el tér el.
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A végtelen és a nulla

Az epszilon

@ A kalkulusban az ¢ érték mindig egy kicsi, nullahoz kozeli pozitiv

értéket jelol.
@ Gondolhatunk ra, mint |
g = 100
ahol £ nagy pozitiv egész.
@ Ekkor a
la—b|l < &

azt jelenti, hogy a és b megegyeznek £ — 1 tizedesjegyig, €s az {-dik
tizedesjegyiik 1s legfeljebb 1-el tér el.

@ A "rogzitsiink egy € > 0 szamot" jelentése: rogzitsiink egy £
tizedesjegyes pontossagot.
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Tagolas

© Sorozatok
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Sorozatok

Definici6: Sorozat

A kalkulusban sorozat alatt valdos szamok

X1, X2, X3, vy Xpyy oo

vegtelen sorozatat rtjiik. Jeloleés: (x;) " |, vagy roviden csak (x;).
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Sorozatok

Definici6: Sorozat

A kalkulusban sorozat alatt valdos szamok

vegtelen sorozatat rtjiik. Jeloleés: (x;) " |, vagy roviden csak (x;).

X1, X2, X3, vy Xpyy oo

Példak

Megnevezés Képlet Kezdo értékek
Konstans sorozat x, =c 4.2, 4.2, 4.2,
Szamtani sorozat x,=dn+b -1, 1, 3, 5,

Mértani sorozat X, = cq" %, %, % 13—6
Egy-per-en =L 1, 3, 3, 1,

Alternal6 sorozat x, =(-1)* -1, 1, -1, 1, -1, 1,
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Miveletek sorozatokkal

Definici6: Miuveletek sorozatokkal

Legyenek (x,) €s (y,) sorozatok, valamint ¢ egy valOs szam.
Osszeadas: (Xp) + Vn) = (x +y) =X1 + V1, X2+ V2, ...
Szorzas: (Xn) * (Vn) = (G - Yn) = X1Y1, X2Y2, ...
Skalarral valo szorzas: c¢- (x,) = (c-x,) = cxy, cx, ...
Osztas: 82; = (;C—Z) = )yc—i, ’y%, ... (ha y, # 0 minden n-re)

v
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y
Hax, = 1ésvy, = 2. akkor
n—n )’n—n,

A
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Miveletek sorozatokkal

Definici6: Miuveletek sorozatokkal
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3
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Miveletek sorozatokkal

Definici6: Miuveletek sorozatokkal

Legyenek (x,) €s (y,) sorozatok, valamint ¢ egy valOs szam.
Osszeadas: (Xp) + Vn) = (x +y) =X1 + V1, X2+ V2, ...
Szorzas: (Xn) * On) = (X - Yn) = X191, X2Y2, ...
Skalarral valo szorzas: c¢- (x,) = (c-x,) = cxy, cx, ...
£ o ) _ (Xn) — X1 X2 : _
Osztas: o0 = (yn) =30 3 (ha y, # 0 minden n-re) )
Ha x,, = % €s y, = %, akkor
@ X, +y, =2
@ Xy -V = n%

A
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Definici6: Miuveletek sorozatokkal
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Skalarral valo szorzas: c¢- (x,) = (c-x,) = cxy, cx, ...
£ o ) _ (Xn) — X1 X2 : _
Osztas: o0 = (yn) =30 3 (ha y, # 0 minden n-re) )
Ha x,, = % €s y, = %, akkor
@ X, +y, =2
@ Xy -V = n%
@ 2-x, = %

A
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Miveletek sorozatokkal

Definici6: Miuveletek sorozatokkal

Legyenek (x,) €s (y,) sorozatok, valamint ¢ egy valOs szam.
Osszeadas: Xn) + V) = (X +yn) = X1 + Y1, X2+ V2, ...
Szorzas: (Xn) * On) = (X - Yn) = X191, X2Y2, ...
Skalarral valo szorzas: c¢- (x,) = (c-x,) = cxy, cx, ...
Osztas: On) (ﬁ) == 2 (ha y,, # 0 minden n-re)
’ V) Vn yi’ oy’ In

Ha x,, = % €s y, = %, akkor
_ 3
_ 2
Qo x”°yn—n_2
Q 2°xn:%
o 2 = 1 (konstans sorozat)
Yn 2

A
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Sorozatok korlatossaga

Definici6: Korlatossag
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Sorozatok korlatossaga

Definici6: Korlatossag

@ Az (x,) sorozat feliilrol korlatos, ha 1étezik olyan K valds szam, hogy
x, < K minden n-re.
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Sorozatok korlatossaga

Definici6: Korlatossag

@ Az (x,) sorozat feliilrol korlatos, ha 1étezik olyan K valds szam, hogy
x, < K minden n-re.

@ Az (x,) sorozat alulrol korlatos, ha lIétezik olyan M valés szam, hogy
x,, > M minden n-re.
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Sorozatok korlatossaga

Definici6: Korlatossag

@ Az (x,) sorozat feliilrol korlatos, ha 1étezik olyan K valds szam, hogy
x, < K minden n-re.

@ Az (x,) sorozat alulrol korlatos, ha lIétezik olyan M valés szam, hogy
x,, > M minden n-re.

@ Az (x,) sorozat korlatos, ha egyszerre feliilr6l €s alulrdl is korlatos.

Az (x,) sorozat akkor €s csak akkor korlatos, ha van olyan K valds szam, hogy
Ix,] < K minden n-re.
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Monoton sorozatok

Definicido: Monotonitas
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Monoton sorozatok

Definicido: Monotonitas

@ Az (x,) sorozat monoton novekvo, ha x, < x,.; minden n-re.
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Monoton sorozatok

Definicido: Monotonitas

@ Az (x,) sorozat monoton novekvo, ha x, < x,.; minden n-re.

@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton novekvo, ha x, < x,.; minden n-re.
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Definicido: Monotonitas
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Definicido: Monotonitas
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Monoton sorozatok

Definicido: Monotonitas

@ Az (x,) sorozat monoton novekvo, ha x, < x,.,; minden n-re.
@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton novekvo, ha x, < x,.; minden n-re.
@ Az (x,) sorozat monoton csokkeno, ha x,, > x,,; minden n-re.

@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton csokkeno, ha x,, > x,,; minden
n-re.

y

Példak
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Monoton sorozatok

Definicido: Monotonitas

@ Az (x,) sorozat monoton novekvo, ha x, < x,.,; minden n-re.
@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton novekvo, ha x, < x,.; minden n-re.
@ Az (x,) sorozat monoton csokkeno, ha x,, > x,,; minden n-re.

@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton csokkeno, ha x,, > x,,; minden
n-re.

y

Példak

@ (x, = %: korlatos €s szigoruan monoton csokkeno

\

11/44



Monoton sorozatok

Definicido: Monotonitas

@ Az (x,) sorozat monoton novekvo, ha x, < x,.,; minden n-re.
@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton novekvo, ha x, < x,.; minden n-re.
@ Az (x,) sorozat monoton csokkeno, ha x,, > x,,; minden n-re.

@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton csokkeno, ha x,, > x,,; minden
n-re.

A

Példak

@ (x, = %: korlatos €s szigoruan monoton csokkeno

@ (x,) = n: alulrdl korlatos, de nem feliilrdl korlatos; szigortan monoton
novekvd

\
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Monoton sorozatok

Definicido: Monotonitas

@ Az (x,) sorozat monoton novekvo, ha x, < x,.,; minden n-re.
@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton novekvo, ha x, < x,.; minden n-re.
@ Az (x,) sorozat monoton csokkeno, ha x,, > x,,; minden n-re.

@ Az (x,) sorozat szigoruan monoton csokkeno, ha x,, > x,,; minden
n-re.

A

Példak

@ (x, = %: korlatos €s szigoruan monoton csokkeno

@ (x,) = n: alulrdl korlatos, de nem feliilrdl korlatos; szigortan monoton
novekvd

@ (x,) = (—1)": korlatos, de nem monoton

\
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Tagolas

© Sorozatok hatdrértéke
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Sorozatok hatarértéke

Sorozatok hatarértéke

Definici6: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke

Az (x,) sorozat konvergens, €s hatarérteke a (a-hoz tart), ha barmely € > 0
szamhoz l1étezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.

Jelolés: Iim x,, = a vagy x,, — a (han — ).

n—00
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Sorozatok hatarértéke

Sorozatok hatarértéke

Definici6: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke

Az (x,) sorozat konvergens, €s hatarérteke a (a-hoz tart), ha barmely € > 0
szamhoz l1étezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.

Jelolés: Iim x,, = a vagy x,, — a (han — ).

n—00

y
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Sorozatok hatarértéke

Sorozatok hatarértéke

Definici6: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke

Az (x,) sorozat konvergens, €s hatarérteke a (a-hoz tart), ha barmely € > 0
szamhoz l€étezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.

Jelolés: Iim x,, = a vagy x,, — a (han — ).
n—00

@ Barmely ¢ pozitiv egészhez 1étezik N index, hogy onnantol kezdve a
sorozat tagjai £ tizedesjegyes kerekitéssel megegyeznek a-val.
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Sorozatok hatarértéke

Definici6: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke

Az (x,) sorozat konvergens, €s hatarérteke a (a-hoz tart), ha barmely € > 0
szamhoz l€étezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.

Jelolés: Iim x,, = a vagy x,, — a (han — ).

n—00

y

@ Barmely ¢ pozitiv egészhez 1étezik N index, hogy onnantol kezdve a
sorozat tagjai £ tizedesjegyes kerekitéssel megegyeznek a-val.

@ Az N kiiszobindex: csak a sorozat vége szamit, az elsdO néhany tag
irrelevans.
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Sorozatok hatarértéke

Sorozatok hatarértéke

Definici6: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke

Az (x,) sorozat konvergens, €s hatarérteke a (a-hoz tart), ha barmely € > 0
szamhoz l€étezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.

Jelolés: Iim x,, = a vagy x,, — a (han — ).

n—00

y

@ Barmely ¢ pozitiv egészhez 1étezik N index, hogy onnantol kezdve a
sorozat tagjai € tizedesjegyes kerekitéssel megegyeznek a-val.

@ Az N kiiszobindex: csak a sorozat vége szamit, az elsd6 n€hany tag
irrelevans.

@ Ha x, nem tart semmilyen értékhez, akkor a sorozat divergens.
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Sorozatok hatarértéke

Példak sorozatok hatarértékére

Definici0: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke (ism.)

Barmely € > 0 szamhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.
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Sorozatok hatarértéke

Példak sorozatok hatarértékére

Definici0: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke (ism.)

Barmely € > 0 szamhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.

Q x, = 100 konstans sorozat hatarértéke 100: barmely € > 0-hoz
valaszthatunk N = 1-et.
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Sorozatok hatarértéke

Példak sorozatok hatarértékére

Definici0: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke (ism.)

Barmely € > 0 szamhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.

Q x, = 100 konstans sorozat hatarértéke 100: barmely € > 0-hoz
valaszthatunk N = 1-et.

Q x, = % — 0, mert barmely £ > 0-hoz valaszthatunk N = [%]—et. Ekkor
n > N esetén

1
x, —0l=-< —=<e.
N

S | =
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Sorozatok hatarértéke

Példak sorozatok hatarértékére

Definici0: Sorozat konvergencidja €s hatarértéke (ism.)

Barmely € > 0 szamhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy

Ix, —al <& minden n > N esetén.

Q x, = 100 konstans sorozat hatarértéke 100: barmely € > 0-hoz
valaszthatunk N = 1-et.

Q x, = % — 0, mert barmely £ > 0-hoz valaszthatunk N = [%]—et. Ekkor
n > N esetén .

n

© (x,) = (—1)" divergens. Tegyiik fel, hogy l€tezik a hatarérték. Legyen
g =0.1és N tetszoleges egész. Ha a > 0 és n > N paratlan, akkor

1
x, —0l=-< —=<e.
N

x,—al=|-1-a|l>1>¢.
Ha a < 0 ésn > N paros, akkor

X, —al=1|1—-a|l>1>e¢. 1444



Sorozatok hatarértéke

Sorozatok numerikus értéke

1
Xp=——0
n

Xn = (_1)11

201
401
601
801
1001
1201
1401
1601
1801
2001

1.00000000000000
0.00497512437810945
0.00249376558603491
0.00166389351081531
0.00124843945068664
0.000999000999000999
0.000832639467110741
0.000713775874375446
0.000624609618988132
0.000555247084952804
0.000499750124937531

-1.000000000000
1.000000000000
-1.000000000000
1.000000000000
-1.000000000000
1.000000000000
-1.000000000000
1.000000000000
-1.000000000000
1.000000000000
-1.000000000000
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Sorozatok hatarértéke

Monoton €s korlatos sorozatok konvergencigja

Tétel: Konvergens sorozat korlatos
Minden konvergens sorozat korlatos.
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Sorozatok hatarértéke

Monoton €s korlatos sorozatok konvergencigja

Tétel: Konvergens sorozat korlatos
Minden konvergens sorozat korlatos.

@ A sorozat tagjai egy bizonyos N index utan mindig a piros [a — €,a + &]
intervallumban helyezkednek el.

— ; ° ; >

0O 1 a— & a a+e
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Sorozatok hatarértéke

Monoton €s korlatos sorozatok konvergencigja

Tétel: Konvergens sorozat korlatos
Minden konvergens sorozat korlatos.

@ A sorozat tagjai egy bizonyos N index utan mindig a piros [a — €,a + &]
intervallumban helyezkednek el.

— ; ° ; >

0O 1 a— & a a+e

@ Csak véges sok tag eshet a kék félegyenesekre, ezek lefedhetdk egy
[—K, K] intervallummal.
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Sorozatok hatarértéke

Monoton €s korlatos sorozatok konvergencigja

Tétel: Konvergens sorozat korlatos
Minden konvergens sorozat korlatos.

@ A sorozat tagjai egy bizonyos N index utan mindig a piros [a — €,a + &]
intervallumban helyezkednek el.

— ; ° ; >

0O 1 a— & a a+e

@ Csak véges sok tag eshet a kék félegyenesekre, ezek lefedhetdk egy
[—K, K] intervallummal.

Tétel: Monoton sorozatok konvergencigja
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Sorozatok hatarértéke

Monoton €s korlatos sorozatok konvergencigja
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@ Csak véges sok tag eshet a kék félegyenesekre, ezek lefedhetdk egy
[—K, K] intervallummal.

Tétel: Monoton sorozatok konvergencigja

@ Ha egy sorozat monoton novekvo €s feliilrol korlatos, akkor konvergens.
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Sorozatok hatarértéke

Monoton €s korlatos sorozatok konvergencigja

Tétel: Konvergens sorozat korlatos
Minden konvergens sorozat korlatos.

@ A sorozat tagjai egy bizonyos N index utan mindig a piros [a — €,a + &]
intervallumban helyezkednek el.

— ; ° ; >

0O 1 a— & a a+e

@ Csak véges sok tag eshet a kék félegyenesekre, ezek lefedhetdk egy
[—K, K] intervallummal.

Tétel: Monoton sorozatok konvergencigja

@ Ha egy sorozat monoton novekvo €s feliilrol korlatos, akkor konvergens.

@ Ha egy sorozat monoton csokkend €s alulrol korlatos, akkor konvergens.
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Sorozatok hatarértéke

Alkalmazas: Az Euler-fé€le szamot meghatarozo sorozat

Vizsgaljuk az alabbi, raciondlis szamokbol allo sorozatot, amely az Euler-féle
szam (e) definici0janak alapja:
)
a, =|1+—| .
n

@ A szamtani €s mértani kozép kozotti egyenlotlenség (AM-GM)
segitségével meg lehet mutatni, hogy a sorozat szigorian monoton
novekvo és feliilrol korlatos.
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Sorozatok hatarértéke

Alkalmazas: Az Euler-fé€le szamot meghatarozo sorozat

Vizsgaljuk az alabbi, raciondlis szamokbol allo sorozatot, amely az Euler-féle
szam (e) definici0janak alapja:

li’l
Cln:(l-l-z) .

@ A szamtani €s mértani kozép kozotti egyenlotlenség (AM-GM)

segitségével meg lehet mutatni, hogy a sorozat szigorian monoton
novekvo és feliilrol korlatos.

o Igy a tételiink alapjan konvergens, a sorozat hatarértéke az Euler-féle
szam:

1 n
lim (1 + —) = e~ 2.71828182845905. ...

n—>00 n
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Sorozatok hatarértéke

Alkalmazas: Az Euler-fé€le szamot meghatarozo sorozat

Vizsgaljuk az alabbi, raciondlis szamokbol allo sorozatot, amely az Euler-féle
szam (e) definici0janak alapja:
)
a, =|1+—| .
n

@ A szamtani €s mértani kozép kozotti egyenlotlenség (AM-GM)
segitségével meg lehet mutatni, hogy a sorozat szigorian monoton
novekvo és feliilrol korlatos.

o Igy a tételiink alapjan konvergens, a sorozat hatarértéke az Euler-féle
szam:

lim (1 + l) =e ~ 2.71828182845905....
n— 00 n

@ A konvergencia nagyon lassi, példaul az n = 10000-hez tartozé
ai0000 = 2.71814592682493 . ..

tag értéke csak az elso 4 tizedesjegyben egyezik meg e-vel.
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Alkalmazds: A V2-t meghatdrozé sorozat

Vizsgaljuk az alabbi, racionalis szamokbol 4ll6 sorozatot:

1 2
x1 =1, xn+1:§ xn+x— .

@ Teljes indukci6val meg lehet mutatni, hogy a sorozat szigoruan
monoton novekvo és feliilrol korlatos.
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Alkalmazds: A V2-t meghatdrozé sorozat

Vizsgaljuk az alabbi, racionalis szamokbol 4ll6 sorozatot:

1 2
x1 =1, xn+1:§ xn+x— .

@ Teljes indukci6val meg lehet mutatni, hogy a sorozat szigoruan
monoton novekvo és feliilrol korlatos.

o Igy a tételiink alapjan konvergens, a sorozat hatarértéke V2:

lim x, = V2 ~ 1.41421356237310.. ..

n—00

18/44



Alkalmazds: A V2-t meghatdrozé sorozat

Vizsgaljuk az alabbi, raciondlis szamokbol 4ll6 sorozatot:

1 2
x1 =1, xn+1:§ xn+x— .

@ Teljes indukci6val meg lehet mutatni, hogy a sorozat szigoruan
monoton novekvo és feliilrol korlatos.

o Igy a tételiink alapjan konvergens, a sorozat hatarértéke V2:

lim x, = V2 ~ 1.41421356237310.. ..

n—00

@ A konvergencia nagyon gyors:

no X no X
1 1.00000000000000 | 4 1.41421143847487
2 1.33333333333333 | 5 1.41421356237150
3 1.41176470588235 | 6 1.41421356237310
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Sorozatok hatarértéke

A hatarérték tulajdonsagai

Tétel: A hatarérték és a miveletek felcserélhetdosége sorozatoknal

Legyenek (x,) €s (y,) konvergens sorozatok €s ¢ egy valos szam. Ekkor

lim (x;,, + y,) = nh—>nolo X, + lim y,,

n—oo n—oo

Iim (¢ - x,;) = ¢ - lim x,,,

n—oo n— o0
n—oo n—o0 n—o0
X, im0 x, ,
lim — = ha lim y, # 0.

n—oo y, limn_)oo Vn ’ 11— 00

@ Ezek a tulajdonsagok nagyon fontosak, mert lehetové teszik, hogy a
hatarértékeket egyszertien szamoljuk, és hogy a hatarértékek segitségével
bizonyitsunk egyéb allitasokat.

@ A hataréték szemléletes értelmezésében a fentieck maguktol adodnak, de
a formalis definici6 alapjan ezek a tulajdonsagok nem trivialisak, €s

bizonyitast igényelnek. 19/44



Sorozatok hatarértéke

Alkalmazas a hatarérték tulajdonsagaira

Hatarozzuk meg a kovetkez0 sorozatok hatarért€két:

_2n2+3 3 n> + 2n
Con2-1’ yn_3n3—n+1°

Xn
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Sorozatok hatarértéke

Alkalmazas a hatarérték tulajdonsagaira

Hatarozzuk meg a kovetkez0 sorozatok hatarért€két:

_2n2+3 n> + 2n

An n2-1"> yn:3n3—n+1° J

2
2r;;+3 ) 7+ éi_ B 2 +13. %f' j% \ 274+3.0-0 B
B L. "~ 1-0-0

S =
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Sorozatok hatarértéke

Alkalmazas a hatarérték tulajdonsagaira

Hatarozzuk meg a kovetkez0 sorozatok hatarért€két:

_2n2+3 n> + 2n

An n2-1"> yn:3n3—n+1° J

2
x_2n2+3_2”n2+3_2+3—2_2+3-%-% \2+3-O-O_2
"T2] el -1 y_1.1 "7 71-0-0

2 n? n o n

n3 n
CoAdeon B 14205 140 ]
yn_3n3_n+1_3n3—n+1_3_nlz+nl3 ,3—O+O_3
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Sorozatok hatarértéke

Egy észrevétel €s az alkalmazasa

Q@ Ha egy sorozat hatarértéke a, akkor barmelyik részsorozatianak is a a
hatarértéke.
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Sorozatok hatarértéke

Egy észrevétel €s az alkalmazasa

Q@ Ha egy sorozat hatarértéke a, akkor barmelyik részsorozatianak is a a
hatarértéke.

A korabbi példaban vizsgalt

1 2
x1 =1, xn+1:§ X, + —|.

sorozat hatarértéke V2.
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Sorozatok hatarértéke

Egy észrevétel €s az alkalmazasa

Q@ Ha egy sorozat hatarértéke a, akkor barmelyik részsorozatianak is a a
hatarértéke.

A korabbi példaban vizsgalt

1 2
x1 =1, xn+1:§ xn+x— .

sorozat hatarértéke V2.

@ Legyeny, = x,.. Ekkor (y,) az (x,) azon részsorozata, amit az (x,) elso
tagjanak elhagyasaval kapunk.
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Sorozatok hatarértéke

Egy észrevétel €s az alkalmazasa

Q@ Ha egy sorozat hatarértéke a, akkor barmelyik részsorozatianak is a a
hatarértéke.

A korabbi példaban vizsgalt

1 2
x1 =1, xn+1:§ xn+x— .

sorozat hatarértéke V2.

@ Legyeny, = x,.. Ekkor (y,) az (x,) azon részsorozata, amit az (x,) elso
tagjanak elhagyasaval kapunk.
@ Mar lattuk, hogy (x,) konvergens, tehat

lim y,, = lim x,, = a.

n—oo n—oo
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Sorozatok hatarértéke

Egy észrevétel €s az alkalmazasa

Q@ Ha egy sorozat hatarértéke a, akkor barmelyik részsorozatianak is a a
hatarértéke.

A korabbi példaban vizsgalt

1 2
x1 =1, xn+1:§ xn+x— .

sorozat hatarértéke V2.

@ Legyeny, = x,.. Ekkor (y,) az (x,) azon részsorozata, amit az (x,) elso
tagjanak elhagyasaval kapunk.
@ Mar lattuk, hogy (x,) konvergens, tehat
lim y,, = lim x,, = a.
n—0o0 n—00
@ a>0¢€sa= % (a + %) egyenletet megoldva a = V2.
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Sorozatok hatarértéke

A rendor-elv

Tétel: Rendor-elv (szendvics-tétel)

Legyenek (x;), (y,) és (z,) sorozatok, amelyekre x,, < vy, < z, minden n-re. Ha

Iim x,, = lim z,, = L,

n—o0 n—o0

akkor

lim y, = L

n—0oo
1s teljesiil.

Xn Yn Zn
—eo---9--0-0—
a—e& a a+e
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Sorozatok hatarértéke

A rendor-elv

Tétel: Rendor-elv (szendvics-tétel)

Legyenek (x;), (y,) és (z,) sorozatok, amelyekre x,, < vy, < z, minden n-re. Ha
Iim x,, = lim z,, = L,
n—oo n—oo
akkor
lim y, = L
n—>oo
1s teljesiil.
4
Xn Yn Zn
—eo---9--0-0— >
a—¢& a a+e

Feladat

Hatarozzuk meg az z,, = (_71) sorozat hatarértékét a rendor-elv segitségével.
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A végtelen hatarértékek

@ M aszovegkornyezettdl fliggd ''végtelen kiiszobérték''.

Definici0: Végtelen hatarért€kek

@ Azt mondjuk, hogy x,, hatarértéke +oco, ha n — oo, ha barmely M > 0
szamhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy x,, > M minden n > N
esetén. Jelolés: lim x,, = +oo.

n—0oo
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@ M aszovegkornyezettdl fliggd ''végtelen kiiszobérték''.
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@ Azt mondjuk, hogy x,, hatarértéke +oco, ha n — oo, ha barmely M > 0
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esetén. Jelolés: lim x, = —oo.

n—0oo

23/44



A végtelen hatarértékek

@ M aszovegkornyezettdl fliggd ''végtelen kiiszobérték''.

Definici0: Végtelen hatarért€kek

@ Azt mondjuk, hogy x,, hatarértéke +oco, ha n — oo, ha barmely M > 0
szamhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy x,, > M minden n > N
esetén. Jelolés: lim x,, = +oo.

n—oo
@ Azt mondjuk, hogy x, hatarértéke —oco, ha n — oo, ha barmely M < 0
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esetén. Jelolés: lim x, = —oo.
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Sorozatok hatarértéke

0 N N D R~ W N =

A végtelen hatarértékek

@ M a szovegkornyezettdl fiiggd '"'végtelen kiiszobérték''.

Definici0: Végtelen hatarért€kek

@ Azt mondjuk, hogy x,, hatarértéke +oco, ha n — oo, ha barmely M > 0
szamhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy x,, > M minden n > N
esetén. Jelolés: lim x,, = +oo.

n—oo
@ Azt mondjuk, hogy x, hatarértéke —oco, ha n — oo, ha barmely M < 0
szamhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy x, < M minden n > N
esetén. Jelolés: lim x, = —oo.

n—0oo

>>> a=2.0%**1024
Traceback (most recent call last):

File "<stdin>", line 1, in <module>
OverflowError: (34, ’'Numerical result out of range’)
>>> a=2.0**1023; a
8.98846567431158e+307
>>> 2%a
inf
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Példak végtelen hatarértékekre

Példak
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Példak végtelen hatarértékekre

Példak

@ x, = n*> > +oo, mert barmely M > 0-hoz valaszthatunk N = [ VM7 -et.
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Példak végtelen hatarértékekre

Példak
@ x, = n*> > +oo, mert barmely M > 0-hoz valaszthatunk N = [ VM1-et.

@ x, = —n — —oo, mert barmely M < 0-hoz valaszthatunk N = [-M]-et.
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Példak végtelen hatarértékekre

Példak
@ x, = n*> > +oo, mert barmely M > 0-hoz valaszthatunk N = [ VM1-et.

@ x, = —n — —oo, mert barmely M < 0-hoz valaszthatunk N = [-M]-et.

@ x, = (—1)" - n divergens: nincs sem véges, sem pedig végtelen
hatarértéke.
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Valos fliggvények

Valos fiiggvények

Ebben a fejezetben valos fiiggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyek
@ értelmezési tartomanya a valds szamok egy A részhalmaza,
o értékkészlete pedig a valds szamok R halmaza:
f:A->R,

ahol A C R.

y

Megegyeziink tovabba abban, hogy ha f(x)-et irunk, akkor x € A benne van az
értelmezési tartomanyban, és f(x) értelmezve van.
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Fiiggvények folytonossaga

A folytonossag intuitiv bevezetése

@ Nagyon szemléletesen: egy fiiggvény folytonos, ha a grafikonjat egy
lendiiletes vonallal megrajzolhatjuk anélkiil, hogy ceruzat felemelnénk a
papirrol.
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Fiiggvények folytonossaga

A folytonossag intuitiv bevezetése

@ Nagyon szemléletesen: egy fiiggvény folytonos, ha a grafikonjat egy
lendiiletes vonallal megrajzolhatjuk anélkiil, hogy ceruzat felemelnénk a
papirrol.

@ Kicsit precizebben: egy fiiggvény folytonos, ha barmely eloirt £
pontossaghoz létezik olyan k pontossag, hogy ha a bemeneti x €rtékek k
tizedesjegyig megegyeznek egy a €rt€kkel, akkor a kimeneti f(x) értékek
{ tizedesjegyig megegyeznek egy f(a) értékkel.
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Fiiggvények folytonossaga

A folytonossag intuitiv bevezetése

@ Nagyon szemléletesen: egy fiiggvény folytonos, ha a grafikonjat egy
lendiiletes vonallal megrajzolhatjuk anélkiil, hogy ceruzat felemelnénk a
papirrol.

@ Kicsit precizebben: egy fiiggvény folytonos, ha barmely eloirt £
pontossaghoz létezik olyan k pontossag, hogy ha a bemeneti x €rtékek k
tizedesjegyig megegyeznek egy a €rt€kkel, akkor a kimeneti f(x) értékek
{ tizedesjegyig megegyeznek egy f(a) értékkel.

Definici6: Fiiggvény folytonossaga

Azf : A — R fiiggvény folytonos az a € A pontban, ha barmely x,, € A
sorozatra, amely a-hoz tart, az f(x,) sorozat f(a)-hoz tart:

Xp = a == fOw) = fla).

Ha f folytonos minden a € A pontban, akkor azt mondjuk, hogy f folytonos
az A halmazon.
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Fiiggvények folytonossaga

Példak és ellenpéldak a folytonossagra

Emlékezteto:

Folytonossag a-ban: X, —oa = f(x,) — f(a).

Példak
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Fiiggvények folytonossaga

Példak és ellenpéldak a folytonossagra

Emlékezteto:

Folytonossag a-ban: X, —oa = f(x,) — f(a).

Példak

@ A konstans fiiggvény f(x) = ¢ mindeniitt folytonos.
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Példak és ellenpéldak a folytonossagra

Emlékezteto:

Folytonossag a-ban: X, —oa = f(x,) — f(a).

Példak

@ A konstans fiiggvény f(x) = ¢ mindeniitt folytonos.

@ Az identikus fiiggvény f(x) = x mindeniitt folytonos.
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Példak és ellenpéldak a folytonossagra

Emlékezteto:

Folytonossag a-ban: X, —oa = f(x,) — f(a).

Példak
@ A konstans fiiggvény f(x) = ¢ mindeniitt folytonos.

@ Az identikus fiiggvény f(x) = x mindeniitt folytonos.

Ellenpélda: Az eldjel fliggvény sgn(x)

Y L J(x) = sgn(x)

-1, x<0
sgn(x) =30, x=0 = > X
\1, x>0 T)

Nem folytonos az a = 0 pontban, de folytonos minden mas a # 0 pontban.
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Fiiggvények folytonossaga

A folytonossag tulajdonsagai

Az alabbi tétel megmutatja, hogy a folytonossiag egy nagyon jol viselkedo
tulajdonsag, amely megmarad a fiiggvények alapvetd miveletei alatt.

Legyenek f(x) €s g(x) olyan fiiggvények, amelyek folytonosak egy a pontban,
c pedig egy valos szam. Ekkor a kovetkezo fiiggvények is folytonosak a-ban:

1) £+ g @) c-f0)
3) f@)- g @ 19 (ha g 2 0)
g(x)

Tovabba, ha h(x) folytonos f(a)-ban, akkor a A(f (x)) Osszetett fliggvény 1s
folytonos a-ban.
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Fiiggvények folytonossaga

A folytonossag tulajdonsagai

Az alabbi tétel megmutatja, hogy a folytonossiag egy nagyon jol viselkedo
tulajdonsag, amely megmarad a fiiggvények alapvetd miveletei alatt.

Legyenek f(x) €s g(x) olyan fiiggvények, amelyek folytonosak egy a pontban,
c pedig egy valos szam. Ekkor a kovetkezo fiiggvények is folytonosak a-ban:

1) F)+ g0 @) c-f0)
3) f@)- g @ 19 (ha g 2 0)
g(x)

Tovabba, ha h(x) folytonos f(a)-ban, akkor a A(f (x)) Osszetett fliggvény 1s
folytonos a-ban.

@ A tétel bizonyitasa a sorozatok hatarért€kének miveleteire vonatkozo
tételre €piil.
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Fiiggvények folytonossaga

A folytonossag tulajdonsagai

Az alabbi tétel megmutatja, hogy a folytonossiag egy nagyon jol viselkedo
tulajdonsag, amely megmarad a fiiggvények alapvetd miveletei alatt.

Legyenek f(x) €s g(x) olyan fiiggvények, amelyek folytonosak egy a pontban,
c pedig egy valos szam. Ekkor a kovetkezo fiiggvények is folytonosak a-ban:

1) F)+ g0 @) c-f0)
3) f@)- g @ 19 (ha g 2 0)
g(x)

Tovabba, ha h(x) folytonos f(a)-ban, akkor a A(f (x)) Osszetett fliggvény 1s
folytonos a-ban.

@ A tétel bizonyitasa a sorozatok hatarért€kének miveleteire vonatkozo
tételre €piil.

@ Ha f(x) és g(x) fliggvény értelmes €s folytonos az A halmazon, akkor a
miuveletek eredményeként kapott fliggvény is folytonos lesz A-n. 29/44



Fiiggvények folytonossaga

Polinomok €s raciondlis fiiggvények folytonossaga

Tétel: Polinomok €s racionalis fiiggvények folytonossaga
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Fiiggvények folytonossaga

Polinomok €s raciondlis fiiggvények folytonossaga

Tétel: Polinomok €s racionalis fiiggvények folytonossaga

@ Minden polinom fiiggvény
f) = apxX + ap1 X+ L+ aix + ag

folytonos minden valds ¢ helyen.
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Fiiggvények folytonossaga

Polinomok €s raciondlis fiiggvények folytonossaga

Tétel: Polinomok €s racionalis fiiggvények folytonossaga

@ Minden polinom fiiggvény

f) = apxX + ap1 X+ L+ aix + ag

folytonos minden valds ¢ helyen.

@ Minden racionalis tortfiiggvény

P(x) a, X" + a,_ 1 X1+ ... +ax+ag

Ox) b x"+b, x" L+ .. . +bx+by

J(x) =

ahol P €s Q polinomok, folytonos minden valos ¢ helyen, ahol Q(c) # O.
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Fiiggvények folytonossaga

Polinomok €s raciondlis fiiggvények folytonossaga

Tétel: Polinomok €s racionalis fiiggvények folytonossaga

@ Minden polinom fiiggvény

f) = apxX + ap1 X+ L+ aix + ag

folytonos minden valds ¢ helyen.

@ Minden racionalis tortfiiggvény

P(x) a, X" + a,_ 1 X1+ ... +ax+ag

Ox) b x"+b, x" L+ .. . +bx+by

J(x) =

ahol P és Q polinomok, folytonos minden valds ¢ helyen, ahol Q(c) # 0.

@ Késbbb latni fogjuk, hogy a trigonometrikus fiiggvények, az
exponencialis és a logaritmus fiiggvények is folytonosak.
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Tagolas

© Fiiggvények hatarértéke
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Fiiggvények hatarértéke

Figgvényértek 0/0 alakban?

2
X
~ fo) =2
X
o, > X
/\y
\ VAYEAY logx
J ) —
\0\_ x—1
> X

Sin x

0
/\y f/v) B ex _ 1
//JM .
//CJ
> X
0
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Fiiggvények hatarértéke

Definici6: Fiiggvény hatarért€ke

Legyen f : A — R val0s fiiggvény, €s a, L valos szamok. Azt mondjuk, hogy
f(x) hatarértéke L az a pontban,, ha barmely x, € A sorozatra, amely a-hoz
tart, az f(x,) sorozat L-hez tart:

X, — a — f(x,) — L.

Jelolés: lim f(x) = L.

X—d
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Fiiggvények hatarértéke

Definici6: Fiiggvény hatarért€ke

Legyen f : A — R val0s fiiggvény, €s a, L valos szamok. Azt mondjuk, hogy
f(x) hatarértéke L az a pontban,, ha barmely x, € A sorozatra, amely a-hoz
tart, az f(x,) sorozat L-hez tart:

Xn — d — f(xn)_>L

Jelolés: lim f(x) = L.

X—d

@ A definici6 nem azt koveteli meg, hogy f(a) értelmezve legyen vagy
hogy f(a) = L teljesiiljon.
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Definici6: Fiiggvény hatarért€ke

Legyen f : A — R val0s fiiggvény, €s a, L valos szamok. Azt mondjuk, hogy
f(x) hatarértéke L az a pontban,, ha barmely x, € A sorozatra, amely a-hoz
tart, az f(x,) sorozat L-hez tart:

Xn — d — f(xn)_>L

Jelolés: lim f(x) = L.

X—d

@ A definici6 nem azt koveteli meg, hogy f(a) értelmezve legyen vagy
hogy f(a) = L teljesiiljon.

@ Csak az a-hoz kozeli x,, pontok szadmitanak, az a pont konkrét
viselkedése nem.
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Definici6: Fiiggvény hatarért€ke

Legyen f : A — R val0s fiiggvény, €s a, L valos szamok. Azt mondjuk, hogy
f(x) hatarértéke L az a pontban,, ha barmely x, € A sorozatra, amely a-hoz
tart, az f(x,) sorozat L-hez tart:

Xn — d — f(xn)_>L

Jelolés: lim f(x) = L.

X—d

@ A definici6 nem azt koveteli meg, hogy f(a) értelmezve legyen vagy
hogy f(a) = L teljesiiljon.

@ Csak az a-hoz kozeli x,, pontok szadmitanak, az a pont konkrét
viselkedése nem.

@ A folytonossag esetén L = f(a), de a hatarérték fogalma dltaldnosabb, és
lehet L # f(a) 1s.
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A rendor-elv fiiggvények hatarértékére

Tétel: Rendor-elv (szendvics-tétel)

Legyenek f(x), g(x) €s h(x) olyan fliggvények, amelyekre f(x) < g(x) < h(x)
minden x-re az a-hoz elég kozel. Ha

lim £(x) = lim A(x) = L,

X—d X—d

akkor
lim g(x) = L.

X—d
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A rendor-elv fiiggvények hatarértékére

Tétel: Rendor-elv (szendvics-tétel)

Legyenek f(x), g(x) €s h(x) olyan fliggvények, amelyekre f(x) < g(x) < h(x)
minden x-re az a-hoz elég kozel. Ha

lim £(x) = lim A(x) = L,

X—d X—d

akkor
lim g(x) = L.

X—d

Példa
Legyen g(x) = x* sin <. Ekkor lim,_, g(x) = 0.
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A rendor-elv fiiggvények hatarértékére
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Legyen g(x) = x* sin <. Ekkor lim,_, g(x) = 0.

e Legyen f(x) = x? és h(x) = —x°.
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e Legyen f(x) = x? és h(x) = —x°.
@ Egyrészt f(x) < g(x) < h(x).
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@ Masrészt limx_>()f(X) = hmx—)O h(X) = 0. 34 /44



Fiiggvények hatarértéke

A rendor-elv fiiggvények hatarértékére
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e Legyen f(x) = x? és h(x) = —x°. 0
@ Egyrészt f(x) < g(x) < h(x).

@ Masrészt lim,_,o f(x) = lim,_, A(x) = 0.
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Egy fontos hatarérték

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

. sinx
Im — =1
x—0 X

J(x
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Egy fontos hatarérték

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

. sinx
Im — =1
x—0 X

Jx) =

@ Mivel sin(x)/x paros fiiggvény, feltehetjiik, hogy 0 < x < /2.
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

SIn
=1

Iim
a—0
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

SIn
=1

Iim
a—0
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

. sina
lim =1
a—0
/\y
T
1
P
tg a
1 /.
sin «
10
B > X
O cosa O A(1,0)
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

. sina
lim =1
a—0
/\y
T
1
P
tg a
1 /.
sin «
10
B > X
O cosa O A(1,0)
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

. sih«
Iim =1
a—0
/\y
T
1 @ Toarn < Toap ksrcikk < ToATa
P
tg a
1 /.
SIN @
a
R X
ol cosa g  A(1,0)
— ~— 4
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

. sih«
Iim =]
a—0
/\y
T
1 @ Toarn < Toap ksrcikk < ToATa
P OTOAPA=%°1°SinCL’=%SiIlCL’
tg a
1 /.
SIN @
a
R X
O cosa  Q  A(1,0)
— _/
N
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

SIn
=1

Iim
a—0

/\y
T
1 @ Toarar < Toap kércikk < ToATA
P OTOAPA=%°1°SinCL’=%SiIlCL’
_ 1 2 o«
te @ ® ToaPkorcikk = 5 - 17-a =735
1/
SIN @
a
- S X
0 COS Q A(l,())
— _/
N
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

. sih«
Iim =]
a—0
/\y
T
1 @ Toarn < Toap ksrcikk < ToATa
P OTOAPA=%°1°SinCL’=%SiIlCL’
_ 1 2 _
te @ @ Toapxoscikk = 5 " 17 a =73
1/ o T, =l 1. tca=Ltoa
sin @ OATA = 3 g > g
a
R X
O cosa O A(l,0)
— _/
N
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

SIn

lim =1
a—0
/\y
T
1 @ Toara < Toapxercikk < Toara
P OTOAPA:%-I-sina:%sina
tg a ¢ TOAPkércikk:%’lz’G«’:%
1 _ 1
| Gina o TOATA—Q'I'tga—tha/
@ Visszahelyettesitve: sina < a < tg a.
a
- > X
O cosa  Q  A(1,0)
— ~— 4
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

SIn
=1

Iim
a—0

SIn

Toarr < Toap xorcikk < TOATA

Toapr = % -1-sina = %sina

192
Toapxsicikk = 5 - 17 - = 5

1 1
TOATA:E-I-tga—tha

Visszahelyettesitve: sina < a < tg «.

tg a

Atrendezve: cos a < S“;“ < 1.

COS @

Q

A(1,0)
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Egy tfontos hatarérték (bizonyitas)

Tétel (a kalkulus egyik legfontosabb hatarértéke)

Iim
a—0

SIn
=1

SIn

tg a

COS @

Q

A(1,0)

Toarr < Toap xorcikk < TOATA

Toapr = % -1-sina = %sina

T
Toapxsicikk = 5 - 17 - = 5

1 1
TOATA:E-I-tga—tha

Visszahelyettesitve: sina < a < tg «.

Atrendezve: cos @ < Sig“ < 1.
A tétel adodik a rendor-elvbol.
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A végtelen hatarérték

Definici0: Fliggvény végtelen hatarértéke

Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke +oco az a pontban, ha
barmely x,, — a sorozatra lim,,_, f(x,) = +oo. Jelolés: lim,_,, f(x) = +oo.
Hasonldan, az f(x) fliggvény hatarértéke —oo az a pontban, ha barmely
X, — a sorozatra lim,, . f(x,) = —co. Jelolés: lim,_,, f(x) = —oo.

~

-
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A végtelen hatarérték

Definici6: Fiiggvény végtelen hatarértéke

Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke +oco az a pontban, ha
barmely x,, — a sorozatra lim,,_, f(x,) = +oo. Jelolés: lim,_,, f(x) = +oo.
Hasonldan, az f(x) fliggvény hatarértéke —oo az a pontban, ha barmely
X, — a sorozatra lim,,_,, f(x,) = —co. Jelolés: lim,_,, f(x) = —o0.

y

Legyen f(x) = é Ekkor
lin(l) f(x) = +oo0.
X—

My

I

~

-

37/44



Fiiggvények hatarértéke

Jobb és bal oldali hatarértékek

Definicid: Jobb és bal oldali hatarértékek

Az f : A — R fliggvény jobb oldali hatarértéke L az a pontban, ha barmely
X, € A sorozatra, amely a-hoz jobbrdl tart (azaz x, > a és x,, — a), az f(x,,)
sorozat L-hez tart:

X, = a’ — f(x,) — L.

Jelolés: Iim f(x) = L.

x—a™*

Az f : A — R fliggvény bal oldali hatarértéke L az a pontban, ha barmely
X, € A sorozatra, amely a-hoz balrdl tart (azaz x, < a és x,, — a), az f(x,,)
sorozat L-hez tart:

X, > a = f(x,) — L.

Jelolés: lim f(x) = L.

X—a
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Jobb €s bal oldal1 hatarértékek (folyt.)

Az f(x) fliggvénynek akkor €s csak akkor 1étezik a hatarért€ke az a pontban,
ha a jobb €s bal oldali hatarértékei 1éteznek €s megegyeznek:

Imf(x) =L &

lim f(x) = lim f(x) = L.

X—da X—da xX—a
y
2 y=J®)
van bal oldali hatarértek | | van jobb oldali hatarérték
balr6l nem folytonos \ | jobbrol folytonos
: X
a

\/ szakadasi hely
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Hatarértékek a végtelenben

Definici0: Hatarért€kek a végtelenben

Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke L a +oco-ben, ha barmely
X, — =00 sorozatra lim, . f(x,) = L. Jelolés: lim,_,+ f(x) = L.

Példak
| , 2% +4dx+ 1
lim — =0 lim ¢ =0 lim =2
X—+00 X X—>—00 X—>+00 2 + 1 )
3 AN 2
+ £ 2x°+4x+ 1
X) =
5 x2+1
1
~30 ~20 ~10 10 20 30)
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O Gorbe érintsje
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Gorbe érintdje

Az érintd a szeld hatarhelyzete

@ Adott egy gorbe és rajta egy P pont.
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Gorbe érintdje

Az érintd a szeld hatarhelyzete

@ Adott egy gorbe és rajta egy P pont.

@ Vegylink egy Q pontot a gorbén, €s hiizzunk egy szelot P €s Q kozott.

o Kozelitsenek a O, R, . .. pontok a P ponthoz a gorbén.

@ Ekkor a szeld egyenesek kozelitenek egy egyeneshez, amit a gorbe
P-beli érintojének neveziink.
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Gorbe érintdje

Az érintd a szel0d hatarhelyzete (foly.)

@ Szemléletiink szerint akkor is az érintdt kapjuk, ha QQ’, RR’, stb.
szeldoket hizunk, ahol Q’, Q', R'R’, . .. pontok P-hez tartanak a gérbén.
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Gorbe érintdje

Az érintd a szel0d hatarhelyzete (foly.)

@ Szemléletiink szerint akkor is az érintdt kapjuk, ha QQ’, RR’, stb.
szeldoket hizunk, ahol Q’, Q', R'R’, . .. pontok P-hez tartanak a gérbén.

Definici10: GOrbe sima pontja

Egy gorbe sima pontja alatt olyan pontot értiink, amelyhez tarté szelok

hatarhelyzete egy egyenes, azaz a gorbének van €rintdje abban a pontban. N




Gorbe érintdje

CsOrszert nemsima pont

y —

@ A P pontban nem értelmezett az érinto.
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