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A val6s szamok és a valos szdmegyenes

Tagolas

@ A valés szamok és a valés szamegyenes
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A val6s szamok és a valos szdmegyenes

Valos szamok

@ Az analizis nagyrészt a valos szamrendszer tulajdonsagain alapul
@ A valds szamok a véges vagy végtelen tizedes tortekkel kifejezhetd

szamok:
= 0.75000000...

1.4142135623 ...
= 3.1415926535...

@ A harom pont (...) mindharom esetben arra utal, hogy a
tizedestort-kifejtés valojaban végtelen hosszu

@ Minden tizedestort-kifejté€s egyértelmiien meghataroz egy valds szamot,
forditva azonban ez nem all:

1.000...=0.999...

S MO
I

Figyelem

Mivel a informatikaban az angol egyeduralkodo, ezért mi is a tizedes pontot
fogjuk hasznalni a a magyar tizedes vesszo helyett.
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A val6s szamok és a valos szdmegyenes

A valoOs szamegyenes

@ A valos szamokat egy egyenesen abrazolhatjuk; ezt az egyenest valos
szamegyenesnek nevezziik

@ A szamegyenes minden pontja egy valds szamnak felel meg, €s minden
valos szamnak van egy pontja a szamegyenesen

7 - V2

4 -3 2 -1 0 1 2 3 4

\
S

@ A szamegyenes egyben a valos szamok rendezési tulajdonsagait 1s
szemlélteti

@ Ha egy szam jobbra van egy masiknal, akkor nagyobb, ha balra, akkor
kisebb
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A val6s szamok és a valos szdmegyenes

Valos szamok rendezése

@ A valos szamok kozott egy természetes rendezési viszony van:
a<b

@ Ez arendezés teljes, tranzitiv €s antiszimmetrikus

@ A rendezés €s az alapmiveletek kozott az alabbi Osszefliggések allnak
fenn:

pd

a<b é c<d = ax+xc<b+d
a<b é ¢c>0 = ac<bc
a<b é ¢c<0 = ac>bc

O<a<b — é>%>0

@ A valos szamok teljességi tulajdonsaga lényegében azt mondja ki, hogy a
valos szamegyenesen nincsenek ,,lyukak”

6/63



A val6s szamok és a valos szdmegyenes

A valds szamok részhalmazai

@ A valos szamoknak szamos fontos részhalmaza van, amelyek kiilonb6z0
tulajdonsagokkal rendelkeznek

@ Természetes szamok (N): 1,2,3, ...

@ Egész szamok (2): ...,-2,-1,0,1,2,...
@ Racionalis szamok (Q): két egész szam hanyadosaként kifejezhetd
szamok

@ [rracionalis szamok: nem raciondlis valds szamok, példaul \/i, T

A V2 irraciondlis szam.
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A val6s szamok és a valos szdmegyenes

Intervallumok

@ Az intervallum a valés szamok egy olyan részhalmaza, amely két érték
kozott az dsszes szamot tartalmazza

Tipus Jelolés | Definicio Példa
Zart [a,b] | (xeR:a<x<b}| |32
Nyilt (a,b) | {xeR:a<x<b}| (-3,-1.8)

Balra zart [a, b) {xeR:a<x<b} [0, 1)
Jobbra zart | (a, D] (xeR:a<x<b}| (-0.5,1]
Végtelen (—00,a) | (xeR:x<a) (—o0, 1)

0 1

|
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A val6s szamok és a valos szdmegyenes

Egyenlotlenségek megoldasa

o Egy x-re felirt egyenldtlenség megoldasa: megadjuk azt a halmazt,
amelynek elemeit x helyére irva az egyenlotlenség teljesiil

@ Ezt megoldashalmaznak nevezziik (altalaban intervallum vagy
intervallumok unidja)

Feladat
Oldjuk meg az egyenlotlenséget!

6

x—1

> 2

@ x # 0, kiillonben a tort nem lenne értelmezve

@ x > 1, kiilonben a tort negativ lenne

o Atrendezve: 6 >2(x—1) = 8>2x = x <4
@ Megoldashalmaz az (1, 4] félig zart intervallum

0 1 4
f O——)—————)
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/ / /
Abszolutérték

@ Az x szam abszolutértéke:

X, hax >0
x| =
—x, hax<0Q

@ |[x —y| az x és y kOzott1 tavolsdga a valos szamegyenesen

@ Az abszolutérték mindig nem-negativ

Az abszolutérték tulajdonsagai:

Az elgjel megvaltoztatdsa nem valtoztat az abszolut- | |a| = | — af

értéken

Szorzat abszolutértéke az abszolutértékek szorzata ab| = |al|b|
a a

Héanyados abszolutértéke az abszolutértékek hanya- ol = %

dosa (feltéve, hogy b # 0)
A hdromszog-egyenlotlenség a+ bl <lal + |b|
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A val6s szamok és a valos szdmegyenes

Abszolutértékes egyenlotlenségek megoldasa

Feladat
Oldjuk meg az egyenlotlenséget!

Megoldas:
5-2|<1 &= -1<5-2<1
= -6<-2<-4

1 1
e §<X<§

A megoldashalmaz az (%, %) nyilt intervallum.

-
W=
o=
ek

[
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Egyenesek, korok és paraboldk

Tagolas

9 Egyenesek, korok €s parabolak
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Egyenesek, korok és paraboldk

Koordinatarendszerek a sikon

Definici10: Koordinatarendszer

A matematikaban a koordinatarendszer egy olyan fogalom (eljdrads,
leképezés), ami atforditja a geometria vildgat a szamolas vildgaba.

Példak koordinatarendszerekre: A szamegyenes €s a gombfeliilet

Azaltal, hogy az e egyenesen kijeloliink két pontot, és ezekhez 0-t, illetve 1-et
irunk, egy bijekciot hozunk létre e ponthalmaza €s R kozott.

Masik fontos példa a gombfeliilet f6ldrajz 6ran tanult koordinatazasa.

A sikon a kiilonb6z6 koordinatarendszerekben
@ a pontoknak szamparok,
o a ponthalmazoknak kétismeretlenes egyenletek felelnek meg, pl.

y = 5x — 2 (egyenes), (x — 2)2 + (y + 1 =9 (kor).

o Az illeszkedést (vagy tartalmazast) behelyettesitéssel adjuk meg.
VIGYAZAT! Egyenletben mindig legyen egyenl&ségjel!

13/63



Egyenesek, korok és paraboldk

A Descartes-féle derékszogt koordinatarendszer

A Descarte

s-téle derékszogu koordinatarendszer alkoto elemeit altalanos

1skoldban tanuljuk:

Q Két, egymasra merdleges iranyitott egyenes: az x- és y-tengely.

© Az egyenesek metszéspontja az origo.

© Az egységek rogzitésével a tengelyeket szamegyenesekke tessziik.

A

Y
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Egyenesek, korok és paraboldk

A Descartes-féle derékszogt koordinatarendszer

A Descartes-féle derékszogt koordinatarendszer alkoto elemeit altalanos
1skoldban tanuljuk:

Q Két, egymasra merdleges iranyitott egyenes: az x- és y-tengely.

© Az egyenesek metszéspontja az origo.

© Az egységek rogzitésével a tengelyeket szamegyenesekke tessziik.

1Y
P (x,y)
e o
__1 :
0 i X x

Legyen P tetszoleges sikbeli pont €s
tekintsiik P-nek a P, P, merOleges vetiileteit
az x, y-tengelyekre. Mivel a tengelyek
szamegyenesek, ezek meghataroznak x,y € R
valos szamokat.

Azt mondjuk, hogy P koordinatai ebben a
koordinatarendszerben (x, y).
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Egyenesek, korok és paraboldk

A polarkoordinata-rendszer

Qo

2

A polarkoordinata-rendszer
alkotoelemei az origo, valamint egy O
kezddpontu félegyenes.

A P pont polarkoordinatai az (r, ¢)
szampar, ahol r = |OP)| tavolsag és az
(73 vektornak a félegyenesiinkkel bezart
p 8z0ge.

A koordinatarendszer valtast
Descartes-félére az

X = rcos,
y=rsing

Osszefliggés adja meg.

k\(
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Egyenesek, korok és paraboldk

A polarkoordinata-rendszer

Qo

2

A polarkoordinata-rendszer
alkotoelemei az origo, valamint egy O
kezddpontu félegyenes.

A P pont polarkoordinatai az (r, ¢)
szampar, ahol r = |OP)| tavolsag és az
(73 vektornak a félegyenesiinkkel bezart
p 8z0ge.

A koordinatarendszer valtast
Descartes-félére az

X = rcos,
y=rsing

Osszefliggés adja meg.

P(r, )

k\(
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Egyenesek, korok és paraboldk

A polarkoordinata-rendszer

Qo

2

A polarkoordinata-rendszer
alkotoelemei az origo, valamint egy O
kezddpontu félegyenes.

A P pont polarkoordinatai az (r, ¢)
szampar, ahol r = |OP)| tavolsag és az
(73 vektornak a félegyenesiinkkel bezart
p 8z0ge.

A koordinatarendszer valtast
Descartes-félére az

X = rcos,
y=rsing

Osszefliggés adja meg.

rsin @

P(r, )

O Trcosyp Xx
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Egyenesek, korok és paraboldk

A polarkoordinata-rendszer

A polarkoordinata-rendszer
alkotoelemei az origo, valamint egy O

kezdOpontu félegyenes. FSIN@F------

P(r, )

A P pont polarkoordinatai az (r, ¢)
szampar, ahol r = |OP)| tavolsag és az

O Trcosyp Xx

53 vektornak a félegyenesiinkkel bezart
@ Sz0Oge.

A koordinatarendszer valtast
Descartes-félére az

X = rCOS ¢,
y=rsing

Osszefliggés adja meg.



Egyenesek, korok és paraboldk

Valtozasok és novekmények

@ Haegy a valos érték a;-rol ap-re
valtozik, akkor a valtozas, vagy

novekmény

Aa = ar — ag

o Adott Py(x1,y1) €s Pa(x2,y2)
pontok esetén a PP, szakasz

meredeksége:
Y2 =)
m =
X2 — X1

Ay
Ax

\

Y2

(X1, 1)

Py(x2,y2)

> Ay

e <
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Egyenes egyenlete

y2=y1 _ Ya Y
m =

Xp — X1 X5 —X]

\
4

Py(x2,y2)

Pi(x1,y1)

Egy egyenes két pontja ugyanazt a
meredekséget hatarozza meg

Egy P(xg, yo) ponton atmend, m
meredekségil egyenes egyenlete:

y — Yo = m(x — xp)
Két ponton atmend egyenes egyenlete:

2=
A2 — X]

Y=y (x —x1)

Egyenes egyenlete dltalanos alakban
meredekséggel €s tengelymetszettel:

y=mx+b
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Egyenesek, korok és paraboldk

Parhuzamos €s merdleges egyenesek

@ Az m és m’ meredekségli egyenesek parhuzamosak, ha m = m’

_AY A
m= = =m
@ Az m és m’ meredekségli egyenesek merdlegesek, ham - m’ = —1
, A A1
TTA T A m
Y Y

\
I4
\
I4

18/63



Egyenesek, korok és paraboldk

Két pont tavolsaga

@ Adott P(x,y) pont origé6tdl valo tavolsaga a Pitagorasz-tétel alapjan:

|OP| = /X + y?

@ Adott Pi(x1,y1) €s Pa(x,y>) pontok tavolsaga

d = |P1P| = \/(Xz —x1)? + (2 = y1)?

Y
N Pr(x2,y72)
Ay
Pi(x1,y1)
Y X
O
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Egyenesek, korok és paraboldk

A kor egyenlete

@ A kOr azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyek egy adott C(h, k)
ponttol (kozé€ppont) konstans r tdvolsagra vannak
@ A kor egyenlete:

(x—h>+@-k>=r
@ Az orig6 kozéppontu kor egyenlete:

X +y =7

Hatarozzuk meg a kor kozéppontjat €s sugarat!

2

X +y>—4dx+6y—3=0

Csoportositva: (x> —4x)+ (> +6y) = 3
Teljes négyzetté alakitva: (x —2)> -4+ (y+3)> -9 =
Rendezve: x=22+@u+3)? = 16

Ez alapjan a k6zéppont C(2, -3) €s a sugar r = 4.
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A parabola egyenlete

@ A parabola azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyek egy adott F
ponttol (fokusz) €s egy adott egyenestol (direktrix) egyenld tavolsagra

vannak
@ A koordinatarendszer megfelel6 megvalasztisaval a parabola egyenlete
2py = x°

ahol p a fokusz és a direktrix tavolsaganak fele

17 1.2

Yy =zX
(0, 1)
csu
. > X
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Egyenesek, korok és paraboldk

A parabola egyenlete

Feladat
Hatarozzuk meg a parabola csucspontjat és alakjat!

y=-2x>+8x-5

Faktorizdlva: y = —2(x*>—4x)-5
Teljes négyzetté alakitva: y = —2(x>—4x+4—-4)—-5
Rendezve: y = —-2(x—-2)>+8-5
Végeredmény: y = —-2(x—2)°+3

A csucspont (2, 3), €s mivel a = —2 < 0, a parabola lefelé nyilik.
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Tagolas

a Fliggvények €s grafikonok
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Fliggvények

o A fliggvény egy olyan hozzarendelés, amely minden x értékhez
pontosan egy y értéket rendel hozza

y=f&)

o A fliggvény értelmezési tartomanya (domain) az x értékek halmaza,
amelyekre a fliggvény definialva van

o A fiiggvény értékkészlete (range) az y értékek halmaza, amelyeket a
figgvény felvehet

f:A—>B vagy f:Dr— Ry

@ A fiiggvény €rtelmezési tartomanya és értékkészlete barmilyen halmaz
lehet, de a leggyakoribb esetben valos szamokbdl allnak

o Egy fiiggvényt tekinthetiink egy automatanak, amely minden x inputra
egy y = f(x) outputot ad
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Fiiggvények és grafikonok

Leképezések (fiiggvények) szorzata

Definici0: Leképezések (fiiggvények) szorzata

Azf :A — Bésg:B — Cleképezések szorzata alattaztah : A —» C
leképezést értjiik, amelyre a € A esetén h(a) = g(f(a)) teljesiil. Jeloléssel:

h=gof,azaz (g o f)a) = g(f(a)). )

Megjegyzés. NAGYON KELLEMETLEN, hogy az f o g leképezésnél eldoszor
mindig a g-t kell alkalmazni!!
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Fiiggvények €s grafikonok

Példak leképezések szorzatara

@ Az f leképezés minden hallgatohoz hozzarendeli a mobilszamat 06. . .
alakban. A g leképezés minden 10'!'-nél kisebb szdmhoz hozzirendeli a
szamjegyeinek 0sszegét. A g o f leképezés minden hallgatohoz egy 0 és
100 koz€ esd szamot rendel.

@ f,g:R—> R, f(x) =2x-3, g(x) = —3x + 5. Hatarozzuk meg a g o f
szorzat leképezést!

@ Az f leképezés minden sikbeli P ponthoz hozzarendeli a koordinatait

(x,y) alakban egy rogzitett Descartes-féle derékszogi
koordinitarendszerben. A g : R — R leképezés g(x, y) = +/x2 + 2.
Ekkor a g o f leképezés P ponthoz az orig6tol vett tavolsagat rendeli.
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Fiiggvények €s grafikonok

Valos fiiggvények értelmezési tartomanya €s €rt€kkészlete

@ Azokat a fliggvényeket, amelyeknek ért€kkészlete a valos szamok egy

részhalmaza, valos ért€ku fiiggvényeknek nevezziik

@ Az ilyen fiiggvények €rtelmezési tartomdanya €s €rtékkészlete dltalaban

egy-egy intervallum vagy intervallumok unigja

@ A szoban forgo intervallumok lehetnek nyiltak, zartak vagy félig nyiltak,

végesek vagy végtelenek.

Fiiggvény Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
flx) =x° R 0, 00)
f(0) = Vx 0, o0) 0, 00)
fx) = V4 -x (—00,4] 0, )
OES: R\ {0} R\ {0}

f(x) =sinx R

[_1, 1]
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Fiiggvények €s grafikonok

Fiiggvény grafikonja

@ A fliggvény grafikonja a sikon a (x, f(x)) pontok halmaza
@ A grafikon segitségével vizudlisan értelmezhetjiik a fiiggvény
viselkedését, példaul novekedését, csokkenését, szélsoértékeit €s

z€rushelyeit

@ A grafikon lehet egyenes, gorbe vagy akar szaggatott vonal 1s, attol
fliggden, hogy milyen tipusu fiiggvényrdl van sz6

J )
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Fiiggvények €s grafikonok

Fiiggvények numerikus megadasa

o A fliggvényeket nem csak képlettel vagy grafikonon, hanem numerikus

értékekkel 1s megadhatjuk

@ Ez kiillonosen hasznos lehet, ha a fiiggvény képlete bonyolult vagy nem

ismert, de néhany ért€két ismerjiik

@ A numerikus megadas lehet egy tablazat, ahol az x ért€kekhez tartozo

f(x) értékek vannak felsorolva

1.15 | o °

1.1

1.05 ®

095 °
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Fiiggvények €s grafikonok

Figgvények grafikonjanak vizsgalata

@ A fiiggvény grafikonjanak vizsgalata soran megfigyelhetjiik a fiiggvény
viselkedését, példaul novekedését, csokkenését, szélsoértékeit €s
z€rushelyeit

@ A grafikon segitségével konnyen azonosithatjuk a fiiggvény z€rushelyeit,

ahol a grafikon metszi az x tengelyt, valamint a szélsoért€keket, ahol a
grafikon lokdlis maximumot vagy minimumot ér el

@ A grafikon vizsgalata soran alkalmazhatjuk a ,,vertikalis teszt,” amely
megmutatja, hogy egy adott x ért€khez pontosan egy y érték tartozik-e,
azaz hogy a gorbe valoban egy fiiggvény grafikonja-e
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Fiiggvények €s grafikonok

Fiiggvények grafikonjanak vizsgalata

RENDBEN NINCS RENDBEN
(fuggvény grafikonja) (nem fuggveny grafikonja)
y : y :
A | A ,/
O :
' - o~ -

A fliggbleges egyenes
pontosan egyszer metszi a gorbét

A fliggdleges egyenes
tobbszor metszi a gorbét

31/63



Szakaszonként definialt fiiggvények

@ Szakaszonként definalt fiiggvények olyan fliggvények, amelyek
kiilonbozo képlettel vannak definialva a kiilonbozo intervallumokon

@ Ezek afiiggvények gyakran hasznalatosak olyan helyzetek
modellezésére, ahol a viselkedés valtozik egy adott ponton vagy

intervallumon
/\y /\y
——-oO0
1 A1 ——o0
——-oO0
| | a: @ O ;F
1 0 1 U4
—x, x<-1 —o
fo =12 -“1<x<l —o
L ox=1 f(x) = |x] alsé egészrész
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Tagolas

O Alapvets fiiggvénytipusok
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Alapvetd fliggvénytipusok
Linearis (elsofoku) fiiggvények

@ A linearis fiiggvények olyan fiiggvények, ahol y az x-nek egy elsofoki
kifejezése, azaz nem tartalmaz x-nek magasabb hatvanyait vagy mas
miuveleteket

o Altaldnos alakjuk:
f(x) =mx+ Db,

ahol m a meredekség és b a tengelymetszet
@ A linearis fiiggvények grafikonja egy egyenes vonal a sikon

1Y flx) = %x + % pozitiv meredekség, novekvo fv.

e

P

d

Vs

gx) = —%x + 1 negativ meredekség, csokkeno fv.
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Hatvanyfiiggvények f(x) = x", pozitiv egész kitevovel

Ay f(x)=x \ Ay /f(x) = x?
> X > X
0
4 /f(x) =X \ 1Y lf(x) = x*
> X > X
0 0
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Polinomfiiggvények

Definici0: Polinomfliggvény

Azt mondjuk, hogy f : R — R n-edfoku polinomfiiggvény, ha valamilyen
rogzitett ag, ay, ..., a, € R valos szamokra a,, # 0 és

fx) = apxX* + a1 X+ -+ arx + ag

teljesiil. Az ay, ..., a, szamokat az f egylitthatoinak, x-et pedig az f
valtozojanak, vagy hatarozatlanjanak nevezziik.

Példak:
@ f(x) = %x + 1 els6foku, vagy linearis polinomfiiggvény.
@ f(x) = x> — 2x — 1 méasodfokd polinomfiiggvény 1,-2 és —1
egylitthatokkal.
o harmadfoku pfv.
o f(x)=x*—-2x% - % negyedfoku ptv. 1,0, 2,0, —% egyiitthatokkal.

36/63



Alapvetd fiiggvénytipusok

Els0-, masod-, harmad- €s negyedfoku fiiggvények

y=%x+1
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Els0-, masod-, harmad- €s negyedfoku fiiggvények

y=%x+1

y=x>-2x-1
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Els0-, masod-, harmad- €s negyedfoku fiiggvények

y=%x+1

1
2

\\//
N

y=x?-

2x—1
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Els0-, masod-, harmad- €s negyedfoku fiiggvények

,y:x4—2x2—%

/\y 1
/ y=s3x+1

y=x>-2x-1

Do —
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Hatvanyfiiggvények f(x) = x", negativ egész kitevovel

Definici6: Hatvanyfliggvény negativ egész kitevovel

1
f(x) = oy 1

N’

=

= |
~
-
o

/
!
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Hatvanyfliggvények f(x) = x4, racionalis tort kitevovel

Definici6: Hatvanyfiiggvény racionalis tort kitevovel

0 X X
//
— V3 = 2
]i(.X) \'/X_ X R f(x) _ 3x2 _ x%
Y / ~_ Y -
\ /
0 X 0 x’
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Az exponencialis figgvény f(x) = a’

Definici6: Irraciondlis kitevojl hatvany

Leovena > 0és a # 1 valos szam és x irracionalis szam. Ekkor a* értékét u
y

definialjuk, hogy

ahol m és n olyan egész szamok, €s x ~ = .

A hatvanyozas tulajdonsagai:

(haa # 0)

Y =100

fx)=3"

f)=2"

; : —> X 40/63
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Alapvetd fiiggvénytipusok

Az exponencialis figgvény f(x) = a’

Definici6: Irraciondlis kitevojl hatvany

Legyen a > 0 €s a # 1 valos szam és x 1rracionalis szam. Ekkor a* ért€két ugy
definialjuk, hogy

ahol m és n olyan egész szamok, €s x ~ = .

A hatvanyozas tulajdonsagai: FO=(L) Y =10t
a’=1  (haa#0)
1
a’=—
ax
ax ay — ax+y
X
@ _ e
a’
(@) =a”

40/63
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Alapvetd fiiggvénytipusok

A logaritmus fiiggvény

Definici0: A logaritmus

Legyen a > 0 és a # 1. Az x pozitiv valos szam a alapu logaritmusa alatt azt
a valos y szamot €rtjiik, amelyre teljesiil

xX=a.

Jelolése: y = log,, x.

A logaritmus tulajdonsagai:

log, (xy) = log,x + log,y

X

loga (_) = loga X = loga Y
Y

log,(x") = nlog, x
log,, x

log, x =
gb 41/63
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© Trigonometrikus fiiggvények
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Trigonometrikus fliggvények

Az ivmérték

Definicié: Ivmérték
A C csucspontd, ACB szog ivmértéke (vagy radianban mért nagysiga) a C

kozéppontu, egység sugaru, a szogl koriv hosszaval egyenld szam.
Jelolés: @ = ACB«.

@ Az egységkor keriilete 21, ami a 360°-0s teljes szognek felel meg.

@ A radian és a fok kozott1 atvaltas:

lrad = & ~ 57.2958°.
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Trigonometrikus fliggvények

Trigonometrikus fiiggvények: szinusz, koszinusz

Definici0: Szinusz, koszinusz fiiggvények

Legyen P az x-tengellyel ¢ szoget bezard egységvektor végpontja. Ekkor P
vetiiletel az x- illetve y-tengelyre cos ¢, illetve sin .

Ay
singoo—\————. /y\
1 i \ | .
2) ,\ X AN // g
0 CoS ¢ A\ / X
AN
y = COSX
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Trigonometrikus fliggvények

Trigonometrikus fiiggvények: tangens, kotangens

Definici6: Tangens, kotangens

sin x 1 COS X
tgx = , ctgx = = — 0,
COS X tgex  Sinx

ahol a tangens fliggvény értelmezési tartomanya R\ {7 + knr | k € Z}, a
kotangensé pedig R \ {kr | k € Z}.

Megj. Haszndlatos még a tan x, cot x jelolés 1s, kiilondsen angol nyelvi
kornyezetben.

NS}
NN
N7
W
><\/b3|§
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Trigonometrikus fliggvények

A trigonometrikus fiiggvények alaptulajdonsagai

Tétel: A trigonometrikus fliggvények alaptulajdonsagai

Minden x € R szamra teljesiilnek az alabbiak:
Q@ sin(x + 2m) = sinx, cos(x + 27) = COS X.
Q tg(x +m) = tgx, ctg(x + ) = ctg x.

@ sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cos x.
Q sin(5 —x) = cosx.

2

(5 ] sin®x + cos?2x = 1.

Az (1), (2) és (3)-beli tulajdonsagokat kiilon definialjuk.

Definici0: Fliggvények periodicitasa

Azt mondjuk, hogy az f : R — R valos fiiggvény periodikus d > 0
periodussal, ha minden x € R szamra teljesiil f(x + d) = f(x).
Azt mondjuk, hogy az f : R — R paros (illetve paratlan) ha minden x € R

szamra f(—x) = f(x) (1lletve f(—x) = —f(x)).
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Trigonometrikus fliggvények

A trigonometrikus fliggvények inverzei

Vegyiik €szre, hogy az aldbbi trigonometrikus fiiggvények bijekciot
hataroznak meg itt megadott halmazok kozaott.

Q sin: [-7,5] = [-L,1].
Q cos:[0,7] —» [-1,1].
Q@ tg: (-3, - R

Q ctg: (0,71) = R.

A megfelel0 értelmezési tartomanyokon definidlhatjuk a trigonometrikus
figgvények inverzét:

@ sin!' = arcsin: [-1,1] — [—%, g].
@ cos ! =arccos: [-1,1] = [0, 7].
Q@ tg! =arctg : R — (=3,%).

Q ctg™!' = arcctg : R — (0, 7).

Ejtsd: arkusz szinusz, arkusz koszinusz, stb.
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A trigonometrikus azonossagok

Trigonometrikus azonossagok

Pitagorasz-tétle

2

cos? a + sin®

a=1

Addiciés tételek

sin(e = 8) = sinacosfB £ cosasinf
cos(¢ =) = cosacosB Fsinasinf
sin2a) = 2sinacosa
cosRa) = cos’a —sin“a =2cos’a—1=1-2sin"«a

Félszog tételek

Sin(a)__l_\/l—cosa Cos(a)_+\/1+coscx
2] 2 2] 2

| A

\
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A trigonometrikus azonossagok

A koszinusz-tétel

Koszinusz-tétel

Egy haromszog a, b, ¢ oldalaira és a c-vel szemkozti y szogre teljesiil, hogy

¢? = a* + b*> — 2abcos Y.

© Helyezziik el a A-t az dbra szerint
a koordinatarendszerben

© A derékszogl CTBA befogoi
asiny €és acosy

© A derékszogl ATBA oldalaira a
Pitagorasz-tétel miatt:

2 _ 2 2 y
¢ =(b—-acosy) + (asinvy) c T 7 %

= b* — 2ab cos vy + a’(cos? v+ sin” Y)

= a’® + b* —2abcosy
50/63



Miveletek fliggvényekkel €s fliggvény tulajdonsdgok

Tagolas

@ Miiveletek fiiggvényekkel és fiiggvény tulajdonsigok
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Miveletek fliggvényekkel €s fliggvény tulajdonsdgok

Alapmuveletek valos fliggvényekkel

Legyenek f, g : R — R val0s fiiggvények.

Definici0: Valos fliggvények pontonkénti 0sszege €s szorzata

Az f és g fiiggvények pontonkénti Osszege, illetve szorzata alatt azt az
f + g-vel, illetve fg-vel jelolt R — R fiiggvényt értjiik, amelyre teljestil

(f + 9)x) = f(x) + g(x), illetve (fg)(x) = f(x)g(x).

Hasonl6an definialhatjuk a kiilonbsé€g és a hanyados miiveleteket is.

Vigyazat! Két valos fiiggvény pontonkénti szorzata nem keverendd Ossze a
figgvények, mint leképezések f o g szorzataval.

Allitds: A pontonkénti fiiggvénymiveletek alaptulajdonsdgai

A valos fiiggvények pontonkénti 0sszeaddsa €s szorzdsa asszociativ,
kommutativ €s disztributiv.
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Miveletek fliggvényekkel €s fliggvény tulajdonsdgok

Novekvo €s csokkeno fliggvények

Definici10: Novekvo és csokkeno fliggvények

Legyen f : R — R valos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
© / monoton novekvo az [a, b] intervallumon, ha mindena <x <y <b
esetén f(x) < f(y)

© f szigordan monoton novekvo az [a, b] intervallumon, ha minden
a<x<y<besetén f(x) <f(y)

© / monoton csokkenoé az [a, b] intervallumon, ha mindena < x <y <b
esetén f(x) > f(y)

Q / szigoruan monoton csokkeno az [a, b] intervallumon, ha minden
a<x<y<besetenf(x) > f(y)

Példa: Az f(x) = x* fiiggvény
@ szigoruan monoton csokkend az (—oo, 0] intervallumon,

@ ¢és szigoruan monoton novekvo pedig a [0, +c0) intervallumon.
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Miveletek fliggvényekkel €s fliggvény tulajdonsdgok

Szimmetrikus grafikonok: paros €s paratlan fiiggvények

Definici0: Paros és paratlan fiiggvények

Legyen f : R — R valos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
© f paros, ha minden x € R esetén f(—x) = f(x).
© f paratlan, ha minden x € R esetén f(—x) = —f(x).

y/\
N o)
N 1) X i \
: | : x x
f(=0)4 () |
: ] & fewq
—X X :

54/63



Miveletek fliggvényekkel €s fliggvény tulajdonsdgok

Periodikus fliiggvények

Definici6: Periodikus fliggvény

Azt mondjuk, hogy az f : R — R fiiggvény periodikus p > 0 periodussal, ha
minden x € R szamra teljesiil

Jx+p) =fx).

@ A legfontosabb példa a trigonometrikus fiiggvények, melyeknek
periodusa 2.
@ Az élettudomanyokban is fontosak a periodikus fliggvények:

P

2\

Periodikus EKG gorbe szimulacio
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Miveletek fliggvényekkel €s fliggvény tulajdonsdgok

Tovabbi fiiggvénytulajdonsagok

Definici6: Korlatossag, konvexség (konkavsag)

Legyen f : R — R valos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
Q [ korlatos, ha AK € R(, melyre |f(x)| < K teljesiil minden x € R esetén.

© f feliilrdl (illetve alulrol) korlatos, ha 4K € R, melyre f(x) < K (illetve
f(x) > K) teljesiil minden x € R esetén.

© f konvex, ha minden x,y € R ést € [0, 1] esetén

S =Dx +1y) < (1 =f(x) + 1 ().

A~ w
: ‘ i
. o P
X (1-tx+ty VY
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Miveletek fliggvényekkel €s fliggvény tulajdonsdgok

Elemi fiiggvények

Definici6: Elemi fliggvények

Elemi fliggvényeknek nevezziik azokat a valos fiiggvényeket, melyek a
kovetkezo fliggvényekbol képezhetok:

©Q x — x (identikus leképezés),
©Q x — sinx (szogtiiggvények),
© x — ¢' (exponencialis fiiggvény).

Az elemi figgvények képzéséhez megengedett muveletek: a felsorolt harom
fliggvény €s konstansok

©Q Osszeaddsa, kivondsa, szorzasa, osztasa (n€gy alapmiuvelet);

© leképezések szorzatai €s inverze.

Példak elemi fiiggvényekre

. _ 5 _ . . X o 2
3x +4, 2xsinx, y =3x°, y = 2x +sinx, /x, Inx, sin2x, cos 5 SIn x~.
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Fiiggvény transzformdciok

Tagolas

© Fiiggvény transzformaciok
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Linearis fliggvénytranszformaciok: Fliggoleges eltolasok

Hasonlitsuk 0ssze az f(x) = x

Fiiggvény transzformdciok

3

g(x) = x* — x + 1 fuggvények

grafikonjait:

y=f(x)+1

AN

Y

y=fx)

—xésa

T

k\/

Allitas:

Fiiggvényérték-transzformaciok 1.

Az f(x) — f(x) + d tipusu
fliggvénytranszformaciok az f(x)
grafikonjanak d egységgel torténd
eltolasanak felelnek meg az
y-tengellyel parhuzamosan.
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Fiiggvény transzformdciok

Linearis fiiggvénytranszformaciok: Fiiggdleges nyujtasok

Hasonlitsuk ossze az f(x) = x> — x és a
g(x) = 2(x° — x) fiiggvények

grafikonjait:

Allités:
vt y=2f(x) Fiiggvényérték-transzformaciok II.
Az f(x) — df (x) tipusu
y = f(x) fliggvénytranszformaciok az f(x)

grafikonjanak d aranyu nyujtasanak
felelnek meg az y-tengellyel
parhuzamosan. O

\
7
X
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Fiiggvény transzformdciok

Linearis fiiggvénytranszformaciok: Vizszintes eltolasok

Hasonlitsuk 6ssze az f(x) = x> —x =x(x — D(x + 1) és a

g =fx=-3)=x-3°-(x-3)=x-Nx-4)x-2) figgvények gyokeit:
—1.0. 1, illetve 2, 3, 4. Altalaban:

Allitas: A fiiggetlen valtozé transzformaciéi 1.

Az f(x) — f(x — c¢) tipusu fiiggvénytranszformaciok az f(x) grafikonjanak c
egységgel torténo eltolasanak felelnek meg az x-tengellyel parhuzamosan. O

y’ y=f(x) y=f(x-3)

X\/
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Fiiggvény transzformdciok

Linearis fiiggvénytranszformaciok: Vizszintes nyujtasok

Hasonlitsuk 0ssze az f(x) = x> — x és a g(x) = f(5) = %3 — 5 fiiggvények
gyokeit, 1lletve grafikonjait:

y=f)y=/(3)

—F

e

Allitas: A fiiggetlen valtozé transzforméciéi I1.

Az f(x) = f(%) tipusu fiiggvénytranszforméciok az f(x) grafikonjanak c
aranyu nyujtasanak felelnek meg az x-tengellyel parhuzamosan. O
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Fiiggvény transzformdciok

Linearis fiiggvénytranszformaciok: Tiikrozések

AN ‘ AN

Y y=fx) Y y =fx)
)\“ 4. .)(
y =Jf(=x)
) ~J W x
| y=—-f(x)
Tiikrozés az x-tengelyre Tiikrozés az y-tengelyre
T f (x)
y =fx) Y *7
. / y=f"x)
y = —f(—X) {’/.‘///
e
Tukrozés az origora Tiikrozés a szogfelezore
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