A 2024. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékverseny feladatai
2024. oktéber 25. — 2024. november 4.

1. Legyen G = (S,T; F) teljes parositassal rendelkezs véges péaros graf. Igazoljuk, hogy létezik olyan
w: E — R injektiv élsilyozas, mely teljesiti az alabbiakat:

(1) Ha ey a legkisebb sulyu s-re illeszkedd él minden s € S pontra, akkor {es | s € S} teljes parositas G-ben.

(2) Ha e; a legnagyobb sulyu t-re illeszkeds él minden t € T pontra, akkor {e; | t € T'} teljes parositas
G-ben.

2. Van-e olyan C' C [0, 1] sehol sem sfirti, nemiires kompakt halmaz, melynek minden x € C pontjara
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teljestil, ahol A(A) az A Lebesgue-mértékét jeloli?

3. Léteznek-e f,g: R — R sehol sem differencidlhato folytonos fiiggvények, melyekre f o g differencialhat6?

n
4. Legyen m az {1,2,...,n} halmaznak egy adott permutécioja. Hatarozzuk meg > |m(i) — o(i)| legkisebb

i=1
lehetséges értékét, ha a o permutécié az n hosszisagi ciklusok koziil valaszthato. A valaszt a 7 diszjunkt
ciklusok szorzatara valo felbontasaban szerepld ciklusok (beleértve az egyelemteket is) szamanak és hosszanak

fliggvényében adjuk meg!

5. Legyen X reguléris topologikus tér és S megszamlalhatoan kompakt stirt altere X-nek. (A megszamlalha-
toan kompakt tulajdonsag azt jelenti, hogy S minden végtelen részhalmazanak van torlodaspontja S-ben.)
Mutassuk meg, hogy ekkor S Gg-stird is X-ben, azaz minden nem-iires G5 halmazt metsz.

6. Egy héterjedési folyamat soran egy x € R™ pontban a hémérséklet alakulasat meghokkentdnek nevezziik,
ha végtelen sokszor valt monotonitast. Lehetséges-e, hogy a hémérséklet alakuldsa R™ minden pontjaban
meghdkkents? Azaz: létezik-e olyan nemnegativ u € C2((0, +00) x R™) megoldasa a 0; u — Au = 0 hévezetési
egyenletnek, melyre u(t, x) — 0 tetszdleges ¢ mellett, ha |x| — oo, és barmely z € R™ esetén létezik pozitiv
szamokbol 4ll6 monoton () sorozat, hogy (—1)*0u(ty, ) > 0 minden k-ra?

7. Igaz-e, hogy ha Sym(N) egy részcsoportja minden n pozitiv egészre n-tranzitiv, akkor minden csoportau-
tomorfizmusa kiterjed Sym(N) egy csoportautomorfizmusava?

8. Igazoljuk, hogy barmely véges, paros sikgraf csicsaihoz hozzarendelhetd egy-egy korvonal gy, hogy ezek
egy sikban legyenek, barmely két szomszédos csticshoz rendelt korvonalak érintsék egymést, mig barmely két
kiilonb6z8, nem szomszédos csticshoz rendelt korvonalak két pontban messék egymast.

9. Legyen q > 1 egy 2-hatvény. Legyen f:F,2 — Fg affin leképezés Fy felett. Mutassuk meg, hogy az
f(x) = 2971 egyenletnek legfeljebb 2¢ — 1 megoldasa van.

10. Legyen A > 0 és B = (3+2v/2) A. Mutassuk meg, hogy az a;, = |k/V2]| (k € (A, B) N Z) véges
sorozatban a paros és a paratlan tagok szama legfeljebb 2-vel tér el.

11. Egy urnaban kezdetben egy piros és egy kék goly6é van. Minden lépésben vélasztunk egy véletlen golyot
az urnabol az egyenletes eloszlas szerint. Ha piros, akkor egy tijabb piros és egy tjabb kék golyot tesziink
az urnaba. Amikor pedig a k-adik alkalommal valasztunk kék golyot, akkor egy kék és 2k + 1 piros golyot
helyeziink az urnaba. (A valasztott golyokat nem vessziik ki, tovabbra is az urnaban maradnak.)

Jelolje G, az urnaban 1év6 golyok szaméat n lépés utan. Igazoljuk, hogy alkalmas 0 < ¢, @ < oo konstansok
esetén 1 valdszintiséggel teljesiil, hogy % — c.



A Schweitzer Mikl6s Emlékversenyen részt vehetnek mindazok, akik a verseny megrendezésekor Magyar-
orszagon vagy magyar allampolgarként kiilf6ldon valamely egyetem, f&iskola hallgatoi, vagy kozépiskolai
tanulok, vagy a verseny megrendezésének évében szereztek egyetemi, fGiskolai oklevelet. PhD-hallgaték csak
akkor vehetnek részt, ha egyetemi, fGiskolai diploméjukat a verseny megrendezésének évében szerezték. A
versenybdl ki vannak zarva azok, akik a verseny megrendezésének événél korabban MSc-szintd oklevelet sze-
reztek matematikus, alkalmazott matematikus, informatikus, programtervezé matematikus vagy matematika
tanari szakon akar itthon, akar kiilf6ldon.

A feladatok megoldaséra a versenyz6k idén 10 napot fordithatnak. A megoldasokat kizérdlag elektronikusan
lehet benytjtani a schweitzer.miklos@gmail.com cimre 2024. november 4-én (hétfén) magyar id6 szerint
12:00 o6raig, a versenyz6 nevének, egyetemének, évfolyaménak, végzettségének, pontos lakcimének és e-mail
cimének feltiintetésével. LehetGség szerint egy levélben, feladatonként kiilon fajlban varjuk a megoldasokat,
PDF formatumban (szkennelt dokumentum esetén jol olvashatéan) és magyar nyelven irva. Kivételes
esetekben, el6zetes egyeztetést kovetGen elfogadunk angolul irott megoldasokat is. Mas modon illetve késGbb
beadott dolgozatokat a versenybizottsag nem vesz figyelembe.

A versenyzik tetszés szerinti szamu kittizott feladat megoldasat nyujthatjak be. A verseny nyertesei
kozott a Tarsulat Schweitzer Miklos dijakat oszt ki. Aki legalabb harom feladatot megold, az mindenképpen
dijban vagy elismerd oklevélben részesiil.

A feladatokat a versenyzSknek 6nélldéan kell megoldaniuk. T6bb versenyzd egyiittmiikodése nincs megen-
gedve. Az internet hasznélata csak passziv moédon engedélyezett, azaz keresni szabad, de barmilyen férumon
barmilyen kérdést feltenni tilos. Ha a versenybizottsag tudoméséara jut, hogy valamelyik versenyzé ezt a
kovetelményt megszegte, az illetét a versenybdl kizarja.

Arra kértink mindenkit, hogy a versenyzéknek semmilyen segitséget ne nyudjtson a matematikai feladatok
megoldasahoz, s veliik semmiféle eszmecserét se folytassanak a feladatok megoldasaval kapcsolatban a beadési
hatéaridg lejartaig. Kérjiik tovabba, hogy amennyiben ilyen természetii szabalytalansag elkovetése jut barki
tudomasara, haladéktalanul jelezze ezt a versenybizottsagnak a fenti cimen.

Idén a megoldéasok kozos megbeszélésére 2024. november 5-én (kedden) magyar id6 szerint 16:00 orakor,
az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem lagymanyosi campusén (1117 Budapest, Pazmany Péter sétany 1/C), a
3-517-es szamu teremben keriil sor. Az eredményhirdetés idejérsl és modjardl késébb fogunk téjékoztatast
adni az alabbi linken:

https://www.bolyai.hu/versenyek-schweitzer-miklos-emlekverseny

Ugyanitt tessziik kozzé a kozos megbeszélés utan a nem hivatalos, el6zetes megoldasvazlatokat. Az eredmény-
hirdetést kovetGen minden versenyz§ a schweitzer.miklos@gmail.com cimre kiildétt emailben kérheti, hogy
megirjuk, a beadott megoldasai koziil melyeket talaltuk teljesnek, 1ényegében helyesnek, részben megoldottnak
illetve hibasnak.

Jo feladatmegoldast kivanunk!

a Versenybizottsag
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