2022. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékverseny
A feladatok megoldasa

1. Azt mondjuk, hogy egy A C Z halmaz szabdlytalan, ha tetszéleges x,y € A kiilonbo6z6 elemeire
nincs z-t81 és y-tol kiilonbozs « + k(y — x) alaka eleme (ahol k egész). Létezik-e végtelen szabalytalan

halmaz?
(Szabo Péter)
1. Megoldas: Megmutatjuk, hogy az a1 = 3!,a2 = (3!)!,a3 = ((3))!)!,... (monoton ndvekeds) sorozat

elemei megfelel6 A halmazt alkotnak. A feladat feltétele azt koveteli meg, hogy ha x és y két kiillonbozd
A-beli elem, akkor abban a (mindkét irdnyban végtelen) szamtani sorozatban, melynek z és y két szomszédos
eleme, ne legyen tovabbi A-beli elem.

Tegyiik fel tehat, hogy a; < a; a sorozat két kiilonb6z6 eleme. Mivel 2a; < (a;)! = aiy1 < aj, ezért
a; + k(a; — a;) < 0, ha k negativ, a megadott A halmaz elemei viszont pozitivak. Ha k > 1, akkor
a; + k(aj — a;) > aj. A sorozat a;-nél nagyobb elemei oszthatok (a; — a;)-vel, ugyanis a; — a; < a; és
(a;)! = ajq1 | am, ha j <m. Az a; + k(aj — a;) sorozat elemei viszont a; maradékot adnak modulo a; — a;
(ami a; < a; — a; miatt egy nemnulla maradék), igy a;-n és a;-n kiviil nincs méasik eleme A-ban. ([

2. Megoldas: Az A = {ay,as,...} halmaz elemeit névekvs sorrendben fogjuk valasztani tgy, hogy az
1
az {ai,...,an—1} szamokat kivalasztottuk, akkor a szabalytalansagi feltétel eléréséhez kétféle szamot nem

eléirt szabalytalanségi feltétel és Zl§i<j<n < 1 minden n-re teljesiiljon. Legyen a; = 1. Ha mar
valaszthatunk a,-nek: (1) olyat, amelyik korabbi z = a; és y = a; altal meghatarozott szamtani sorozatba
esik, és (2) olyan a,-et, amelyre egy korabbi kivalasztott a; szam benne van az a, és egy masik korabbi
kivalasztott a; szam altal meghatarozott szamtani sorozatban. Az (1) feltétel a pozitiv egész szamok legfeljebb
Zlgi <j<n ﬁ < 1 stirtiségi részét zarja ki, a (2) feltétel pedig csak olyat, ami legfeljebb az eddigi legnagyobb
kétszerese. Tehat tudunk mindkét feltételnek eleget tevs akédrmilyen nagy a,-et valasztani, igy azt is el tudjuk
érni, hogy a Zl§i<j§n ﬁ < 1 feltétel tovabbra is teljesiiljon. O

3. Megoldas: Az A = {ai,as,...} halmaz elemeit névekvs sorrendben fogjuk valasztani ugy, hogy
2-10° < a; < 3-10° — 1, tehat példaul az els6 elemre 20 < a; < 29. Konkrétabban, valaszthatjuk 6ket tugy,
hogy 210 < a; < 3-10° — 1 mindig teljesiiljon, tehat példaul az elsé elemre 20 < a; < 29. Ekkor i < j esetén
a;—a; > 107. Emiatt 1 < 4,j < n esetén nem allhat fent, hogy a; = an+k(a;—ap) = a;—(k—1)(an—a;), mert
k =1 esetén a;-t kapunk, mig k > 2-re a,,+k(a; —a,) negativ; ha k < 0, akkor pedig a,+k(a; —an) > an > a;.
Vegyiik észre, hogy a, = a;+k(aj —a;) = aj — (k—1)(a; —a;) akkor és csak akkor teljesiil, ha (a, — a;)-t osztja
a; — a;. Ha mar megvélasztottuk aq, ..., ay—1-et, akkor a [2-10",3- 10" — 1] intervallumbél fix 1 <i < j <n
esetén ez legfeljebb [%] = 10" szamra allhat fenn. Ezt sszegezve az Osszes korabbi (i,7) szdmpérra
legfeljebb 10™ Z;L:_QI 5;11 ﬁ = 10" 2212_21 % < 10™ szdm van kizarva. Tehat minden 1épésben meg tudjuk
alkalmasan vélasztani a kovetkezd szdmot. ([

2. Legyen n pozitiv egész. Tegyiik fel, hogy az A, ..., A, € R™™ matrixok 0sszege az egységmatrix,
de > | a;A; szingularis minden olyan esetben, amikor az o; € R egylitthatok koziil legalabb egy
nulla.

a) Mutassuk meg, hogy > | o;A; nemszingularis, ha «; # 0 minden i-re.

b) Lassuk be, hogy ha az A; matrixok szimmetrikusak, akkor mindegyikiik rangja 1.

(Garamvolgyi Daniel)



Megoldas (kitiizd):
a) Tekintsiik az
fi(zr, .. xpn) = det(x1 A1 + ...+ Ay)

leképezést. Ez egy legfeljebb n-edfoki polinom az x1, ..., z, ismeretlenekben. Vegyiik észre, hogy f-nek nem
lehet olyan monomja, amelyben az egyik valtozo (példaul 1) nem szerepel. Valoban, ekkor f(0,xo, ..., xzy,)
nem az azonosan nulla polinom volna, igy létezne ag,...,a, € R, amelyre f(0,a9,...,ay,) # 0, amibdl
viszont kovetkezne, hogy Y o a; A; nemszingularis. Mivel f legfeljebb n-edfoku, sziikségképpen egyetlen
monombol all: f(xy,...,z,) = axy - x,, ahol @ = f(1,...,1) = 1 a feltétel szerint, és az allitds azonnal
adodik.

b) El6szor megmutatjuk, hogy minden A; pozitiv szemidefinit. Rogzitsiik i-t és tekintsiik az M; = A; +
t Zj# A; matrixot minden 0 < ¢ < 1 paraméterre. Vegyiik észre, hogy My = A;, illetve My =Y | A; az
egységmatrix. Ha Mjy-nak lenne negativ sajatértéke, akkor folytonossagi megfontolasokbdl kovetkezne, hogy
valamely 0 < t < 1 értékre M;-nek lenne 0 sajatértéke, azaz szingularis volna, ami ellentmondana az a) rész
allitasanak. Kovetkezésképp My = A; pozitiv szemidefinit.

A folytatdsban hasznalni fogjuk a kovetkezs egyszerd allitast: ha A, B € R™"™ pozitiv szemidefinit
matrixok, akkor A + B is pozitiv szemidefinit és Ker(A + B) = Ker(A) N Ker(B). Legyen X; = Ker(4;);
ekkor X1 N...NX, =Ker(4; +...+ A,) = {0}, illetve barmely i indexre N;2;X; = Ker(3_; ,; 4;) # {0}
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy barmely i indexre X; nem tartalmazhatja a M;.; X; metszetet, specidlisan a
Nj<iX; metszetet sem. Kovetkezésképp

RngXlQXlﬂXQQ...QXlﬁ...ﬂXn_12{0},

amibdl sziikségképpen adodik, hogy dim(X;) = n — 1, azaz A; rangja valoban 1. Természetesen hasonléan
belathato, hogy a tobbi méatrix rangja is 1.

2.1. Megjegyzés: A megoldas nem hasznélja, hogy a matrixok Osszege éppen az egységmatrix: az a) résznél
elegendd feltenni az Osszegrdl, hogy nemszingularis, a b) résznél pedig azt, hogy pozitiv definit. Ha kihasznéljuk,
hogy az Osszeg az egységmatrix, akkor a b) résznél a kovetkezs egyszertibb gondolatmenet is miikodik. Lattuk,
hogy det(x1 41 + -+ -+ xp,Ayp) = 21 ... x,. Specidlisan az 1A + - - - + x, A,, matrix karakterisztikus polinomja:
det(xl—z1A1— - —xpAy) = det(x(A1+- -+ Ay — (1 A1+ +2pA4)) = det((x—x1) A1+ -+ (z—2p)Ap) =
(x —x1)...(x — x,). Tehat z1 =1, 29 = -+ = x, = 0 helyettesitéssel adodik, hogy A; karakterisztikus
polinomja 2"~ !(z — 1). Mivel A; szimmetrikus, ezért R fol6tt diagonalizalhato, tehat diagonalis alakjéban a
féatloban egyetlen 1-es van, a tobbi 0, azaz rangja valéban 1. Il

3. Legyen f:[0,00) — [0,00) olyan fiiggvény, mely szomszédos egészek kozott linearis, ésn = 0,1, . ..

0, ha 2| n,
fn) =14 .. -1 ¢
4" 4+ 1, ha2{n, 47 <n<4*(({=1,2,...).

esetén

Legyen fl(z) = f(z), és f*(z) = f(fk_l(x)) minden k > 2 egészre. Hatarozzuk meg Lebesgue
majdnem minden x € [0, 0o)-re a liminfy_, f*(z) és limsup,,_, ., f*(x) értekeét.

(Buczolich Zoltéan)

1. Megoldas (informalis vazlat): Legyen I,, = [n,n+ 1) (n = 0,1,2,...). Vegyiik észre, hogy egy
tetszoleges I, egy véletlen pontjat véve (uniform mérték szerint) 1/(4% + 1) valoszintiséggel keriiliink az els6
4% + 1 intervallum mindegyikébe, ahol n < 4F + 1. S6t, mindegyik intervallumban egyenletes eloszlas szerint
keriiliink az Gjabb pontba. Ez egy bolyongast ad a nemnegativ egészeken. Errél a bolyongasrél konnyen
latszik, hogy akarhany 1épés utan csak N-t6l fiiggs pozitiv eséllyel bekeriil barmely fix N szam f6lé, tehat ez
majdnem biztosan bekévetkezik végtelen sokszor, tehat lim supy_, . f¥(x) > N, amibél oo.



A majdnem biztosan liminf;_,o f¥(z) = 0 igazolasahoz vizsgaljuk meg, hogy mi térténik az I inter-
vallumon beliil. Ha az [1/5%1 1/5%) intervallum egy egyenletesen valasztott pontjabol indulunk, akkor ¢
lépés alatt eljutunk az [1/5,1) intervallumba, ahonnan ismét egyenletes eséllyel 1épiink tovabb az I,...,I4
intervallumokba, mindegyiken beliil egy uniform eloszlas szerinti pontba. Ez azt jelenti, hogy ahanyszor a
bolyongés Ip-ba jut Ip-n kiviilrél, minden alkalommal 1/5¢ eséllyel 1/5¢ ald fog menni, attol fiiggetleniil, hogy
ezt elézbleg mikor tette. Belathaté, hogy a bolyongés majdnem biztosan végtelen sokszor jut el Ip-ba, amibdl
kovetkezik, hogy lim infy_,. f*(2) < 1/5¢, tehat 0. O

2. Megoldas: Rogzitsiink m > 0 egészt. Legyen I, = [n,n+ 1) (n = 1,2,...), tovabba legyen Iy = [0,5 ™),
illetve ¢ = 1,2,...,m mellett Iy—q = [579,579"1). (Ha m = 0, akkor egyszeriien I,, = [n,n + 1) teljesiil
n =0,1,... mellett.) Legyen az &sszes ilyen intervallumindex halmaza Z. Vegyiik észre, hogy amennyiben
valamilyen ¢, j € Z indexekre f(I;) N I; # 0, akkor f(I;) D I;.

Legyen f meredekségének abszolit értéke a; az I; intervallumon (tehat példaul ag = 5), I; hossza pedig
h¢. Ekkor indukcioval belathato, hogy tetszéleges ig, i1, i2, ..., i, indexsorozatra (i; € Z minden j-re)

n n—1
MOS0 = ha [T -
=0 j=0 "

amennyiben a baloldalon szerepl6 metszet nemiires. (Tetsz6leges egyéb indexsorozatra nyilvan 0 ez a mérték.)
Ez n = 1-re abbol kovetkezik, hogy f meredeksége I;,-n allandé a;,, illetve a nemiires metszet miatt f(1;,)
tartalmazza az h;, hossztusagu I; -et. Masrészt ha mar (n — 1)-re igazolt ez az egyenldség tetszéleges, nemiires
metszetet garantald indexek mellett, akkor a
n n
ﬂ f_j(Iij) = Iio N f_l(ﬂ f_(j_l)(lij))
§=0 j=1

atirasban a jobb oldalon levé metszethalmaz egy h, H;‘:—ll ai mértékd intervallum az I; -ben, melynek f
i

szerinti 6se valoban egy h, H?:_& ﬁ mértékd intervallum az I;,-ban.
Definiédljunk egy Markov-lancot, melynek allapotait Z elemei jelolik, és az i-bél j-be valo dtmenet p; ;
valoszintsége A(f~1(1;) N I;). Ekkor io-bol indulva tetszdleges i1, ..., in indexsorozatnak megfelels allapotok

//////

Ebbdl azt a kdvetkeztetést is levonhatjuk, hogy tetszéleges N-re és ip-ra a

n
MU N
§0yeeeyin <N j=0
mennyiség n-ben annak valdszintiségéhez tart, hogy ig-bol indulva a Markov-folyamatunk mindvégig N alatt
marad. (Ez a limesz létezik: csokkens halmazsorozattal van dolgunk.) Ebbgl kénnyen meggondolhato,
hogy ha tetszGleges s allapotbdl elindulva 1 val6szintiséggel a Markov-folyamatunk nem korlatos, akkor
limsup f¥(x) = 400 Lebesgue majdnem mindeniitt. (Valoban, ellenkezs esetben megfelelé N, ko-ra az
[s,5 4+ 1)-nek egy pozitiv mértéki részhalmazéan igaz az, hogy k > ko esetén fF(z) < N. Mivel kg egy fix
véges szam, N-et alkalmasan megnovelve itt kg = 0 feltehets. Ez ekkor azt jelenti, hogy a

n
A U ﬂ F1,)
5=00,eeyin <N j=0

limesze nagyobb, mint 0, de ez a limesz azonban egyszersmind megegyezik annak a valészintiségével, hogy
s-b6l indulva N alatt marad a Markov-folyamat, igy ezen valoszintiség 0 kéne legyen, ami ellentmondas.)

Ugyanilyen gondolatmenet végén nyerjiik azt, hogy amennyiben tetsz6leges s allapotbdél indulva 1 valé-
szintiséggel végtelen sokszor érinti 0-t a Markov-folyamatunk, akkor Lebesgue majdnem mindeniitt teljesiil
liminf f*(z) < 5. Ha ez minden m > 0- igaz, akkor liminf f*(x) = 0 Lebesgue majdnem mindeniitt.
Magyaran elegendd a kovetkezd két, tisztan Markov-lancokra vonatkozo allitast igazolni, hogy lezarjuk a
feladat megoldésat:



1. Minden m > O-ra tetszdleges s allapotbol elindulva 1 valészintiséggel a Markov-folyamatunk nem
korlatos.

A vizsgalt Markov-folyamat minden l1épésben felfelé 1ép, lefelé 1ép, vagy egy helyben marad. Ezen
kimenetelek mindegyike allapotfiiggd valdszintiséggel bir, de ezen valdszintiségek mindegyike pozitiv.
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy ha egy allapotban végtelen sokszor jar, akkor 0 valoszintisége lesz annak,
hogy onnan csak véges sokszor 1ép feljebb. Azaz indukciéval igazolhato, hogy adott korlat alatt O
valoszintiséggel marad a Markov-folyamat. Azaz 1 valoszintiséggel nemkorlatos, amint igazolni akartuk.

2. Minden m > O-ra tetsz6leges s allapotbdl elindulva 1 valdszintiséggel a Markov-folyamatunk végtelen
sokszor érinti a 0-t.

Az elsé pont alapjan 1 valészintiséggel nem korlatos a folyamat. Igy elegendd azt belatni, hogy s > 1
kezd&allapot mellett teljesiil az allitas.

Ennek igazolasahoz minden n > 1-ra legyen g(n) = 1 + |logy n], valamint g(0) = 0, g(579) = 579
(¢g=1,2,...,m). Ekkor ha g(n1) = g(n2), akkor tetszéleges s allapotra py,, s = pp,,s. Tovabba, g(Z) =Z.
Igy definialhato egy olyan modositott Markov-lanc, melynek allapotait szintén 7 elemei jelolik, és i, j

kozott az atmenet pg’j valoszintsége py—1(;), )» ahol némi pongyolasédgot megengedve g~ (i) alatt

g1
i egyetlen Gsét értjiik, mig g~!(j) alatt j teljes Gsképét. Az igy kapott modositott Markov-folyamat
pontosan akkor érinti tetszéleges kezdGallapotboél indulva 1 valészintiséggel a 0-t végtelen sokszor, ha az

eredetire ez igaz volt, igy dolgozhatunk ezzel.

Ez a Markov-folyamat azonban mar viszonylag egyszerd: felfelé mindig csak a soron kévetkezd allapotba
léphet, valamint tetszéleges n > 1 allapotbdl nagyobb valészintiséggel 1ép lejjebb a folyamat, mint
feljebb. Ekkor s > 1-bdl indulva a folyamat 1 valészintiséggel végtelen sokszor jar s-ben: az s alatt
maradés valoszintisége az el6z6 pont alapjan 0, mig ha Pr(vVn > 0X,, > s) > 0, akkor

PT(EIN V1<n<N:X,— X,_1 legalabb annyiszor negativ, mint ahényszor pozitiv ’
Vn>0Xn>s):1,

azaz az s felett maradas valoszintisége is 0. (A Pr-be irt eseményekbe mindig beleértjiik, hogy Xo = s-t
kikotjiik.) Viszont s-b6l mindig egy fix pozitiv valészintséggel 1ép a folyamat a 0 allapotba. Igy ha
s-ben végtelen sokszor jar a folyamat, ez a 0-ba 1épés végtelen sok fiiggetlen, fix pozitiv valoszintiségi
eseményt jelent. Igy a fiiggetlen eseményekre vonatkoz6 Borel-Cantelli lemma szerint 1 valészintiséggel
végtelen sok bekévetkezik, azaz

Pr(X,, = 0 végtelen sok indexre|X,, = s végtelen sok indexre) = 1.

Igy mivel a feltétel valoszintisége 1, Pr(X, = 0 végtelen sok indexre) = 1 tetszéleges kezdGallapot
mellett. Ezzel készen vagyunk. O

3. Megoldas (kittizs):

A megoldas soran végig az N = {1,2,...} jelolést hasznaljuk.
3.1. Definicié: Az [n — 1,n] (n € N) alaki intervallumokat egész intervallumoknak nevezziik.

Ha b < a, akkor is hasznaljuk az [a, b] intervallum jelolést, ebben az esetben az a, b végponti intervallumokat
értjiik rajta.

A kovetkezs két lemma bizonyitasat az olvasora hagyjuk.

3.2. Lemma: Adott n esetén létezik 0 < 3, < 1, hogy ha J C [0,4" ] egy adott egész intervallum, akkor ha
Hyj,, jeléli azon x € J pontok halmazdt, melyekre létezik k € N, f&(z) > 4" akkor A(H ) > FnA(J) = Fn.

3.3. Lemma: Legyen I = [a,b], a < b, \(I) < 1 és jelolje k1 a legkisebb olyan k-t, melyre f*1(I) tartalmaz
egész intervallumot (ilyen k; nyilvdn mindig létezik). Ekkor létezik a < a' <V <b, b —d > (b—a)/4 gy,
hogy f(a'), f(t') €N, és f* linedris [a’,V]-n.



Elészor a feladatban azt az esetet bizonyitjuk, hogy limsup,,_,, o, f"(z) = +00 majdnem minden z-re.

Legyen Hy, = {z € [0, +00) | f*(z) € [0,4"]Vk =0,1,...}.

Indirekt tegyiik fol, hogy A(H,,) > 0, és legyen p a H,, halmaz Lebesgue stirtiségi pontja. Adott 0 < v < 1
esetén valasszunk 1 > 6, > 0-t, hogy J = [p, p + 0,]-ara

A(J N Hy) > yA()). (1)

Jelolje ky a legkisebb k-t amire f*(.J) tartalmaz egy egész intervallumot. Mint 3.3. Lemmaéban lattuk, létezik
J' C J intervallum, hogy A(J') > \(J)/4, f*7 linearis J'-n. Mivel p € H, N J, igy f*/(p) < 4™, és konnyen
lathato, hogy f*/(J) C [0,4"F1].

A 3.2. Lemma alapjén kénnyen lathato, hogy létezik csak n-tél fiiggd ~;,, melyre teljesiil, hogy ha H
jeldli azon x € J-k halmazat, melyekre létezik k € N, hogy f*(z) > 4"*!, akkor

AH],) > 1 AJ). (2)

Nyilvan H; N H, = 0. Igy 3.2. Lemma ellentmond (1)-nek, ha v elég kozel van 1-hez. Ebbdl kévetkezik,
hogy limsup,, o, f"(2z) = +00 majdnem minden z-re.
Most ratériink a liminf, o f"(x) = 0 majdnem minden x-re rész bizonyitésara.

3.4. Lemma: Tegyiik fol, hogy k > 2 adott, és J egy egész intervallum, J C [4F=1 4¥], ekkor vdlaszthatéak

olyan eqymdsba nem nyilo Jy, ..., J; C J intervallumok és ny,...,n; € N szamok, hogy
£ (J;) € [0,457Y egy egész intervallum, (3)
f19 linedris Jj-n, (4)
) AT\ ) < 2 ay = - (5)

VU T4k 1
Bizonyitas: Az f fliggvény meredekségének abszolutértéke J belsejében 47 4+ 1. J tartalmaz egy 171
hossztisagii I] részintervallumot, melyre f(I1) = [0,4%71] és f linedris I{-n, ez az intervallum tovabb bonthato
J1, Ja, ... véges sok részintervallumra, hogy az f-nél vett képeik egész intervallumok legyenek és rajtuk persze
1 4k

f linearis. Ezen J; intervallumokhoz tartozé n; = 1. Az unidjuk I) = I7, és Gsszhosszuk 11
Masrészt J tartalmaz egy I; részintervallumot melyre f (fl) C [4F, +00). A T1-ot ,eldobjuk”.
Tehéat f(cl(J\ (I3 UIL))) = [4¥71,4%] és f linearisan raképezi cl(J \ (I; U I;)) komponenseit [4¥~1, 4F]-ra.
Tovabba f(cl(J\ (I U I1))) = [4F71,4%] 6sszesen (3/4) - 4 darab egész intervallumot tartalmaz.
Igy cl(J\ (I; U I1)) felbonthato olyan J” intervallumokra, melyek képei f-nél [45~1 4F]-beli egész interval-

1 ~
lumok. Egy ilyen J” intervallum hossza ——. A cl(J \ (I3 U I1))-beli J” intervallumok 6sszhossza pedig

4k + 17
3 4k
4 4k 41
Ezeken, pontosabban ezek f-nél vett képein ismételhets az el6z6 érvelés. Mindegyik f(J”) intervallum
4k
tartalmaz egy 1Tl hossztisdgti I részintervallumot, melyre f(I3) = [0,4%7!] és f linearis Ij-n.

Ez az intervallum tovabb bonthato tgy hogy az f-nél vett képek egész intervallumok legyenek. Az IJ

1 1 2
intervallumok 6sképeit tekintve talalhatunk J”-ben egy 1 4k ( L 1) hossztisagt Iy részintervallumot,

melyre f2(I}) = [0,4%71] és f? linearis I5-n, ez az intervallum tovabb bonthato tigy hogy az f2-nél vett képek
egész intervallumok legyenek, ezek az intervallumok adjak majd a tovabbi J; intervallumokat, n; = 2-vel.
Osszegezve az Gsszes lehetséges J” tipust intervallumra az Gsszes lehetséges I}, tipust intervallumok osszhossza,

34k14k(1>213<4k)2E ik azon I» halmaz Gsszhosszéval, mely tartal
— 4% .47, =—-.—.|—4——] . Ez megegyezik azon almaz 0sszhosszéaval, mely tartalmazza
40 k1) Tag gk B8y 2 ) e

az ebben a lépésben definialt J; intervallumokat.



Masrészt f(J") tartalmaz egy fé’ részintervallumot, melyre f (fé’ ) C [4%, +00). Igy J” tartalmaz egy fé
részintervallumot, melyre f(I}) = I). Az I)-t eldobjuk.

Tehat f(cl(f(J")\ (I§ UIY)))) = [4]“’1,A4k] és f linearisan raképezi cl(f(J”) \ (I U 1)) komponenseit
[4k=1 4K]-ra. Tovabba f(cl(f(J")\ (I§ U I¥))) = [4k~1, 4F] Gsszesen (3/4) - 4% darab egész intervallumot
tartalmaz.

Igy cl(f(J")\ (I§ U I¥)) folbonthato olyan J” intervallumokra, melyek képei f-nél [45~1 4¥]-beli egész

~, ~ 4k
intervallumok, ezen cl(f(J") \ (I§ U I})-beli J” intervallumok Gsszhossza %41‘3 TR
dsképeket tekintve cl(J” \ (I U I)) folbonthato olyan J” intervallumokra, melyek képei f2-nél [45~1, 4¥]-beli
egész intervallumok, és ezeken f? linearis.

A megfelel§ f-nél vett

Ezt az eljarast elég sokszor, K-szor ismételve kapunk Iy,...,I; C J intervallumokat, ni,...,n; € N
szamokat, hogy (3) és (4) teljestil. Tovabba,

A(UJ)_l 4k +3 1 ( 4k )2+<3)2 1 ( 4k )3+ +(3>K—1 1 ( 4k )K_*
)4 4kl 404 \4F 41 4) 4 \4k 41 4 4 \4k 1/

Legyen n = %. Ekkor

1 3 3 \E-1y 11— ()i i Nk Mk
*:*k<1+* k"‘“""(* k) >:*k = — 4—3n, > ————, ha K — oo.
4" ' 4" AT T T A3y, CogE T T a3y,

Igy )\(J\Ué»:llj) —1— 7 = %x, ha K — 0.

4—3m
4(1 —
A 77k)<4(1_77k):

4—3m,  4—3m

Most iteralhatjuk a 3.4. Lemmat (n-ekkel lefelé haladva, amig le nem ériink a [0, 4] intervallumba), és igy

Mivel % =1 —

4
Tl igy (5) teljesiil, ha K elegendéen nagy. O

kaphato a kovetkezd lemma.

3.5. Lemma: Ha J eqy egész intervallum, akkor vdlaszthatoak olyan egymdsba nem nyilo Jy,...,Jy C J
intervallumok és ny,...,ng € N szamok, hogy
f"(J;) C [0,4] egy egész intervallum, (6)
"9 linedris Jj-n, (7)
és
l [e'S) 4 1
MU =TI )= b ;
lea >kl:[2 #F+1/) 7 100 ®)

A (6) és (7) tulajdonsagokat hasznalva az is igaz, hogy

3.6. Lemma: Ha ¢ > 0 adott és J eqy egész intervallum, akkor vdlaszthatoak olyan egymdsba nem nyilo

J1, ..., Je C J intervallumok és ny,...,ng € N szamok, hogy
f"7(J5) < [0,¢], (9)
19 linedris Jj-n, (10)
€s . )
)\(]Ul Jj> > . (11)

3.3. és 3.6. Lemméak kovetkezménye, hogy ha L € N és ¢ > 0 adott, valamint I = [a,b] C [0, +00)
tetsz6leges intervallum, akkor

€
10000

M{zel|3neN,n>L, f*(z)€[0,e]}) > ().



Valoban, tekintsiik f¥(I)-t. Ha f¥(I) tartalmaz egész intervallumokat, akkor ezeken alkalmazzuk 3.6. Lemmat.
Ha f(I) nem tartalmaz egész intervallumokat, akkor alkalmazzuk 3.3. Lemmat I-re és utdna az 3.6. Lemmét.

Azaz liminf,,_, { o f"(x) = 0 minden intervallumon beliil egy fix mértékarannyal bir6 halmazon. Ebbé&l
mar a Lebesgue siirtiségi tételt hasznalva konnyen kévetkezik, hogy liminf, ,~ f™(z) = 0 majdnem minden
x-Te. ]

4. Minden n-edfoki, egész egylitthatés f polinomra tekintsiik az
1
/ 2" f(x)dx
=i
integralt. Jeldlje a, azt a legkisebb pozitiv valés szdmot, amit ilyen integral adhat. Hatarozzuk meg a
log oy,

lim

n—o0 n

hatéarértéket.

(Ruzsa Imre)
Megoldas (kitiizd): Legyen
n
f(z) = Z ajx’.
§=0
Ekkor az integral értéke
1
@
2" f(x)dx =2 —
/1 fle) , Z n+j+1
J<n; 2|j+n

Ilyen 6sszeg forméajaban azok a racionalis szamok &llnak el, amelyek nevezGje osztja az n+ 1 és 2n + 1
kozotti paratlan szamok legkisebb ko6zos tObbszorosét, vagyis

P
M lntLon-L2n-3,....nt]

ahol nt a legkisebb n-nél nagyobb paratlan szamot jeloli (azaz n + 1 vagy n + 2).
A legkisebb kozos tobbszords primtényezsi azok a primek, melyeknek van péaratlan tobbszorosiik az
[n + 1, 2n + 1] intervallumban, vagyis a

B,(2n+1)/3]U[n+1,2n + 1]

halmazba esnek. Ezen primek szorzatanak logaritmusa

92+ 1) — 9(n) + 9 (2"3“> Clog2 = <2_ 14 g +0(1)> n— (g—i-o(l)) n,

ahol hasznaltuk, hogy a Csebisev-fiiggvényre ¥(n)/n — 1.

Vegyiik még észre, hogy az 1-nél magasabb kitevivel szerepls primek mindegyike legfeljebb v/2n + 1, a
kitevsjiik pedig legfeljebb log(2n+1), vagyis ezek teljes hozzajarulasa a logaritmushoz 79(\/271 + 1) log(2n+1) =
o(n), tehat a kérdéses hatarérték szempontjabol elhanyagolhaté. Igy azt kapjuk, hogy

1
lim 08 %n _ —i O

n—oo n 3

5. Ki lehet-e véilasztani a stk minden egyenesérél egy-egy nem elfajulé szakaszt tigy, hogy barmely két

kivalasztott szakasz diszjunkt legyen?

(Keleti Taméas, Palvolgyi Domotor)



1. Megoldas (kittiz6k): Belatjuk, hogy nem lehet. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha S paronként diszjunkt
sikbeli szakaszok csalddja és E C R? azon (a,b) szdmparok halmaza, amelyekre az y = ax + b egyenes
tartalmazza valamelyik S-beli szakaszt, akkor E (kétdimenzios) Lebesgue-mértéke nulla (s6t, o-véges az
1-dimenziés Hausdorff mértékre nézve).
Legyen
E,, = {(a,b) € R? ‘ (3s€S) (qg,aqg+0b) € s, (r,ar +b) € 3}.

Mivel E = Ug e, q<rEqr, ezért elég belatni, hogy minden E,, halmaz nulla Lebesgue mértékd (sét,
o-véges az 1-dimenzios Hausdorff mértéke). Rogzitsiikk a ¢ < r racionélis szamokat és legyen F(a,b) =
(ag+b,ar+b). Mivel az S-beli szakaszok paronként diszjunktak, azért (a1, b1), (a2, b2) € Eq, (a1,b1) # (a2, b2)
esetén (a1q + by < asq + be és ar1r + by < agr + be) vagy (a1q + by > a2q + by és a1r + by > agr + by). Ez azt
jelenti, hogy F(E,,,) egy szigorian monoton névé fiiggvény grafikonja. Mivel egy monoton nové fiiggvény
grafikonjat 45 fokkal elforgatva Lipschitz fliggvény grafikonjat kapjuk, ezért ebbdl kévetkezik, hogy F(Eq)
nulla Lebesgue mértéki (s6t, o-véges az 1-dimenziés Hausdorff mértékre nézve). Ebbél viszont kovetkezik
ugyanez I, ,-re is, hiszen I’ egy nem-szinguléris linearis transzformacio. ]

2. Megoldas: Legyen megint S paronként diszjunkt sikbeli szakaszok csaladja és E C R? azon (a,b)
szamparok halmaza, amelyekre az y = ax + b egyenes tartalmazza valamelyik S-beli szakaszt. Most azt fogjuk
megmutatni, hogy F els6 kategoriaju halmaz a sikon, tehat Baire kategoria tétele szerint nem lehet F = R2.

Legyen Dy és Do két diszjunkt kérlap a stkon, melyek sugara és koézéppontjuk mindkét koordinataja
racionélis. Mivel megszamlalhat6 sok ilyen korlap-par van, és minden minden szakaszhoz megadhaté két ilyen
korlap, melyekre a szakasz két végpontja Di-ben illetve Dso-ben van, ezért elég megmutatni, hogy a D; és Do
kozott mend S-beli szakaszokhoz tartozo (a,b) pontok sehol sem stird halmazt alkotnak.

Rogzitsiik a Dy és Dy korlapokat és alljon F' a fenti tulajdonsagu (a,b) pontokboél. Ugy fogjuk belatni,
hogy F' sehol sem stird, hogy tetszéleges (a,b) € F ponthoz meg fogunk adni tetszdlegesen kozel olyan (o, b')
pontot, melyhez elég kozel mar nincs F-beli pont. Ehhez valasszuk (a’,b')-t (a,b)-hez tetsz6legesen kozel
ugy, hogy az y = d’z + ' egyenes az y = ax + b egyenest a Dy és Do korlapok kozott messe. Ekkor minden
(a’,b')-hez elég kozeli (a”,b") pont is a Dy és Dy korlap kozott metszi az y = ax + b egyenest, igy (a”,b”)
valéban nem lehet F-ben. O

6. Legyen € egy primitiv hetedik egységgyock. Mely egész szamok allnak el a]2 alakban, ahol o a

Q(e) hetedik korosztési test egy eleme?

(Szabo Csaba, Zabradi Gergely)
Megoldas (kitiizo):

Valasz: pontosan azok a pozitiv egész szamok allnak els, melyek primtényezds felbontasaban minden
olyan prim péaros kitevén szerepel, mely 3-at, 5-6t vagy 6-ot ad maradékul 7-tel osztva (és természetesen a 0
is el6all).

6.1. Lemma: Legyen p # 2,7 prim. A —7 pontosan akkor kvadratikus maradék modulo p, ha p = 1,2
vagy 4 (mod 7).

Bizonyitas: A kvadratikus reciprocitas segitségével kiszamoljuk a (777) Legendre-szimboélumot:

(3)-G))-cren=)-©)

Modulo 7 pedig az 1, 2,4 szdmok a kvadratikus maradékok. [l

Elgszor belatjuk, hogy a font felsorolt egészek elGallnak \04\2 alakban, ahol a € Q(e). A négyzetszamok
nyilvan megfelelnek, hiszen o valaszthaté egész szamnak is. Tovabba ha a,b € Z egyarant elall || alakban
(e € Q(g)), akkor ab is. Tehat elegends a T-et és a 7-tel osztva 1,2,4 maradékot adé primeket eldallitani.



Ehhez vegyiik észre (lasd pl. itt — ez egy Gauss-Gsszeg), hogy (1 + 2(¢ + €2 + £%))?2 = —7, specialisan
|(1+2(c + €2 +€4)‘2 = 7 eldall a kivant alakban. Ebbdl az is kovetkezik, hogy v/—7 € Q(e). Legyen

A= H'Tﬁ: ez egy algebrai egész, hiszen minimélpolinomja 2 — z + 2.

6.2. Lemma: Z[\]-ban igaz a szdmelmélet alaptétele.

Bizonyitas: Mivel —7 = 1(mod4), Z[\] a Q(v/=7) egészeinek gytirdje. A Stark-Heegner-tétel szerint
d < 0 esetén a Q(\/&)—beli algebrai egészek gytirtijében pontosan akkor igaz a szamelmélet alaptétele, ha
d=-1,-2,-3,-7,—11,—19, —43, —67, —163, specialisan d = —7-re is. Ehhez val6jaban nem is kell a Stark—
Heegner-tétel, be lehet latni elemien is: a Minkowski-féle becslésbdl (3.5-0s fejezet az Algebrai Szamelmeélet

2V7

jegyzetben) azt kapjuk, hogy minden idealosztalyban van =X-*-nél kisebb norméji elem, de ez a norma csak 1

lehet (azaz az idedl az egész gytirti), hiszen pozitiv egész és =¥+ < 2. ([
6.3. Allitas: Ha p = 1,2 vagy 4 (mod 7) primszim, akkor a p nem primelem Z[\]-ban.

Bizonyitas: Egyrészt 2| A(A—1) = —2,de 21\ és 21 X\ — 1, azaz a 2 nem primtulajdonsagu. Hasonloképp
ha p # 2,7 prim és p = 1,2 vagy 4 (mod 7), akkor a 6.1. Lemma szerint van olyan b € Z egész, melyre
p| b2 +7 = (b+V/=T)(b—+/=T),de pt b+/—T7 és p { b—/—T7 a Z|)] gytirtiben, azaz p nem primtulajdonsigt. [

A fonti allitas (és a 6.2. Lemma) szerint minden p = 1,2, 4 (mod 7) prim folbomlik p = 779 szorzatra,
ahol se 71, se Ty nem egység Z[A]-ban. Specialisan

P* = Now=n/a(p) = Now=n,a(m)No(/=n,0(T2) = m 2l

miatt |m |* = |ma|? = p, azaz p el6all a kivant alakban.

Most ratériink annak az igazolasara, hogy ha egy n egész szam primfelbontasaban valamely 7-tel osztva
3,5, vagy 6 maradékot add ¢ prim péaratlan kitevén szerepel, akkor n nem all el |a|2 alakban. Ehhez a
Zle] gytirt szamelméletére van sziikség. Z[e] a hetedik korosztasi test egészeinek gytirtje (3.12.5. Tétel az
Algebrai Szamelmélet jegyzetben). Specidlisan Z[e| egy Dedekind-gytirt (3.3.1. Tétel az Algebrai Szamelmélet
jegyzetben), ezért ideéaljaira teljesiil a szamelmeélet alaptétele (3.3.3. Tétel az Algebrai Szamelmeélet jegyzetben).
Valojaban elemekre is teljesiil a szamelmélet alaptétele Z[e]-ban, de erre nem lesz sziikség.

6.4. Lemma: Legyen P < Z[¢e] tetszdleges primidedl. Ekkor |Z[A]/P| =T vagy = 1 (mod 7) és primhatvdny.

Bizonyitas: Z[\|/P egy véges nullosztomentes gytird, azaz egy véges test. Ebben ¢ + P egy hetedik
egységgyok, ami primitiv, kivéve, ha ¢ — 1 € P. Tehat Z[\]/P multiplikativ csoportjanak rendje oszthato 7-tel,
azaz |Z[\]/P| = 1(mod7), ha e — 1 ¢ P. Viszont (¢ — 1)Z[¢] egy primideal, mert 7 = (¢ — 1)(e? — 1)(e® —
1)(e* = 1)(e® = 1)(e5 — 1) € (¢ — 1)Z[¢] miatt Z[e]/(e — 1)Z[e] = F;. Tehat ¢ — 1 € P csak P = (e — 1)Z]¢]
esetén all eld, és ennek pedig 7 az indexe. O

A tovabbiakban arra lesz sziikségiink, hogy az idealok M(A) := |Z[e]/A| abszolut norméaja (A < Ze])
multiplikativ, azaz ha A, B < Z[e], akkor N(AB) = MN(A)MN(B) és egy a elem altal generalt (tort) féideal
norméja megegyezik a Galois-konjugaltjainak szorzatanak abszolutértékével, azaz a szokasos ‘NQ(a) /Q(a) }—Val
(3.5.6. Allitas az Algebrai Szamelmélet jegyzetben). Ha tehat 0 # o € Q(e) tetszdleges, akkor az altala
generalt aZle] tortfsideal elsall P** --- P alakban, ahol ni,...,n, € Z és Py,..., P, primidealok. A
6.4. Lemma miatt ‘NQ(E) /Q(a)‘ olyan primhatvanyok szorzata, melyek mindegyike = 1 (mod 7) vagy 7-nek
egy hatvanya. Specialisan ‘NQ(E) /Q(a)‘ primfelbontésaban minden 7-tel osztva 3,5 vagy 6 maradékot add
primszam paros kitevén szerepel. Viszont Gal(Q(e)/Q) egy hatodrendt ciklikus csoport (a 7 elemd test
multiplikativ csoportjaval izomorf), specidlisan a komplex konjugalas altal generalt kételemid csoportnak és
egy g € Gal(Q(e)/Q) harmadrendi elem &ltal generalt részcsoportnak a direkt szorzata. Tehat az a elem
Galois-konjugéltjai o, g(a), ¢?(a), @, g(@), g?(@). Specialisan ha a - @ = |oz|2 racionalis, akkor ¢ fixalja, és
fgy No(e)/ola) = la)?g(|a)®)g%(|al?) = (|of*)®. Tehét ha |a|*-ben valamely ¢ = 3,5, 6 (mod 7) prim paratlan
kitevén szerepelne, akkor ennek kébében Ny, g (a)-ban is. O


https://ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/wp-content/uploads/2014/11/Recip.pdf
https://zabradi.web.elte.hu/Jegyzetek/algszamjegyzet.pdf
https://zabradi.web.elte.hu/Jegyzetek/algszamjegyzet.pdf
https://zabradi.web.elte.hu/Jegyzetek/algszamjegyzet.pdf
https://zabradi.web.elte.hu/Jegyzetek/algszamjegyzet.pdf
https://zabradi.web.elte.hu/Jegyzetek/algszamjegyzet.pdf

7. Egy szabalyos k-szog cstucsaiba pontszerd babukat allitunk, majd ezekkel lépegetiink. Egy 1épésben
egy babu atugrik egy masikat, azaz az Gj helye a pillanatnyi helyének tiikorképe lesz egy masik babu
pillanatnyi helyére. Milyen k > 3 egész esetén lehet ilyen 1épések sorozatéval elérni, hogy a babuk egy,
az eredetitdl eltéré méretl szabalyos k-szog cstcsait alkossak?

(Tardos Gébor)
Megoldas (kitiiz6):
Azt fogjuk bizonyitani, hogy k = 3, 4 és 6 esetén nincs ilyen lépéssorozat, minden egyéb esetben viszont

van.

Vegyiik el6szor a k = 3, 4 és 6 eseteket. Az induld szabalyos sokszog ilyenkor egy szabélyos hdromszog-
vagy négyzetracs legkisebb szabalyos k-szoge. Racspont tiikdrképe racspontra ismét racspont, igy a babuk
csak racspontokra juthatnak el, tehat az eredetinél kisebb szabalyos sokszogbe nem juthatunk. De a lépések
megfordithatoak, igy ha nagyobb szabalyos sokszogbe jutnank, akkor a lépéseket megforditva egy kisebbe is,
ami ellentmondés.

A masik iranyhoz szamozzuk meg a babukat 0-t6l (k — 1)-ig korben a k-szogben, és legyen P; az i-edik
babu kiindulépontja. Py-at origonak tekintjik, és a sik pontjait vektorokként kezeljiik. A P; kifejezésben
az indexet a tovabbiakban modul6 k értjik. A (kK —1) x (k — 1)-es A = (a;;) matrixrol azt mondjuk, hogy
leirja azt a konfiguracidt, amikor a 0-as babu az origéban van, ha 1 < i < k — 1 esetén az i-es babu helye
Zf;ll a;;Pj. Az identitasmatrix nyilvan a kiindulasi allapotot irja le. Eléfordulhat, hogy tébb kiilénbozd
méatrix is ugyanazt a konfiguriciot irja le.

Hivjuk egy méatrix megengedett transzfomdcidgjinak, hogy egyik sordhoz hozzadjuk, vagy abbdl kivonjuk
egy masik sordnak kétszeresét, vagy egyik sorat megszorozzuk (—1)-gyel. Vegyiik észre, hogy ha A" az A
méatrixbol megengedett transzformécioval kapjuk, akkor a konfiguraciot, amit A’ leir, megkaphatjuk legfeljebb
két szabalyos lépéssel az A altal leirt konfiguraciobol: Az i-edik sor (—1)-szerezéséhez az i-es babuval ugrunk
az origdban pihend 0-as babu felett, ha meg az i-edik sor kétszeresét akarjuk levonni vagy hozzaadni a j-edik
sorbol/sorhoz, akkor a j-es babuval ugorjuk at a 0-as és i-es babukat a megfelels sorrendben.

A fentiekbdl latszik, hogy ha az identitas-méatrixbol eljuthatunk egy A méatrixba megengedett transzfor-
méciokkal, akkor az A &ltal leirt konfiguracio is elérhetd szabalyos lépésekkel. (Nem nehéz azt sem latni, hogy
minden szabélyos 1épésekkel elérhets konfiguracio egy ilyen matrix altal leirt konfiguracio eltoltja, de erre
nem lesz szitkségilink.) Hasznalni fogjuk az alabbi (talan kozismert) lemmaét.

7.1. Lemma: Az m x m-es identitds mdtrizbol akkor és csak akkor érhetd el az ugyanakkora A = (a;j) egész
mdtriz megengedett transzformdcick sordval, ha |det(A)| =1 és a;; pont akkor pdratlan, ha i = j.

Bizonyitas: A ,csak akkor” irany trivialis, hiszen az identitas méatrix teljesiti a feltételeket, és egy megengedett
transzformécié a determinans abszolut értékét sem véltoztatja, és egyetlen elem paritasat sem.

A tovabbiakban az ,akkor” iranyt bizonyitjuk k-ra vonatkozo indukcidval. A megengedett transzformé-
ciok inverze is megengedett, igy elég belatni, hogy a feltételeknek megfelel6 A méatrixbol eljuthatunk az
identitasmatrixig.

Elgszor A utolsd oszlopara koncentralunk. Amig ott talalunk két kiilonb6zs abszolut értéki nem-nulla
értéket, mondjuk a-t és b-t, |a| > |b| > 0, egy megengedett transzforméacioval a-t (a — 2b)-re vagy (a + 2b)-re
cseréljiik ugy, hogy az abszolit értéke cstkkenjen. Az utolsé oszlopban mas valtozés nincs, igy az abszolit
értékek Osszege az utolso oszlopban (egy nem-negativ egész) szigortian csokken, és az eljaras véges sok 1épés
utan megall. Ekkor az utols6 oszlopban csak 0 és +a szerepel valamilyen a > 0 értékre. Ekozben a determinans
abszolut értéke nem valtozott, viszont most oszthatod a-val, igy a = 1. Az elemek paritasa sem valtozott, igy
az utolso oszlopban csupa 0 szerepel, kivéve a legutolso elemet, ami +1. Tovabbi maximum egy megengedett
transzformécioval elérjuk, hogy a méatrixunk jobb alsé eleme 1 legyen.

Ha m = 1, akkor meg is vagyunk (meg eleve is trivialis volt az allitas). Ha m > 1, akkor az indukcios
feltevést hasznaljuk a kapott B maétrix bal fels6 (m — 1)-szer (m — 1)-es By részére. B determinénsét az
utolso oszlop szerint kifejtve kapjuk, hogy det(By) = det(B) = +1. Nyilvan a paritasfeltételt is teljesiti
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By, igy megengedett transzformaciok sorozatéaval az identitasmatrixba alakithatd. Ezek a megengedett
transzforméciok persze a teljes B matrixra is alkalmazhatoak, ekkor egy olyan C' métrixot kapunk, ami utols6
sora és oszlopa nélkiil az identitasméatrix. Az utolsé oszlopa is megegyezik az identitdsmatrix utolsé oszlopéval,
mivel ez B-ben teljesiilt, utdna meg nem valtozott.

Végezetill C-ben az utolsd sor nem utols6 elemei mind parosok, igy a feljebbi sorok kétszereseinek ismételt
levonasaval vagy hozzaadasaval mind 0-va redukalhatoak. Ezzel eljutottunk A-bodl az identitasmatrixig és
belattuk a lemmat. O

Tekintstik az alabbi (k — 1) x (k — 1)-es A métrixot:

-1 10 ... 0
-1 01 ... 0
AZ?
100 ... 1
-1 0 0 ... 0]

amely a kiindulasi konfiguracié 27 /k szogt elforgatasat irja le, amiben az i-es babu helye Py 1 — P;. Igy A7 a
kiindulasi konfiguracio 2jm/k szogd elforgatottjat irja le minden j-re és A minden polinomja is az eredeti
konfiguracioval hasonlot (azaz — esetleg elfajulod — szabalyos k-szoget) ir le.

Pozitiv egész i-re legyen B; = Z;-;%) AJ. Az els6 babu helye az A7 4ltal leirt konfiguracioban Pj1 — P, igy
a B; altal leirt konfiguracioban Z;;B(.Pj.l'_l — Pj) = P;. Vegyiik észre, hogy By, = 0 és igy B, = By, Z;;%) AR
ugyancsak zér6é minden i-re. Legyen most 1 < i < k egy k-hoz relativ prim egész. Ekkor talalhatunk hozza
olyan ¢ pozitiv egészt, hogy k osztja (il — 1)-et. Ekkor

/-1
B; Z A% =By =1+ ABy_1 = 1.
§=0

Van tehat az egész B; matrixnak egész inverze, igy |det(B;)| = 1. Sajnos azonban a lemmaban szerepld
paritasfeltételt B; nem teljesiti. Ezt megoldandé B;-t hatvanyozni fogjuk. Tekintsiik a B; matrixot a kételemi
test felett. Determinénsa 1, igy nem szingularis, tehat (mivel a matrixcsoport véges) valamelyik hatvanya az
identitas. Igy van olyan t > 1 kitevé, hogy B! modul6 2 megegyezik az identitdsmatrixszal. Determinénsa
+1, tehat a 7.1. Lemma szerint B! megengedett transzforméciokkal elérhets az identitasmatrixbol, és igy a
B! &ltal lefrt konfiguraciot elérhetjiik szabalyos lépésekkel. Vizsgaljuk meg, hogy ez milyen konfiguracio.

Mint lattuk, A minden polinomja szabalyos k-szoget ir le. Ezen beliill B; olyan konfiguréaciot ir le, amiben
az 1-es babu Pi-be keriil, tehat |P;| lesz a keletkezett szabalyos k-szog oldalhossza. Emiatt a B! olyan

Py
<|Pi| P

Ez nagyobb, mint az eredeti k-szog | Pi| élhossza amennyiben 1 < i < k — 1. Ezzel meg is vagyunk, ha

szabalyos k-szoget ir le, aminek élhossza

tudunk ilyen i értéket valasztani, tehat 1 < i < k — 1, k-hoz relativ prim ¢ egészet. Ilyen pedig k > 4, k # 6

miatt létezik. ]
LN
8. Igazoljuk, hogy az €, = +1 elgjelek megvalaszthatoak tgy, hogy az f(s) = g —z: {Res>1} - C
n
n=1

fiiggvény minden ¢ € {Res =1} pontban minden komplex értékhez torlodik (azaz minden £ €
{Re s = 1}-hez és z € C-hez létezik olyan s, — £, Res,, > 1 sorozat, melyre f(s,) — 2).

(Maga Balazs)
1. Megoldas (Zeta-fliggvény és Baire kategoria nélkiil): ElSszor igazolunk néhany technikai allitast.
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. Legyen s = a + bt, ahol a > 0. Belatjuk, hogy
1 1

ns (n+1)3

a+ ||
na+1 :

Ehhez irjuk fel %—et n—lae_“’ logn alakban. Lathato, hogy az abszolutérték n%, az argumentum pedig

—blogn. Hasznalva a haromszog-egyenlGtlenséget, valamint, hogy két azonos abszolutértékd komplex
szdm tavolsaga kisebb az argumentumuk kiilonbségének és az abszolatértékiik szorzatanal adodik, hogy

1 1

ns  (n+1)°

1 1 1
< <na - (n—l—l)a> + E\b\(log(n—k 1) — logn)

Itt az els§ tagot az x% fiiggvény derivaltjanak segitségével becsiilve, a masodik tagnal pedig a log(1+z) <
x egyenlGtlenséget hasznalva adodik az allités.

. Ebb¢l konnyen adodni fog, hogy bar az n(s) = >_>° D" o csak a > 1 esetén abszolit konvergens,

n=1 ns

i ((2n 1— s (271%)s>

n=1

de a tagok parositasaval adodo

sor (mely persze ugyanott konvergens, ahol n(s), és az Gsszege is ugyanaz) méar abszolut konvergens
a > 0 esetén is. Valéban,

a+ |b]
(271 _ 1)a+1 ’

(2n—1)5  (2n)°

ami a + 1 > 1 miatt szummabilis.

' 1 1

. Megmutatjuk tovabba, hogy 7n(s) folytonos az a > 0 nyilt félsikon. Ehhez elegends, hogy minden K > 0

szamra a parositassal kapott sor egyenletesen konvergens az % <a < K és|b| < K feltételek altal

meghatarozott téglalapon. Ez azonban vilagos, ha a fenti becslést a kovetkezSképpen folytatjuk:

a+ bl < 2K
2n —1)* = (2p — )E L

. Most meggondoljuk, hogy a feladat megoldasédhoz elegendd belatni, hogy a g(s) = > >, (257”)3 sornak
megvalaszthatok tgy e, € {0, 1} elgjelei, hogy a kapott sor minden {Re s = 1}-et kielégitd pontban min-
oo (=1)n1
n=1 ns

folytonos {Re s = 1} pontjaiban, és g ezen egyenes minden pontjaban mindenhova torlodik, ugyanez

denhova torlodjon. Valoban, tegyiik fel, hogy létezik ilyen elGjelvalasztas. Mivel n(s) = >

teljestil 2g 4+ n-ra. Masrészt 2g + 7 olyan alaku, mint a feladat altal megkovetelt f (tagonként Gsszegez-
hetiink a {Res > 1}-en valé abszolit konvergencia miatt). Igy valoban elegendd a fentit kielégits g
létezését igazolni.

. Tovabb redukalva a feladatot meggondoljuk, hogy elegends az €, € {0,1} elGjeleket tgy megvalasztani,
hogy a h(s) = > 77, 22 sor {Res = 1} minden pontjadban mindenhova torlodjon. Valoban, ha h(s)

n=1 ns
ilyen tulajdonségi, akkor g(s) = 5-h(s) is, hiszen 2% folytonos, és sehol sem nulla.

. Most belatjuk, hogy tetszéleges £ € {Res = 1} és N € N esetén az

M_lg
b

n=N

M > N, e, € {0,1} (n:N,...,Ml)}

halmaz strd C-ben.

Legyen & = 1+ it. Ekkor
i — lefit logn
nt n ’
azaz az abszolut érték %, az argumentum pedig —tlogn. Itt a szomszédos argumentumok kiilonbsége
monoton cs6kkend modon tart a 0-hoz. Ebbgl konnyen meggondolhatoéan kévetkezik, hogy barmilyen kis
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szbgtartomanyban pozitiv felss stirtséggel vannak a tagok. Igy minden szégtartomanyon beliil divergens
az abba es6 tagok Gsszege. Ha ugyanis H pozitiv fels§ stirtiségt, akkor legyarthato 1 =41 <ig < - --
sorozat, hogy minden H N[ix, ix+1) legalabb i1 elemet tartalmaz valamilyen o > O-ra. Az egyszertiség
kedvéért tegyiik fel, hogy pixy1 mindig egész, nyilvan ilyen vélasztas is lehetséges o esetleges (k-tol
fiiggs) csokkentésével. Igy

1 0o tp41—1 1
DD DI D
ncH k=1n=(1-0)ik+1

Itt adott k-ra a bels6 Gsszegre a kévetkezs alsod becslés adhato:

logigy1 — log((1 — 0)irq1) = —log(1 — o),

azaz az alsé becsléseket kovetden kapott sor még mindig divergens. Igy valoban teljesiil, hogy minden
szogtartomanyon beliil divergens az abba es§ tagok Osszege.
Masrészt itt a tagok abszolut értéke tart a 0-hoz. Ebbdl a

M—-1 e

2
Osszegek halmazénak stirtisége mar konnyen adodik: ha egy z komplex szdmot akarunk kozeliteni, az 1
elGjelekkel hagyatkozhatunk egy kis, arg z-ra centralt szogtartomanyra, és azon beliil az abszolat értéket
is tetszGleges pontossaggal beallithatjuk, mikézben minden més elGjel helyébe 0-t irunk.

. Legyen X egy megszamlalhato stirti halmaz {Re s = 1}-ben, Z pedig egy megszamlalhato stirt halmaz
C-ben. Koénnyen lathato, hogy a kivant tulajdonsagi h 1étezéséhez elegendd olyan h-t konstrualni, ami
X minden pontjaban torlédik Z minden pontjahoz.
Tetszbleges m € NT, £ € X és z € Z esetén legyen

1 1
H(m, &, 2z) = {(En)zo:l € {0,1}N+ ‘ Jw e {Res>1}: [ —w| < — |z — h(w)| < m}

Készen lesziink a feladat megoldasaval, ha megmutatjuk, hogy

ﬂ m ﬂ H(m, &, 2) # 0.

meNtT £eX zeZ

. Most rekurziéval legyartunk egy sorozatot, ami ebben a metszetben lesz. Soroljuk fel az Nt x X x Z
halmazt: Nt x X x 7 = {(mj,fj,zj) ‘ j € N+}.

Legyen Ny = 1. A rekurzi6 j-ik lépésében mar legyen adott N;_;, valamint az (e,)

Valasszunk a 6. pont alapjan egy M > N;_i-et, valamint (sn)f\f: _J\}j,l eljeleket ngy, hogy

Njfl—

M7 elsjelek.

M-1

En 1
zj — — < —.
/ Z néi 2m,;
n=1
Folytonossag alapjan valaszthatunk egy w; € C szamot gy, hogy Rew; > 1, |§; — w;| < mij és
M-l 1
n
z;i — E —
J nWi 2m;
n=1

Az abszolut konvergencia miatt vélaszthatunk egy N; > M szdmot tgy, hogy
$ o
ni| " 2my
n=Nj
Végiil az (en)ivi R/} elgjeleket valasszuk mind 0-nak.

Konnyen ellendrizhets, hogy minden j-re a w; pont tantsitja, hogy (e,)52, € H(m;,§;, 2;), amivel a
bizonyitast befejeztiik. O
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2. Megoldas (Zeta-fiiggvényes): Ez a megoldas bizonyos vonasaiban hasonlit az 1. Megoldésra, de

bizonyos elGismeretek felhasznaldsaval elegansabb gondolatmenethez vezet, s a kapott eredmény is erésebb.

Azt nyerjiik ugyanis, hogy a generikus elGjelvalasztasra teljesiil a feladat allitasa.

1.

El6szor meggondoljuk, hogy a {—1, 1} el§jelhalmaz {0, 1}-gyel helyettesithetd, ezzel konnyitve a kés6bbi
technikai részleteket.

Elegendd ugyanis azt igazolni, hogy alkalmas elGjelvalasztas a {Res = 1} egy stird részhalmazéan
kielégiti a feladat allitasat. Rogzitsiink hat egy megszamlalhato A C {Re s = 1} stirt halmazt, ami nem

tartalmazza az 1-et. Legyen

)=

ns
n=1

a Riemann-zeta fliggvény, ez folytonosan terjed ki A-ra. Ekkor az f(s) + ((s) Dirichlet-sor egyiitthatoi
a {0,2}-bdl keriilnek ki (tagonként Osszegezhetiink a {Res > 1}-en valo abszolut konvergencia miatt),
és ( folytonos kiterjedése miatt f pontosan akkor torlédik A pontjaiban mindenhova, ha f + (. Ezen a
2-vel torténd osztas sem modosit, igy valoban attérhetiink {0, 1} elgjelhalmazra.

. A lehetséges elGjelsorozatok tere {0,1}*, lassuk el ezt a szorzattopologiaval. Ez ekkor teljesen metrizal-

hato, igy teljesiil ra a Baire-kategoriatétel: nyilt, stirti halmazok megszamlalhaté metszete nemiires. Be
fogjuk latni, hogy a feltételnek eleget tevs el§jelsorozatok halmaza tartalmaz egy ilyen metszetet, ezzel
igazolva az allitast.

. A kérdéses elGjelsorozatok halmaza felirhaté megszamlalhato metszetként igy:

{(en)p>y | V€ € A-ban f mindenhova torlodik} =

N N N{e

1 1
Jw e {Res>1}: £ —w| < —,|z— f(w)] < }
£€A 2€Q+iQmeN m m

Elegendd, hogy itt a legbelsé halmaz nyilt és stirii: ezt a tovabbiakban jelolje H(m,¢&, z).

. H(m,&, z) nyilt: tegyiik fel, hogy (£,,)02, € H(m,¢&, z), tanusitsa ezt egy w pont, és legyen f az elGjel-

sorozathoz tartozo fiiggvény. Ekkor (e,)0%, N-ik baziskornyezete azon elGjelsorozatokat tartalmazza,
melyeknek els6 NV tagja (en)fzvzl. Tegyiik fel, hogy fn elGjelsorozata is ebbdl a baziskornyezetbdl keriil
ki. Ekkor

(e 9]

n(w) - fw)l < 30

n=N-+1

1

w |?

mely korlat N — oo esetén tart a 0-hoz. Igy elég nagy N-re w az fy € H(m, &, 2) relaciot is tantsitja,
azaz elég nagy N-re H(m,¢&, z) tartalmazza (£,)°2 ; N-ik baziskornyezetét, igazolva a pontunk allitasat.

. H(m,¢&, z) stirti: elég az, hogy ha mar N elGjelet rogzitettiink, rogzithets a tobbi ugy, hogy H(m, &, z)-

beli elgjelsorozatot kapjunk. Az el6z6 megoldas 6. pontja alapjan tetszéleges € € {Res =1} és N € N*

F

n=N-+1

esetén az

M >N, &, € {0,1} (n—N+1,...,M)}

halmaz stirti C-ben. Specialisan beallithatd gy 5n]\N/[ i1 hogy Zﬁ/[:l 22 a z pont ﬁ kornyezetében legyen.
Az Osszes ezt kovetd elGjelet viszont 0-ra rogzithetjiik. Igy mivel ez a véges 6sszeg folytonos &-ben,
&-hez elég kozeli & pontban 27]\1/[:1 % a z pont % kornyezetében lesz. Ez igazolja, hogy H(m, &, z) stirt,
készen vagyunk. ([

9. A sikvektorok az Gsszeadasra nézve csoportot alkotnak. Mutassuk meg, hogy ennek a csoportnak
minden olyan S halmaz generatorrendszere, amely tartalmazza egy koriv pozitiv linearis mértéki Borel
részhalmazat.
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(Laczkovich Miklos)

1. Megoldas: A feltételbdl kovetkezik, hogy megadhatoak diszjunkt zart 7, I C [0,27) intervallumok
egy m-nél révidebb intervallumon beliil, és benniik pozitiv Lebesgue mértékd Borel B; C I; halmazok agy,
hogy az adott (a,b) kézéppontt r sugara kor minden ¢t € By U By sz0ghtz tartozo pontja S-ben van, azaz
(a+rcost,b+rsint) € S. Legyen

F(t1,t2) = (a+rcosty, b+ rsinty) + (a + rcosty, b+ rsints) (ti € I).

Mivel F Jacobi determinénsa 72 sin(ty — t1) pozitiv I1 X Is-n, ezért F pozitiv Lebesgue mértékd halmazt
pozitiv mértékiibe visz. Méasrészt Fubini tétel miatt By x Bo pozitiv Lebesgue mértéki Borel halmaz, igy
F (B x Bs) is pozitiv Lebesgue mértéki mérhets halmaz. Mivel definici6 szerint F(B; x By) C S + 5, ezért
ebbdl az kovetkezik, hogy az S altal generalt csoport tartalmaz pozitiv mértékd mérhet§ halmazt.
Steinhaus tétele szerint ha H C R"™ pozitiv mértékid mérhet§ halmaz, akkor H — H tartalmaz gombdot.
Igy a fentiek alapjan az S altal generalt csoport tartalmaz korlapot, tehat S generatorrendszer. U

2. Megoldas: Legyen E C [0, 27) szogek olyan pozitiv mértéki Borel halmaza, melyek mindegyikéhez az
adott koriven S-beli pont tartozik. A Lebesgue stirtiségi tétel szerint az F halmaz majdnem minden pontja
stirtiségi pont, igy megadhatoak olyan azonos hosszu diszjunkt [a;,b;] C [0,27) i = 1,2,3 intervallumok,
melyek mindegyikében E strtisége tobb mint 2/3. Legyenek A; és B; az a; illetve b; szogeknek megfelels
pontok a koriven. Mivel az intervallumok egyforma hossztak, ezért az A; By és A By szakaszok parhuzamosak.
A striiségi feltétel miatt pozitiv mértékd mérhetd sok szoghoz tartozik olyan Xi, Xo € S pontpar az A
és By illetve Ay és By kozotti koriven, melyek altal meghatéarozott szakasz parhuzamos az A1 Bo és Ay B
szakaszokkal. Nem nehéz ellendrizni, hogy ezen szakaszok hosszai is pozitiv mérték mérhetd halmazt alkotnak.
Tehat az S altal generalt csoport tartalmaz A; By irdnyban pozitiv mértékid sok vektort.

Steinhaus tétele szerint ha H C R pozitiv mértékid mérhet§ halmaz, akkor H — H tartalmaz szakaszt.
Igy a fentiek alapjan az S altal generalt csoport tartalmaz Aj By irdnyban szakaszt, amibél kovetkezik, hogy
tartalmazza a teljes origon atmend A Bs irdnyud egyenest. Ugyanigy megkaphatjuk a teljes origdén atmend
A1 B3 irdanyu egyenest is. Mivel ezek kiillonbozd egyenesek, ezért S a teljes sikot generalja. O

10. Létezik-e f: R\ Q — R\ Q folytonos fiiggvény, melyre minden irracionélis szam Gsképének pozitiv
a Hausdorff-dimenzi6ja?

(Balka Richard, Elekes Marton, Kiss Viktor)
Megoldas (kititizok): Indirekt tegyiik fel, hogy létezik ilyen f.

Feltehetd, hogy f a (0,1) \ Q-n van definidlva: ehhez elég, hogy létezik olyan ¢: (0,1) — R lokalisan
bi-Lipschitz homeomorfizmus, mely az irracionélis szamokat irracionélisba, a racionalisakat racionalisba viszi
(lokalisan bi-Lipschitz leképezés tartja a Hausdorff-dimenziot). Ilyet konnyt talalni, vagy képlettel megadunk
racionéalis tortfiiggvényt, vagy végtelen tordttvonalat konstrualunk rekurzivan racionalis toréspontokkal.

Tekintsiik a graf lezarasat, ez legyen az F' zart halmaz [0, 1] X R-ben. Minden ¢ € Q-ra az F'¢ vizszintes
szekcid megszamlalhato, mivel csak racionélis pontja lehet a folytonossag miatt. Tehat az indirekt feltevésbdl
{y e R|dimy FY =0} = Q. Ismert, hogy Q nem G5 halmaz (azaz nem megszamlalhato sok nyilt halmaz
metszete).

Igazoljuk, hogy {y | dimy FY = 0} egy G5 halmaz, ami ellentmondés. Ismert, hogy A null Hausdorff-
dimenziés akkor és csak akkor, ha Holo/n(A) < 1/n minden n-re, ahol Holc{n az 1/n-dimenziés Hausdorff

elémérték atmérs-korlatozas nélkiil, azaz

HY™(A) = inf{z diam(Z;) /"

I, I, ... nyilt intervallumok, A C UIZ}

)

Elég tehat belatni, hogy {y { Héén(Fy) < 1/n} nyilt, hiszen a halmazunk ezek metszete.
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Ehhez elég megmutatni, hogy tetszéleges U C R nyilt halmaz és N > 0 esetén az Y = {y € [-N, N] |
FY ¢ U} halmaz zart. Mivel Y = {y € [-N,N] | (3z € R) z ¢ U, (z,y) € F}, ezért a kompakt F N (([0,1] \
U) x [=N, N]) halmaz meréleges vetiilete az y tengelyre épp Y, ami tehat zart. O

10.1. Megjegyzés: Hausdorff-dimenzi6 helyett pakolasi- vagy felsé box-dimenziéra pozitiv lenne a valasz a
feladat kérdésére.
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