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1. feladat. Legyen n,m € N; ay,...,a, € Z". Mutassuk meg, hogy ezen vektorok nemne-
gativ egész egyiitthatos linedris kombinaciéi pontosan akkor adjak ki a teljes Z™ racsot, ha
m > n és az alabbi két allitas teljesiil:

1) a vektorok nem esnek R™ egy origét tartalmazé félterébe (azaz nem esnek egy n — 1
dimenzids altér ugyanazon oldaléra),

2) az (ai,...,an) matrix (amely m x n tipusu, és az i-edik oszlopa a; mint oszlopvektor)
6sszes n X n-es minorai determinansainak (nem péronkénti, hanem egytittes) legnagyobb
kozos osztdja 1.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a
2% +5Y — 317 =nl!
egyenletnek csak véges sok megoldasa van az x, ¥y, z, n nemnegativ egészekre nézve.

3. feladat. Legyen I C R egy nemiires nyilt intervallum és f : I N Q — R olyan fiiggvény,
amely minden z,y € I N Q esetén teljesiti az

1 (P ) e ar () < s or (5 ) + 5w

egyenl6tlenséget. Mutassuk meg, hogy ekkor f folytonosan kiterjeszthetd I-re.

4. feladat. Legyen I a pozitiv valés szamok halmazanak egy nemiires nyilt részintervalluma.
Milyen paros n € N esetén 1éteznek olyan f : I — R injektiv és p : I — R pozitiv fiiggvények,
hogy minden x1,...,x, € I esetén

f<1 <371+n+xn n m)) _ @) f(@1) +- -+ plan) f(2n)

2 p(z1) + -+ p(zn)
teljestil?
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5. feladat. Legyen f(x) = M, hax € Rés f* = fo...of. Igaz-e, hogy Lebesgue
2 ——

n
majdnem minden z-re lim, o f"(x) = 17



6. feladat. Legyenek f és g 2m-periodikus integralhaté fiiggvények gy, hogy a 0 egy kornye-
zetében g(z) = f(ax) valamilyen a # 0-val. Igazoljuk, hogy f és g Fourier-sora egyszerre
konvergens vagy divergens a 0 pontban.
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7. feladat. Ha a k és n pozitiv egészek kettes szamrendszerbeli alakja rendre k = Z k2t és

=0
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n= g n;2°, akkor ezen szdmok logikai Gsszegén a
i=0

[e.9]
k‘@n:ZIki—m!Qi
i=0
mennyiséget értjiikk. Legyen N egy tetszOleges pozitiv egész, (cr)ren pedig egy olyan komplex
szamsorozat, melyre minden k£ € N esetén |cx| < 1 teljestil. Igazoljuk, hogy ekkor vannak
olyan C' és § pozitiv konstansok, hogy

N-1
1 A
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neN -

teljestil.

8. feladat. Igazoljuk, hogy egy 2-dimenziés Riemann-sokasdgon pontosan akkor 1étezik zérus
gorbiileti metrikus linedris konnexié, ha a Riemann-sokasig Gauss-gorbiilete felirhaté egy
vektormez6 divergencidjaként.

9. feladat. Egy adott n természetes szamra két jatékos véletlenszeriien (egyenletes eloszldssal)
valaszt egy kozos 0 < j < n szdmot, majd egymastdl fiiggetleniil mindegyikiik véletlenszertien
kivélasztja {1,2,...,n} egy j elemi részhalmazat. Legyen p, annak a valdsziniisége, hogy
ugyanazt a halmazt valasztottak. Igazoljuk, hogy

n
Zpk:2logn+2fy—l+o(1), (n — o00),
k=1

ahol v az Euler-féle konstans.

10. feladat. Tekintsiink egy érmét, amelyen a fej dobas valdszintisége p, ahol 0 < p < 1
rogzitett. Dobjuk fel az érmét tobbszor, a dobasok legyenek egymastdl fiiggetlenek. Jeldlje
A; azt az eseményt, hogy az i-edik, (i +1)-edik, ..., (i +m — 1)-edik dobédsok koziil pontosan
T az frds. T = 1 esetén szamoljuk ki a P(AyAs--- A,,|A1) feltételes valdszintiséget, T = 2
esetén pedig adjunk P(As Az - Ap|Ar)-re a + 2 + O (p™) alaki kozelitést, amint m — oo.
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