A 2021. évi Schweitzer Miklos Matematikai
Emlékverseny feladatai €s megoldasaik

1. feladat (Hajdu Lajos). Legyen n,m € N; ay,...,a, € Z". Mutassuk meg, hogy ezen vektorok
nemnegativ egész egyiitthatds linedris kombindciéi pontosan akkor adjak ki a teljes Z" rdcsot, ha
m > n és az alabbi két allités teljesiil:

1) a vektorok nem esnek R" egy origét tartalmazoé félterébe (azaz nem esnek egy n — 1 dimenzids
altér ugyanazon oldaléra),

2) az (ay,...,a,) mitrix (amely m X n tipusu, és az i-edik oszlopa a; mint oszlopvektor) 6sszes
n X n-es minorai determindnsainak (nem paronkénti, hanem egyiittes) legnagyobb k6zos osztdja
1.

Megoldas. (Hajdu Lajos) Sziikségesség. Mivel Z" dimenzidja n, igy m > n nyilvan sziikséges.
Az 1) feltétel is az, ugyanis ha a4, ..., a, egy origbt tartalmaz6 T féltérbe esnek, akkor ugyanez igaz
nemnegativ egész (sot, valds) egyiitthatds linedris kombindcidikra is. Végiil, haay, ..., a, nemnegativ
egész egyiitthatés kombindcidiként minden Z"-beli vektor el6éll, akkor persze a vektorrendszer gene-
rdlja Z"-et Z folott. Tekintsiik Z" egy tetszdleges (Z folotti) by, . . ., b, bazisdnak elbéllitasat ay, . . ., a,,
segitségével. Az e bazis vektoraibdl képzett matrix determindnsa +1, igy

m m

+1 =det(hy,...,b,) = det[ uf”ai,...,zuff”ai

i=1 i=1

a determindns additivitdsa miatt mutatja 2) sziikségességét is. (Itt az uE'i)—k a b; eldallitdsdban fel-

1épS egész egyiitthatok, és itt is oszlopvektor jelolést haszndlunk: a maétrixok oszlopai a megfeleld
oszlopvektorok.)

Elegend6ség. Az m > n feltételbdl és 1)-bdl kovetkezik, hogy Q" barmely vektora elééll ay, ..., a,
nemnegativ raciondlis egyiitthatokkal képzett linedris kombinaciéjaként. (Valéban, az ilyen alakban
(kipkombinacidként) el6allo vektorok véges sok féltér metszetében taldlhatéak, 4m mar maguk a
kiindul6 vektorok pozitiv racionélis skaldrszorosai sem teljesitik ezt a feltételt. Igy az egyetlen lehe-
t6ség az, hogy a kombinacidk halmaza Q".) Legyen

—a; = x(li)al +--- 4 xf,?am (1 <i<m),

ahol az xg.i)—k nemnegativ raciondlis szdmok. Legyen ¢ ezen egyiitthaték (pozitiv) kdzos nevezdje.
Ekkor _
—ta; = y(l’)al + e+ yf,?am (1<i<m),

ahol az y;i) -k nemnegativ egészek. Igy persze

—-a; = (t — 1)Cli + y(li)al + -+ y(i)am (1 < i < m)’

m

vagyis —a; (i = 1,...,m) eldall a vektoraink nemnegativ egész egyiitthatés kombinécidjaként. Eb-
bdl kovetkezben az ay, . . ., a,, vektorok dsszes nemnegativ egész egyiitthatés kombindcidi egy racsot
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alkotnak (Z" egy részracsat). Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy ez a rics a teljes Z". Ehhez
hasznaljuk a kovetkezé Lemmat, és annak egy kdvetkezményét.

1.1. Lemma (Cassels [1], Lemma 2, 15. oldal). Legyenek by, ..., by linedrisan fiiggetlen vektorok 7 -
ben (k < n). Ez a vektorrendszer pontosan akkor egészithetd ki Z" bazisdvd (Z folott), ha a (b, ..., by)
madtrix (a szokdsos jeloléssel) dsszes kX k-s minorai determindnsainak (mint rendszernek) legnagyobb
kozos osztoja 1.

1.2. Kovetkezmény. Egy egész elemii mdtrix pontosan akkor egészithetd ki (kizdrolag sorok vagy
kizdrolag oszlopok hozzdvételével) unimoduldris mdtrixszd, ha maximdlis rendii minorai aldetermi-
ndnsainak legnagyobb kozos osztoja 1.

A 2) feltétel és az 1.2 Kovetkezmény miatt az ay,...,a, vektorok "meghosszabbithatok" (azaz
m — n komponenssel kiegészithet6k) ugy, hogy az igy keletkez6 vektorok Z™ egy bazisat adjak (Z
folott). De akkor persze az eredeti ay,...,a, vektorrendszer sziikségképpen generdlja Z™ elsd n
komponensét, vagyis Z"-et (Z folott).

Tehat m > n esetén az 1) és 2) tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy a vektoraink nemnegativ egész
egyiitthat6s kombindacidi eldallitjdk Z"-et.

Hivatkozas. [1] J. W. S. Cassels, An introduction to the geometry of numbers, Springer-Verlag,
Berlin, 1959.

1.3. Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy a jellemzésben szerepld 1) feltétel helyettesithet ezzel a
feltétellel:

1’) Minden R"-beli nemnulla b vektorhoz taldlhat6 olyan i (1 < i < m), hogy (b,a;) < 0O teljesiil
(ahol (., .) a belsd szorzat).

2. feladat (Hajdu Lajos). Bizonyitsuk be, hogy a
2*+5Y-31*=n!
egyenletnek csak véges sok megoldasa van az x, y, z, n nemnegativ egészekre nézve.

Megoldas. (Hajdu Lajos) Vegyiik észre, hogy az egyenletnek nincs olyan x, y, z, » megoldasa, mely-
re n > 31 teljesiilne. Valéban, n > 31 esetén egyenletiinkbdl

2*+5=0,1 (mod 31)

addédna, aszerint, hogy z > 0 vagy z = 0. A fenti kongruencia viszont nem megoldhat6, hiszen 2
és 5 hatvanyai modulo 31 rendre 1,2,4,8,16 és 1,5,25. Igy egyenletiink erre a véges sok esetre
redukalddik:

2*+5 -31"=n! (0<n<30).

Azonban ezen egyenletek mindegyikének az exponencidlis diofantikus egyenletek egy klasszikus
eredménye szerint csupan véges sok megoldasa van (1asd példaul Evertse-Gyory [1] 132. oldalan
Theorem 6.1.3-at). Innen allitdsunk kozvetleniil adédik.

Hivatkozas. [1] J.-H. Evertse, K. Gy0ry, Unit equations in Diophantine number theory, Camb-
ridge University Press, Cambridge, 2015.



2.1. Megjegyzés. Sok szamoldssal valdsziniileg az egyenlet 6sszes megolddasa meghatarozhatd, meg-
felel6 modulusok segitségével, de ez nem tudl egyszerd.

O

3. feladat (Pales Zsolt). Legyen / C R egy nemiires nyilt intervallum és f : /1 N Q — R olyan
fliggvény, amely minden x,y € I N Q esetén teljesiti az

T ar() < oo+ 615+

4f(

egyenldtlenséget. Mutassuk meg, hogy ekkor f folytonosan kiterjeszthetd /-re.

Megoldas. (Pales Zsolt) Ertelmezziik egy tetszdleges g : I — R fiiggvény n-edrendii osztott diffe-
rencidjat az aldbbi képlettel:

, g(x;)
glxo, X1, ..., Xa] 1= ;
[ jeqo....ani(xi = X;)
ahol xy,...,x, az I intervallum paronként kiillonboz6 elemei. Az osztott differencidkra vonatkozo

alabbi lemma jol ismert, bizonyitdsa elemi és megtaldlhato pl. [1, Chapter XV, Lemma 2.6]-ban.

3.1.Lemma. Legyen 1 < n < mésuy < u; < --- < uy, tetszoleges I-beli elemek. Ekkor bdarmely
0<jo<ji << j, <mindexek esetén léteznek olyan c, . . ., c,,—, nemnegativ szdmok, hogy
m—n
glujy, ujy, ... u;,} Cigltis i1, . ., Uisn]

i=0
minden g : I — R fiiggvény esetén teljesiil.
Ezek utdn vegyiik észre, hogy a feladatbeli feltétel azzal ekvivalens, hogy f teljesiti az

3x+y x+y x+3y
4 7 27 4

flx oyl =0
egyenlGtlenséget minden 7 N Q-beli egymdstdl kiilonbozd x, y elemek esetén. A Lemmat felhaszndlva
megmutatjuk, hogy ekkor

Sxo, X1, X2, %3, X4] 2 0

minden / N Q-beli paronként kiilonbozd xo, x1, x,, X3, x4 elemekre is érvényes. Az osztott differencidk
szimmetridja miatt feltehetjiik, hogy xy < x; < x; < x3 < x4.

Legyen uy < u; < --- < u,, egy olyan I-beli raciondlis szamokbol 4116 szdmtani sorozat, amelynek
elemei kozott az xy, x1, X2, X3, x4 elemek megtaldlhatok, azaz vannak olyan 0 < j, < j; < jo < J3 <
Ja < mindexek, hogy x; = u;, hai € {0, 1,2,3,4}. Ekkor a Lemma szerint vannak olyan co, ..., Cy_4
nemnegativ szamok, hogy

m—4
Sflxo, x1, X2, X3, X4] = f[ujo, Uj,Uj,,Ujs, Mj4] = Z Cif Uiy Wis1, Uivo, Uin3, Uisa].
i=0

Kihasznélva, hogy az uy < u; < --- < u, szdmok szdmtani sorozatot alkotnak és felhaszndlva a
feladatbeli egyenl6tlenség osztott differencidkkal kifejezett alakjat lathato, hogy

3ui + Wips Wi+ Uips Ui+ 3Uljpy
4 ’ 2 4

Sl i, Wivo, Ui, uival = flu, JUipa| 2 0.
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Igy acy,...,cu4 szdmok nemnegativitdsa alapjan

m—4
S0, X1, X2, X3, X4] = Z Cif iy Uis 1, Uiva, Uir3, Uisa] 2 0.
i=0

A megoldds befejezd részében belatjuk, hogy ebbdl a tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy f Lipschitz
folytonos minden [a, b] N Q alakd halmazon, ahol [a, b] C 1.

Legyenek tehat a, b € I, a < b rogzitett (nem feltétlen raciondlis) elemek. Az I nyiltsagat kihasz-
nalva vélasszuk meg az u; < up < uz < aés b < v; < v, < vz rogzitett I N Q-beli elemeket. Ekkor
minden x, y € [a,b] N Q esetén

flxy,uuz,us] 20 & flx,y,v1,02,03] 2 0. (D
Az elsd egyenldtlenség részletesen kiirva azt jelenti, hogy

1( O () ) Z: fQw)
y—X\[T—up) [T (x—uy) (i = )i = y) T je,.. 30 (i — 1)

......

Az aldbbi képlettel megadott leképezés

n Suy)
[a, b1 3 (x,y) +> —
a XY lzzl (u; — x)(u; — y) Hje{l

angy (Ui — uj)

.....

folytonos [a, b]*-n, ezért alulrél korl4tos valamilyen C konstanssal. Ezért a fenti egyenltlenség alap-
jan minden x, y € [a, b] N Q esetén

1
(L2 1), o
y—x\Uy) U
ahol U(¢) := ;:10 —u;), hat € [a,b]. Ekkor U egy szigortian monoton névd pozitiv polinom [a, b]

felett. Igy U(a) < U < U(b), tovabb4 van egy olyan M pozitiv szdm, hogy |U’| < M az [a, b]-n. A
Lagrange kozépértéktétel alapjan azonnal adodik, hogy U Lipschitz tulajdonsagu [a, b] felett az M
Lipschitz modulussal. Az x = a helyettesitéssel a fenti egyenl6tlenség szerint

fy) 2 %f(a) +UWCly—a) = ——If( I =UWDICIb - a),
ami azt mutatja, hogy f alulrdl korlatos [a, b] N Q-n. Az y = b helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
U(x
fx) < ﬁf(b) +U)C(x - b) < |[fD)I+ UDICID - a),

ami pedig azt mutatja, hogy f feliilr6l is korlatos [a, b] N Q-n. Igy van egy olyan K > 0 szdm, hogy
lf(x)] < K, ha x € [a,b] N Q. Az eddigieket felhaszndlva, az (2) egyenlStlenségbdl x < y esetén
kapjuk, hogy

U -U U -U
ﬂw—ﬂmz—%%—EQ@Hmew—wz—iﬂ—iﬁwm—uwww—m
X) U(x)
My — ) (MK
> e K~ UB)Cly ) = L73+meﬂw x).

Az (1) alatti médsodik egyenl6tlenségbdl hasonld gondolatmenettel kapjuk, hogy

1(ﬂw_fuw
y—x\Vy) V)

> D, 3)



valamilyen D konstanssal, ahol V(¢) := ]'[;zl(t —v;), hat € [a,b]. Ekkor V egy szigorian monoton
csokkend negativ polinom [a, b] felett. Igy V(a) > V > V(b), tovabbd van egy olyan N pozitiv szdm,
hogy |V’| < N az [a,b]-n. A Lagrange kozépértéktétel alapjan azonnal adddik, hogy V Lipschitz
tulajdonsédgu [a, b] felett az N Lipschitz modulussal. Ezeket a tulajdonsdgokat felhasznélva x < y
esetén a (3) egyenlStlenségbdl kapjuk, hogy

V) -V V) -V

F) - f() < wf(x) L VDY - ) < ‘Mf(@' + V)DI(y 0

x) V(x)
Nly — x| _( NK _
< WK +|V(D)IID|(y — x) = (|V(a)| + |V(b)||D|)(!/ X).
Legyen végiil
MK NK
L= maX(U(a) +UGNCL o + |V(b)||D|).

Az eddigi becsléseket 6sszevetve nyerjiik, hogy f Lipschitz folytonos [a, b] N Q felett az L Lipschitz
modulussal.

A bizonyitas befejezd 1épése elemi. A mér igazolt Lipschitz tulajdonsagot kihaszndlva belathato,
hogy tetszbleges x € I és (r,) raciondlis tagi x-hez konvergdld sorozat esetén az (f(r,)) sorozat
Cauchy-sorozat, amelynek hatarértéke, amit g(x)-szel jeloliink, nem fiigg a raciondlis szdmsorozat
valasztasatol. Az igy definidlt g fliggvényrdl az is lathatd, hogy lokdlisan Lipschitz folytonos, tehat
folytonos is, €s hogy raciondlis x helyeken g értéke megegyezik f(x)-szel.

Hivatkozas. [1] M. Kuczma, An Introduction to the Theory of Functional Equations and Inequ-
alities, Prace Naukowe Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach, vol. 489, Panstwowe Wydawnictwo
Naukowe — Uniwersytet Slaski, Warszawa—Krakow—Katowice, 1985. O

4. feladat (Pales Zsolt). Legyen [ a pozitiv valés szamok halmazanak egy nemiires nyilt részinter-
valluma. Milyen péaros n € N esetén léteznek olyan f : I — R injektiv és p : I — R pozitiv
fliggvények, hogy minden xi,..., x, € I esetén

f(l(x1+---+xn N 'xl---xn)): P f(x) + -+ + pOa) f(x)

2 n p(x1) + -+ p(x,)

teljesiil?

Megoldas. (Borbényi Marton és Gaspar Attila megoldasanak néhany gondolatat felhasznalva)
Ha n = 2, akkor

2

1(x1+---+x,,

l(x1+x2 ) VXL + 4x)\?
+ Vxix2 :(—),

+ x| = =
n o x) AU 2

tehét a fiiggvényegyenlet teljesiil az f(x) := vx és p(x) := 1 képletekkel megadott fiiggvényekkel.

Megmutatjuk, hogy barmely n > 4 pédros szdm esetén a feladatbeli fiiggvényegyenletnek nincs
injektiv f és pozitiv p megoldésa.

Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy az egyenlet teljesiil valamilyen f-re és p-re és n = 2k
paros szdmra, ahol k > 2.

Legyen a tovdbbiakban x,y az I intervallum két kiilonb6zd eleme és z := %(ﬂ + \xy). Az

2
egyenletbdl az x; = - -+ = x; = x, illetve x;4; = - -+ = xp¢ = y helyettesitésekkel az kapjuk, hogy

1 1 e

o A3 ) R )
_ p(x) f(xy) + -+ + plao) f(xx) _ p) f(x) + p(y)f(y)
p(xy) + - + p(xa) p(X)+ply)




Ezek utan az x; = x, x, = y és x3 = --- = x,, = z helyettesitésekkel a fliggvényegyenletbdl, az el6z6
egyenldséget is felhaszndlva, azt kapjuk, hogy

lix+y+ -2z ,—\\ _ px)f(x)+py)fy) +(n—-2)p(2)[f(2)
5= ) = p(0) + py) + (11— 2)p(2)
_ (p) + p)f (@) + (n = 2)p(2)f(2) _ @)

p(x) + p(y) + (n —2)p(z) '

Mivel f injektiv, ezért innen az aldbbi egyenldséghez jutunk:

l(x+y+(n-2 .
_(x y+@n-2z /—xyzn_z)zz_

2 n

A z értelmez€sébdl adddik, hogy x + y = 4z — 2 4/xy. Ezt a fenti egyenl6ségbe helyettesitve, majd azt
atrendezve kapjuk, hogy

n
Ennek az egyenlGségnek a bal-, illetve jobboldala a (/xy, \/xy,z,...,z) szdm n-es szdmtani, illetve
mértani kozepe. Ezért az egyenlOség csak akkor teljesiilhet, ha /xy = z. Ebbdl a z értelmezése
alapjan azt kapjuk, hogy x + y = 2+/xy. Ez pedig csak x = y esetén teljesiilhet, ami ellentmond az
x és y valasztdsanak (t.i. annak, hogy x és y kiillonboznek egymdstdl). A kapott ellentmondds azt
igazolja, hogy a feladatbeli fiiggvényegyenletnek nincs injektiv f €s pozitiv p megoldésa. O

1 + cos(2mx)
2

hogy Lebesgue majdnem minden x-re lim,,_,, f"(x) = 1?

5. feladat (Buczolich Zoltan). Legyen f(x) = ,hax e Rés f" = fo..of. Igaz-e,
———

n

Megoldas. (Gaspar Attila megoldasa alapjan) Megmutatjuk, hogy majdnem minden x € R-re
lim, . f"(x) = 1. Tetsz6leges x val6s szdmra f(x) = f({x}), ezért elég a [0, 1]-en igazolni az 4l-
litast. f differencidlhat6 és f’(1) = 0, ezért valamilyen Ja, 1[ (0 < @ < 1) intervallumon f(x) > x.
Ellendrizhet6, hogy f(3/4) = 1/2 < 3/4. A Bolzano—Darboux-tétel miatt a [3/4, 1] intervallumon
f—idg felveszi a 0-t. Az f szigorian konkdv ezen a halmazon, ezért legfeljebb két ottani pontban
veheti fel. Mivel f(1) = 1, igy az el6bbiek miatt f|}3,41;-nak pontosan egy fixpontja van, mely legyen
1—-a(a €]0, 1/4]). Ekkor f(]1 —a, 1]) ]l —a, 1], az f]};_.1; monoton ndvd és f(x) > x (x €]1 —a, 1]).
Egyszer( érveléssel minden x €]1—a, 1]-re f"(x) — 1 (n — o0). Lathatd, hogy f(1-x) = f(x) (x € R).
Emiatt a [0, [ intervallumon is teljesiil, hogy f"(x) — 1 (n — o). Legyen A = [a, 1 — a], tovabba
A = (fl[o,l])‘l(A,,) tetsz6legesen adott n € N U {0}-ra. Ha x € [0,1] \ A,, akkor f"(x) a [0,1] \ Ay
halmazban van, amelyen az utébbiak szerint f*(f) — 1 (k — oo). Tehdt f"(x) +» 1 (n — o) csak
akkor teljesiilhet, ha x € "),”, A,. Igy elég azt megmutatni, hogy Mo A, nullmértékd.

Ellendrizhetd, hogy A, C (f |[0,1])‘1([O, 1 —a]) = Ay, amibdl indukcidval kapjuk, hogy A, C A,
minden n € N U {0}-ra. Lathato, hogy A;-et ugy kapjuk az Ay-bdl, hogy kivesziink beldle egy inter-
vallumot. Mivel az f monoton a ]0, 1/2[-en és az |1/2, 1[-en, (f I[o,l])‘l két monoton dgra bonthatd.
Indukcidval lathaté, hogy minden n € N U {0}-ra teljesiil, hogy az A,,-et gy kapjuk, hogy az A,
0sszes komponensébdl (ezek intervallumok) kivesziink egy intervallumot, €s az is igazolhat6, hogy a
kivett intervallumok az el6z6 1épésben kivettek f|jo1; dltali 6sképei. Tovabbd az is vildgos, hogy az
A, halmaz 2" darab diszjunkt intervallumbdl all.

Az f szigordan konkdv a [3/4, 1] intervallumon, ezért [3/4,1 — a]-n f" > W = 1. Ellen-
Orizhets, hogy f'(1/2 + x) = f'(1 — x) (x € R), ezért az [1/2 + a, 1 — a] intervallumon is teljesiil,
hogy f’ > 1. Az is lathatd, hogy (f|[1/2,1])_](A0) c[l/2+a,1—a], ezért |((f|[1/2,1])‘1)’| < 1 az Ag-on.
A kompaktsdg miatt van olyan ¢ € R, hogy az Ag-on |((f|n /2,1])‘1)’| < ¢ < 1. A szimmetria miatt
az 1s teljesiil, hogy [((flo.1 /2])‘1)’| < c az Ap-on. Az A,-ek komponenseit ezeknek az inverzeknek az



ismételt alkalmazdsaval kapjuk, ezért tetszélegesen adott n € N U {0} esetén A, minden komponense
legfeljebb ¢ hosszu.

Legyen I az A, egy komponense, és legyen J az A, ,; szdrmaztatdsakor /-bdl kivett intervallum.
Jelolje Iy az (fljo.1 /2])‘1(1) halmazt (ez az A,.,-nek komponense), és legyen Jo = (flo.1 /2])‘1(J). Ekkor
Jo az 1y-bol kivett intervallum. Legyen x, illetve y rendre |(fljo,1/2;)’| minimuma, illetve maximuma
I’-n. Vilagos, hogy A(I") < (1/x)A(I) és A(J") = (1/y)A(J), ezért

AU A x
A7) S Ay

Az In|(fljo.1/2))'l az AgN [0, 1/2]-en sima, ezért Lipschitz, ebbdl kovetkezik, hogy Iny—In x < KA(I) <
Kc" valamilyen K € R konstanssal. Emiatt

AJ") - A(J)

In > In
A" A

- Kc".

Ugyanez a gondolatmenet miikddik akkor is, ha Iy, illetve J, rendre az [, illetve J halmaz (f]; /2,1])“
altali képe. Igy indukcidval lathatd, hogy az A, tetszdleges I komponensére teljesiil, hogy

A0 A )
2 =M ) ZK

ahol Jy az Ap-bdl kivett intervallum. Vegyiik észre, hogy >, Kc¢" véges, mert 0 < ¢ < 1. Emiatt
van egy € > 0, melyre A(J)/A(I) > € tetsz6legesen adott n € N U {0} esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy
A(A, 1) S AA)( — &), ezért A(A,) = 0 (n — 00). ]

6. feladat (Totik Vilmos). Legyenek f és g 2n-periodikus integrdlhat6 fiiggvények ugy, hogy a 0
egy kornyezetében g(x) = f(ax) valamilyen a # 0-val. Igazoljuk, hogy f és g Fourier-sora egyszerre
konvergens vagy divergens a O pontban.

Megoldas. (Gaspar Attila) A g Fourier-sordnak az N. részletosszege a 0-ban

N
ap
SN:§+ZCI”,

n=1

ahol a, = % f_ 7; g(x) cos(nx) dx. Ellendrizhets, hogy ez nem véltozik, ha g(x)-et g(—x)-re cseréljiik.
Emiatt feltehetd, hogy a > 0.
Indukcidval lathato, hogy

1 (" sin ((N + %) x)

SN = =—

——9(x)dx
2 J_, sin §

(az x = 0 nullmértékd, ezért figyelmen kiviil hagyhatd). Az N = 0 eset trividlis, az N > 1 eset pedig a

: 1 . 1 X
sin ((N + 5) x) —sin ((N - 5) x) = 2sin 3 cos (Nx)

azonossigbol kovetkezik.
Legyen 0 < 6y < . A [—n, ] intervallumon

g = 9X1-60,00[ T 9X[-n.x1\1-60.00 -



2 2 9X [-n.7\]-60 .6 . 2 7 .
korldtos, ezért a =770 integrdlhaté. A Riemann-Lebesgue-

1
f sin ((N + —) x) g(x))c dx — 0,
[, 71\1=60.0[ 2 Sin 5

ha N — oo. Igy sy pontosan akkor konvergens, ha az

1 fdo sin ((N + %) x)

2 J_s, sin 3

A [-m, 7]\] — 69, Op[-0On az

1
. sin(x/2)
lemma szerint

SN g(x)dx

konvergens. Emiatt a konvergencia nem valtozik, ha g helyett gy)_s,s,(-Ta tériink at. Ha 0p-t elég
kicsinek valasztjuk, akkor a | -y, do[ intervallumon g(x) = f(ax). Az f helyett hasonléan attérhetiink
FX1-as,.a0,1-Ta. Tehat feltehetd, hogy g(x) = f(ax) mindenhol, és egy tetsz8legesen kicsi intervallumon
kiviil mindkett O.

Mivel f és g szerepe felcserélhetd elég azt beldtni, hogy ha g Fourier-sora konvergens 0-ban,
akkor f-€ is. Vezessiik be valds u esetén az

L9

Sy, = —
2 sin 3

jelolést (ez pozitiv egész u-ra ugyanaz, mint eddig). Megmutatjuk, hogy ha sy konvergens, akkor s,
is, ha u — oo.

Legyen € > 0 és legyen 6 > 0 olyan kicsi, hogy ﬁ; |f] < e. Legyen u tetszdleges valds, és legyen
N = |u]. Ekkor a hdromszog-egyenlStlenség miatt

1 fsin((u + %) x) — sin ((N + %) x)

Sy — S| = 7 i f(x)dx| <
2
. l _ . l
. 2i sin ((u + 2) x). ill’l ((N + 2) x) SOl it
mJs sin §
b f Mﬂ@ dx + f Mf(x) .
2 R\]-6,6[ N 5 T R\]-6,6[ Sin )

A 0-nak egy kornyezetében |sin 3
folytonossdga miatt

sin ((u + %)x) — sin ((N + %) x)

1 X
Sin )
ﬁ
FXR\I-60.50!

Feltehet6, hogy f a [-mr, w]-n kiviil 0, ezért ==& integralhato. A Riemann-Lebesgue-lemmaébol
kovetkezik, hogy elég nagy u esetén a mdsik két integrédl abszolut értéke legfeljebb . Ezzel megmu-
tattuk, hogy

> %, feltehetd, hogy ezen kiviil az f nulla. A szinusz Lipschitz-

. '(u+ %)x—(N+ %)x‘

= 4u—N| < 4

|x]
4

és ezért
sin ((u + %) x) — sin ((N + %) x)

f X
SlI'l2

lf(x)ldx < f4|f(x)| dx < 4e.
-

| |<48+8+8 6¢
S, —Sy| £ —+—+ — = —,
M=or"2r 2n 2rm

tehat s, — sy — 0, ha u — oo.



Legyen

1 sin ((N + %) y)

— d
2 sin % F@)dy

az f Fourier-sordnak a részletosszege. Az y = ax helyettesitéssel

_ ifsin(a(N+%)x) sin((u+%)x)

1
! dx=— | ———~ dx,
SN o Sin @ g(x)adx 27rf — —9()adx

sin %
ahol u = a(N + %) - % Lathato, hogy

, 1 ) 1 1 1
Sy = Sy = o sm((u+ E)x)(sin%‘ - asin%)g(x)adx'

L
SN—

A 0 koriil sinx = x + O(x?), ezért

in X _qip & 2
1 1 asin; —sin 3 ()(x)_ol
- ax - x - ax X ~ 2 = ()’
sin <= asins sin = - asin 5 ax
2 2 2 2 5

vagyis a fenti kiillonbség a 0-nak egy kornyezetében korldtos. Feltehets, hogy a g ezen a kornyezeten
1 1

kiviil 0, ezért

r ) g(x) integrdlhat6. Ha N — oo, akkor u — oo, ezért a Riemann-Lebesgue-

sin 5 asin 3
lemma kovetkeztében s, — sy — 0. Emiatt s}, = s, — (s}, — s,) is konvergens. m|
7. feladat (Gat Gyorgy). Ha a k és n pozitiv egészek kettes szamrendszerbeli alakja rendre k =

(o)
Z k2' ésn = Z n;2', akkor ezen szdmok logikai 0sszegén a
i=0 i=0

kean:Z|k,~—n,~|2"
i=0

mennyiséget értjiik. Legyen N egy tetszdleges pozitiv egész, (ci)ren pedig egy olyan komplex szam-
sorozat, melyre minden k € N esetén |c;| < 1 teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor vannak olyan C és ¢
pozitiv konstansok, hogy

f 1

sup —

[~ m]X[~m,x] n<N N
neN

Megoldas. (Gat Gyorgy) Belatjuk, hogy az egyenlStlenséget elég olyan esetekben beldtni, amikor
N egy kett6 hatvany.
Legyen ugyanis A olyan egész, hogy 24! < N < 24, valamint

N-1

Z i plkx+(kan)y)

k=0

d(x,y)<C-N°

teljestil.

- ¢, hak<N
Cr =
“7 1o, haN<k
Ekkor
1 N-1
1(kx+(kdn)y)
sup — cre d(x,y)
\J[.—ﬂ,ﬂjz N>n£)N N ;
1 241
_ ~ _i(kx+(k®n)y)
= sup — Cre d(x,y)
f[;n,n]z N>ngN N kZ:O

24-1

1
<2 f sup = | » & “rE N d(x, y)
[ 2

A
—7'(,71]2 2A>n€N 2 k=0

<C2™ <CN,



ha 2 hatvanyokra mdr igazoltuk az allitast. Tehat be kell latnunk, hogy alkalmas C és 6 > 0 esetén

barmely A € N esetén:
f 1
sup —
[-7,7]? 2A>neN 24

Az adott fiiggvény L'-norm4jat becsiiljiik feliil az L*-norm4jdval: (Megjegyezziik, hogy az L>-norméval
valé fels6 becslés ,,nem vezet eredményre”.)

/ :
sup —
[-7.7]? 24>neN 24

f sup
[-7.7]? 2A>neN

241

Z e o (kx+(keny)

k=0

d(x,y) < C2™,

241

Z cr ol kx+(kenyy)

k=0

d(x,y)

4 1/4

241

1
1(kx+(kdn)y)
—2 " E cre
k=0

d(x, y)]

4 1/4

Cr et(kx+(k®n)y)

IA
T D
a
2,
S
o

d(x, y)]

1/4

. Z Z LB =D (ke —(lem)+(sm—(EmDw) g 1
~aA . ,
s -]

1/4

—
| =
[3%)
>
|
—_
NS}
> |l
|
—_
&)
>
|
—_
[\e]
> |l
|
—_
)
|
—_

i CkElcsEtBk,l,s,t,n)
n=0 k=0 1=0 s=0 1=0

A trigonometrikus rendszer ortogonalitdsa miatt By, vagy nulla vagy 4x%. Tovébb4 nem nulla
pontosan akkor, ha

k—l+s—t=(keoen—-(Idn)+(sdn)—(tdn) =0.

Azaz,t=k—-1+s,
k=Il+s)yen=(ken)—(dn)+ (sdn).

Legyen k;, [;, s;,n; a k, 1, s, n természetes szamok kettes szamrendszerbeli felirdsanak i-edik koordina-
tdja (i = 0,1,...). Blokkositsuk ezeket a 0, 1 sorozatokat otosével. (Vagyis vegyiink ki 6t elemd
blokkokat). Azaz, legyen:

koy := (koa, ko3, ko2, ko1, ko) := (ka, k3, ko, ki1, ko),
ce k(a) = (ka,4’ ka,3’ ka,Za ka,l , ka,()) = (k5a+4’ k5a+3’ k5a+2’ k5a+l’ kSa),

ahola =0,...,[A/5] — 1. Hasonl6képp képezziik az ), s, n) blokkokat is. Tegyiik fel, hogy van
olyana € {0,...|A/5] — 1}, hogy

k@ =(1,0,0,0,1), I =(0,0,1,0,0), s =(0,0,0,0,0), neg =(0,0,1,0,0).
Mi lesz ebben az esetben a k — [ szdm a-adik blokkjaban? (k — I),) = (0,1,1,0,€), ahol € € {0, 1} a
k és az | szamok a-adik blokkndl kisebb indexii blokkjaiban (ha van ilyen) 1év6 koordinatéitdl fiigg.

Ugyanilyen alapon k — [ + s a-adik blokkja:

(k=14 5), =1(0,1,1,9,8),

10



ahol a 6,€ € {0, 1} szdmok a k — [ és az s szamok a-adik blokkndl kisebb indexii blokkjaiban (ha

sz

van ilyen) 1év8 koordinat4itdl fiiggnek. Mivel a & mivelet (amelyre nézve a {0, 1,...24 — 1} halmaz
csoport) koordindtanként ,hat”, igy

(k=1+s)®n), =(0,1,0,0,€).
Tovébba,
(k®n), =(1,0,1,0,1), (I&n), =(0,0,0,0,0), (s&n)y =(0,0,1,0,0).
A kordbbi mddszer és jelolés alapjan
(ken)—(U®n))a=(1,0,1,0,¢), (k&n)—(Idn)+(s®&n))y =,1,0,0,,§),

ahol 01, € € {0, 1}. Azaz, ebben az esetben (k®n) — (I®n) + (s®n) és (k— [+ s) + ®n a-adik blokkja
nem egyezik meg, igy nem egyenldk, és ezért By, ,, = O ezekben az esetekben. Kovetkezésképp,
ha azt akarjuk, hogy By, = 4n? legyen és nem nulla, akkor teljesiilnie kell, hogy ¢ = k — [ + s.
Tovébba, k, [, s,n |A/5] szamu blokkja kozott nem fordulhat el

kw = (1,0,0,0,1),l = (0,0, 1,0,0), 5 = (0,0,0,0,0), ne = (0,0,1,0,0).

Adott a esetén az ilyen tulajdonsagu blokkok szama 22° — 1. Ez barmelyik legaldbb A/5 — 1 szdmi
blokk esetében elmondhato, igy a lehetséges k, [, s,n négyesek szdmara a kovetkezd felsd becslés

adodik: A5t AJs
(20 -1)" 2 <c(2-1)".
Haszndlva, hogy |cc;c,¢;| < 1 adddik, hogy

24-124-124-124-124-1 174

Z% Z Z Z Z Z CkCiCsCiBl s

n=0 k=0 [=0 s=0 =0

1/4
< C(Z% (2 - 1)A/5) - C((l - 2—20)1/2°)A.

Tehat (példdul) 6 = 55 log,(1/(1 — 272)) egy megfeleld valasztas. o

8. feladat (Vincze Csaba). Igazoljuk, hogy egy 2-dimenzids Riemann-sokasdgon pontosan akkor 1¢-
tezik zérus gorbiileti metrikus linedris konnexio, ha a Riemann-sokasdg Gauss-gorbiilete felirhato egy
vektormezd divergencidjaként.

Megoldas. (Vincze Csaba) Jelolje a Riemann-metrikat y(X, Y) = (X, Y).
1. 1épés: Ismert, hogy egy metrikus linedris konnexiot egyértelmtien meghataroz a torziétenzo-
ra. Alkalmazva a Christoffel-féle eljarast, a Koszul-formula altaldnos alakja egy V metrikus lineéris

konnexiora:
(VxY¥,Z) = 1/2- XY, Z)+Y(Z X)-Z(XY)

(X, TY,2))+ (X, T(Z, X)) +(Z, T(X,Y)) 4)
— (X[ ZD) + (Y [Z, X]) +(Z, [X, Y])).
2. 1épés: Vegyik észre, hogy egy 2-dimenziés sokasdgon minden linedris konnexié szemi-

szimmetrikus, azaz torzidja a
T(X,Y)=p(N)X - p(X)Y )

alakba irhat6 valamilyen alkalmasan vélasztott p 1-forma segitségével. Valdban,

T(X,Y)

T(X'0;,Y0)) = X'YIT D, = X'Y2TH,0, + X2Y'T5 0,
= (X'V2 - X2YNTho = (X'Y2 = X2Y") (T10) + Tho,).

11



mig

PINX =p(OY = p(Y'a)X*G = p(X'I)Y*0y = (pY'X* = piX'Y) 0,
XY = X'Y2)10, + (X'Y? = X2Y)0,0;

(X'Y? = XYY (0201 — p102)

ahonnan p; = -T}, = T3, és p» = T,.
3. 1épés: Vessiik 6ssze a V metrikus linedris konnexiét a metrika kitiintetett V* Lévi-Civita kon-
nexidjaval. Ha V torzidjat az (5) alakba irjuk, akkor a két konnexi6 kozotti kapcsolat:

Vx¥ = VY + p(Y)X — y(X, Y)p, (6)
ahol p* ay (pﬁ, X) = p(X) formuléval értelmezett dudlis vektormezd. A (4) formula szerint ugyanis
(VXY Z) = 172- (XY, Z) + Y(Z,X) - Z(X, V) = (X, [L.Z]) + (Y, [Z, X]) +{Z, [X, Y])),

ahonnan {
(VxY,Z) - (VY. Z) = 5( (X, T(Y,2)) + (Y, T(Z, X)) +(Z,T(X,Y))).

Kihasznalva, hogy V torzidja (5) alaku, egyszerl helyettesitéssel adodik a (6) formula.
4. 1épés: Tovabbi direkt szdmitdsokkal' hasonlithat6 dssze a két linedris konnexié gorbiilete:

RX.Y)Z — R*(X,Y)Z =
((%3) @ = pC0p@) + ¥ X 2 [ ¥ + X0V 230 + 9(X, )V 308 @

- ((V;p) (2) - p(V)p(Z) + y(Y, Z) ||pﬁ||2)X - p()y(X, 2)p* = y(Y, Z)Viph.

5. 1épés: Rogzitsiink egy p pontot a sokasagon és valasszuk meg ugy az X, Y vektormezdket,
hogy ortonormalt bazist alkossanak a p pontbeli érintdtérben. Elvégezve a Z = Y helyettesitést a (7)
formuldban és véve mindkét oldal belsd szorzatat X-szel,

(RO, V)Y, X) = (R'(X, )Y, X) = p2(X) = (Vi) (1) + p2(1) = [|oF]|” = (V3. X),

azaz
—(RX, VY, X) + K" = (V;;pﬂ, X> + (V;pﬂ, Y> :

ahol a jobb oldal éppen a p¥ vektormezé divergencidja:
—(RIX, V)Y, X) + " = div'pF.
Innen pedig rogton adodik az allitas. O

9. feladat (Totik Vilmos). Egy adott n természetes szdmra két jatékos véletlenszerlien (egyenletes
eloszlassal) vdlaszt egy kozos 0 < j < n szdmot, majd egymastdl fiiggetleniil mindegyikiik véletlen-
szerlien kivalasztja {1,2,...,n} egy j elemi részhalmazat. Legyen p, annak a val6szintsége, hogy
ugyanazt a halmazt vdlasztottdk. Igazoljuk, hogy

Zpk =2logn+2y—1+0o(l),  (n— o),

k=1

ahol y az Euler-féle konstans.

!Szamolastechnikailag egyszeriisiti a helyzetet, ha olyan X és Y vektormezdket vilasztunk, melyek Lie-zar6jele zérus.

12



Megoldas. (Totik Vilmos) Mivel
"1
Y c=lhnty+o(l),  (n- ),
k=1 k

az allitas kovetkezik, ha megmutatjuk, hogy

i(pn_nil):L

n=1

A jelemszam (n + 1)-féleképpen vélaszthatd, igy nyilvan

ezértn > 2-re

n = l-re ez a kiilonbség 0. Igy a kérdéses végtelen Gsszeg
i"‘l 1 (n+1)_]_ii 1 (n+1)_]
n=2j=1j+1j+1 j=1n=j+1j+1j+1

[rjunk n helyére j + 1 + -t (t € N U {0}) és hasznaljuk fel a

(j+1+t+1)_1_j+1(t+j+1)_1 j+1(t+j+2)_1

Jj+1 J J J J

azonossdgot, amibdl

00 -1 . . -1

Z(n+1) _]+1(]+1) _1

PaRVES jo\J j

Igy a kérdéses osszeg

= 1
27+~ !

J=1

9.1. Megjegyzés. Viszonylag sok eredmény ismert a binomidlis egyiitthatok reciprokisszegérdl, pél-

ddul az aldbbi azonossdg:
n -1 n
1 n 1 2"
n+1;(j) _5;r+1'

Ennek felhaszndldsdval még konnyebben megoldhato a feladat. Imolay Andrds és Kovdcs Benedek is
igy jart el.

O

10. feladat (Fazekas Istvan). Tekintsiink egy érmét, amelyen a fej dobds valdszintisége p, ahol 0 <
p < 1 rogzitett. Dobjuk fel az érmét tobbszor, a dobédsok legyenek egymadstdl fiiggetlenek. Jelolje A;
azt az eseményt, hogy az i-edik, (i + 1)-edik, ..., (i + m — 1)-edik dobdsok koziil pontosan 7" az irés.
T = 1 esetén szamoljuk ki a P(A,A; - - - A,»|A,) feltételes valdszintiséget, T = 2 esetén pedig adjunk
P(A>As -+ AyA)re a+ £ + O (p™) alakd kozelitést, amint m — oo.
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Megoldas. (Gaspar Attila) Jeloljiik n,-val azt, hogy a k., ..., (k+m—1). dobdsok koziil hany darab
iras. Ekkor A, = {n, = T}.

Ha T = 1, akkor az m = 1 esetben trividlis, hogy a vdlasz 1. A tovadbbiakban feltessziik, hogy
m > 2. Az A, feltétel mellett van olyan i, hogy az els6 m dobds koziil csak az i. irds. Vildgos, hogy i
diszkrét egyenletes eloszldsd. A tovabbiakban azt is feltessziik, hogy az i-t ismerjiik, ekkor az elsd m
dobast is tudjuk, a tobbinek pedig nem valtozik az egyiittes eloszlasa.

Ha i = 1, akkor n, < 1, ezért ha A, bekovetkezik, akkor n, = 0. Mivel az n; legfeljebb 1-gyel
valtozhat, ha a k-t noveljiik, az Ay---A, pontosan akkor kovetkezik be, han, = --- = n, = 0, ami
ekvivalens azzal, hogy az (m + 1).,...,(2m — 1). dobds fej. Ennek p™ a val6szintisége.

Ha2 <i<m-1,akkor 1 < n, <2, ezért az A, bekovetkezésekor az n, = 2, vagyis az (m + 1).
dobads irds. Ennek 1—p a valdszinlisége. A tovabbiakban feltessziik, hogy az (m+1). dobds irds. Ekkor
2<n <...<n,ezért A,---A, bekdvetkezik. Ahhoz, hogy az A;.1 is bekovetkezzen, sziikséges,
hogy n;;; > 2 legyen, ebben az esetben 2 < n;y; < ... < n,, igy az A -+ - A, bekovetkezik. Az
niy1 < 1 pontosan akkor all fenn, ha az (m + 2).,..., (m + i). dobas fej, ennek pi‘] a valoszintisége.

Ha i = m, akkor is sziikséges, hogy az (m + 1). dobas iras legyen, de elégséges is, mert ekkor
2<n, <...<n,.

Ezzel megmutattuk, hogy

P, hai=1
PA, A, |ALD) =31 -p)1-p~"), ha2<i<m-1
(1-p), hai=m,
ahol Ay, i az az esemény, hogy az i., (i + 1)., ..., (i+ m — 1). dobasok koziil pontosan az i. irds. Ebbdl

kovetkezik, hogy

— 1 —  —
Pmy~Aqu=EZy%%~AwAbo=
1 m—1 .
=%bﬂ*+2;a—pXqu5+a—pﬂ:

_l m—1 “« i il _ _ —
—m& +;w P+ m-1( ﬂ—

1 2pm 1 - 1
= —@p" ! = p+m-D(1-p)=1-p+L
Tehata T = 1 esetben
P A A= 1, ham=1,
LT —p e 2 ham>2,

A T = 2 esetben az A, feltétel mellett az els6 m dobds koziil az i. és j. irds, ahol i < j. Az {i, j}
most is diszkrét egyenletes eloszlasud. Feltessziik, hogy i-t €s j-t ismerjiik.
Hai =1, akkor 1 < n, < 2, ezért az A, bekovetkezésekor n, = 1. Az n; legfeljebb 1-gyel véltozik,

ezért most is teljesiil, hogy n,,...,n, < 1. Azn; < 1 feltétel miatt az (m + 1).,...,(m + j—1). dobds
fej, ennek pila valészintisége. Ha j < m, akkor az n,, < 1 feltétel miatt az (m + j).,...,(2m — 1).

dobdsok kozott legfeljebb 1 irds van. Ennek p™~/ +(m— j)p™~/~1(1—p) a val6szintisége. Ellendrizhetd,
hogy ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor az A, - - - A,, bekovetkezik. Ha j = m, akkor nincs tovabbi
feltétel, de vegyiik észre, hogy az el6z6 képlet ebben az esetben is helyes eredményt ad.

Ha2 <i <m—1, akkor 2 < n, < 3, ezért csak n, = 3 lehet, vagyis az (m + 1). dobds irds, ennek
(1 = p) a valoszintisége. Ekkor 3 < n, < ... < ny,n;yy > 2, ezért az (m + 2).,...,(m + i). dobdsok
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kozott legaldbb 1 frdsnak kell lennie. Ennek 1 — p™' a valészintisége. Ekkor 2 < njy; < ... < n,. Ha
j = m, akkor ellendrizhets, hogy ez mér elég ahhoz, hogy A, - - - A,, bekivetkezzen. Ha j < m — 1,
akkor teljesiilnie kell annak is, hogy nj.; > 3, ésezelég, mert3 < nj, < ... < n,. Ez csak akkor nem

teljesiil, ha az (m +2)., ..., (m + ). dobasok kozott pontosan 1 irds van, és az (im+i+1).,...,(m+ j).
dobdsok mindegyike fej. Ennek (i — 1)p~2(1 — p)p’/~' a valészintisége.
Tehat
p "+ (m = jp" (1 = p)), hai=1
PAy- A | A, j) = (1= p)(1 = p' = (i = Dp™(1 = p)p’™), ha2<iésj<m
(1= p)d = pih, ha2 <iésj=m

ahol Ay, i, j az az esemény, hogy az i., (i + 1)., ..., (i + m — 1). dobdsok koziil pontosan az i. és a j.
iras. Az i = 1 esetben

P(Ay-+- Ay | Aryi, j) = p™ ' + (m = j)p™ (1 = p) = O(mp™),

ezért .
D B4y | Avi, j) = Omp™.
j=itl
Ha2 <i<m-1, akkor
D PAy Ay | A ) =
j=i+l
m—1
=(m—i)(1-p)(1-p~)—-(1-p) Z (i—1)(1-pp~=
Jj=i+l

m—1
=(m-)H1-p(A-p~H-0-pi-1) Z (P2 = pily =

j=i+l
= (m=d(1=p)A=p~) =1 =pi-Hp~" -p"h =
= (1= p)(n=i)= (m=1)p"") + O(mp™).

Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy

P(Ay--- A, | A) =

m—1 m

= I)ZZHAZ Al Arij) =

i=1 j=i+1

=2 [O<m2pm>+2<1—p>((m—z>—<m Dp"™") + O(mp™ )))

m(m 1)

2 . .
=— (0<m2p'"> +(1- p)Z (m—i) = (m - 1)2 ™ - pl)] =
i=2 i=2

m(m—1)
2 -2 -1
- (0<m2p’"> v -pmDm = - p’"—‘)) _
m(m —1) 2

2
=1-p-Z+00p".
m
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