A 2018. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny feladatai
2018. oktéber 26. — 2018. november 5.

1. Legyen S C R zart halmaz és f : R?® — R folytonos fiiggvény. Definialjunk egy G grafot az
alabbiak szerint. A graf cstucsai azon z € R™ pontok, amelyekre f(z,x) ¢ S. Az z,y € R" csticsokat
akkor és csak akkor kotjik ossze éllel, ha f(x,y) € S vagy f(y,z) € S. Igazoljuk, hogy a G graf
kromatikus szdma megszamlalhato.

2. Egy F halmazcsaladot igazdn rendesnek hivunk, ha tetszéleges A, B € F esetén létezik olyan
C' € F halmaz, melyre AUB =AUC = BUC. Legyen

f(n) = min {rﬁla}( |A| : F igazan rendes és | U F| = n} ,
(S

Igazoljuk, hogy az f(n)/n sorozat konvergens, és hatarozzuk meg a hatarértékeét.

3. Egy n x n-es matrixot jolfésiiltnek hivunk, ha minden eleme 0 vagy 1, és nem tartalmazza az
10 . , f s ) -

(0 1) maéatrixot részmatrixként. Léassuk be, hogy van olyan ¢ > 0 konstans, amelyre teljesiil, hogy

barmely n x n-es jolfésiilt métrixnak van olyan, legalabb cn X cn-es részmatrixa, melynek minden

) matrixot részméatrixként. )

eleme egyforma. (Egy jolféstilt matrix tartalmazhatja a ((1) (1)

4. Legyen P egy véges ponthalmaz a sikon, melyre teljesiil, hogy barmely két pontjanak tavolsiga
egész szam. Lassuk be, hogy P pontjai szinezhetGek hédrom szinnel dgy, hogy barmely két azonos
szind pont tavolsaga paros legyen.

5. Tetsz6leges n természetes szamra legyen
k
fn)=>_p",
pln
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6. Bizonyitsuk be, hogy ha a egész szam, és d pozitiv osztéja az a* + a® + 2a® — 4a + 3 szamnak,
akkor d negyedik hatvany modulo 13.

7. Hatarozzuk meg azokat az f : {0,1}" — {0, 1} fiiggvényeket, amelyek teljesitik az

f(fla, a1z, ... a1m), flaar, ag, ... azn), - o, f@n1; Gn, - - -, Gnn))
= f(f(alb a1, - - - 7a’n1)7 f(a127 a2, . . . 70%2)7 ce f(alTU A2py - - - 7a7m))
egyenlGséget az a;; € {0,1} (4,5 =1,2,...,n) elemek tetsz6leges valasztasa mellett.

8. Létezik-e olyan szakaszonként linedris, folytonos, sziirjektiv f : [0,1] — [0, 1] leképezés, amelyre
f(0) = f(1) =0, és minden pozitiv egész n-re

2,0001"719 < P (f) < 2,9999(+10)

teljesiil, ahol P,(f) az olyan = pontok szama, amelyekre f(... f(z)...) =z 7
—

n



9. Legyen f : C — C egészfiiggvény, és tegyiik fel, hogy a derivaltakbol allo ™ fiiggvénysorozat
pontonként konvergens. Bizonyitsuk be, hogy ekkor alkalmas C' komplex szammal f™(z) — Ce?
pontonként.

10. Adott a 3-dimenzi6s hiperbolikus térben a P sik és négy kiilonboz6 egyenes: az a; és ay egyenesek
merdlegesek P-re, az r; és ry egyenesek pedig nem metszik P-t, és tavolsdguk P-t6l ugyanakkora.
Jelolje 1 = 1,2 esetén S; azt a forgasfeliiletet, melyet tgy kaphatunk, hogy r;-t korbeforgatjuk a;
koriil. Mutassuk meg, hogy S; és Sy kozos pontjai lefedhetSk két sikkal.

11. Egy m-dimenziés sima sokasdgot parallelizdlhaténak neveziink, ha van rajta m darab sima
érinté vektormezs, melyek minden pontban linearisan fiiggetlenek. Bizonyitsuk be, hogy ha M
egy zart, iranyithato, 2n-dimenzios, 0 Euler-karakterisztikdju sima sokasag, mely immertalhato egy
parallelizalhato (2n + 1)-dimenzioés N sima sokaségba, akkor M maga is parallelizalhato.
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A Schweitzer Miklos Emlékversenyen részt vehetnek mindazok, akik a verseny megrendezésekor
Magyarorszagon vagy magyar allampolgarként kiilfoldon valamely egyetem, féiskola hallgatoi, vagy
kozépiskolai tanuldk, vagy a verseny megrendezésének évében szereztek egyetemi, fGiskolai oklevelet.
PhD-hallgatok csak akkor vehetnek részt, ha egyetemi, fGiskolai diploméajukat a verseny megren-
dezésének évében szerezték. A versenybdl ki vannak zarva azok, akik a verseny megrendezésének
événél korabban MSc-szintd oklevelet szereztek matematikus, alkalmazott matematikus, informati-
kus, programtervezé matematikus vagy matematika tanéari szakon akar itthon, akar kiilféldon.

A feladatok megoldasara a versenyzdk idén 10 napot fordithatnak. A megoldasokat magyar nyel-
ven, jol olvashatoan, lehetSleg gépelve vagy tintaval, feladatonként kiilén papirra irva, tovabba a
versenyzdk nevének, évfolyamanak, végzettségének, pontos lakcimének és e-mail cimének feltiinteté-
sével 2018. november 5-én (hétfén) magyar idé szerint 12.00 oraig

o személyesen lehet benyijtani (az atvétel idépontjat igazoljak) az ELTE Matematikai Intézeté-
nek titkarsagan (Budapest XI. keriilet, PAzmany Péter sétany 1/C, 3-510-es szoba)

e vagy ugyanezen idépontig ajanlottan postdra kell adni a versenybizottsiag cimére:

ELTE Matematikai Intézet, Keleti Tamas
1117 Budapest, Pazmany Péter sétany 1/C

e vagy elektronikusan PDF formdtumban a kiss.viktor@renyi.mta.hu cimre.

Mas 1ton, illetve kés6bben beadott megoldasokat a versenybizottsdg nem vesz figyelembe.

A versenyzOk tetszés szerinti szamu kitiizott feladat megoldasat nyajthatjak be. A verseny nyer-
tesei kozott a Tarsulat Schweitzer Miklos dijakat oszt ki.

A feladatokat a versenyzoknek onalloan kell megoldaniuk. T6bb versenyzd egyiittmiikodése nincs
megengedve. Az internet hasznalata csak passziv moédon engedélyezett, azaz keresni szabad, de
barmilyen féorumon barmilyen kérdést feltenni tilos. Ha a versenybizottsag tudomaésara jut, hogy
valamelyik versenyzd ezt a kovetelményt megszegte, az illetét a versenybdl kizarja.

Arra kériink mindenkit, hogy a versenyzknek semmilyen segitséget ne nyujtson a matemati-
kai feladatok megoldasédhoz, s veliik semmiféle eszmecserét se folytassanak a feladatok megoldéasaval
kapcsolatban a beadasi hatarids lejartaig. Kérjiik tovabba, hogy amennyiben ilyen természetd sza-
balytalansag elkovetése jut barki tudoméasara, haladéktalanul jelezze ezt a versenybizottsagnak a fenti
cimen.

A megoldésokat november 8-an, csiitortokén 16:00 6ratol az ELTE Déli Tomb 3-110 teremben
megbeszéljiik. A verseny eredményhirdetése varhatéan december 12-én 14:00 érakor a Rényi Intézet
Nagytermében lesz (1053 Bp., Reédltanoda utca 13-15.). Mindenkit 6rommel latunk!

Tovabbi informéacié a http://www.bolyai.hu/schweitzer.htm oldalon talalhato.
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