Jelentés a 2018. évi Schweitzer Miklos Matematikai
Emlékversenyrél
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A 2018. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny feladatainak

megoldasa

1. feladat. Legyen S C R zart halmaz és f : R?® — R folytonos fiiggvény. Definidljunk egy G
grafot az aldbbiak szerint. A graf csucsai azon x € R"™ pontok, amelyekre f(x,z) ¢ S. Az x,y € R"
cstcsokat akkor és csak akkor kotjiik ossze éllel, ha f(x,y) € S vagy f(y,z) € S. Igazoljuk, hogy a
G graf kromatikus szama megszamlalhato.

(Solymosi Jozsef)

1. megoldas (Solymosi Jozsef). Mivel S zart, ezért a graf minden csicsdhoz van olyan nyilt
kornyezet, amelyben nincs két csics ami Ossze lenne kotve éllel (itt hasznaltuk hogy f folytonos és
f(z,x) nincs S-ben). Ezek a kornyezetek a csicsok halmazanak egy fedését adjak nyilt halmazok-
kal, igy beldliik kivalaszthato egy megszamlalhato részfedés. Rendeljiink ezen megszamlalhato sok
kornyezethez egy-egy kiilonbo6z6 szint, majd a graf minden cstucsat az egyik feds kornyezet szinével
szinezve j6 szinezést kapunk.

2. megoldas. Mivel (S zartsagat és f folytonossagat hasznéalva) a csicsok V' halmaza nyilt, igy
felirhato V' = U2 K; novs unioként alkalmas K; kompakt halmazokkal. Elegends belatni, hogy
minden i-re K; pontjai jol szinezhetGek véges sok szinnel, hiszen ekkor nyilvan ugyanez all K, \ K;
pontjaira is, és ezen szinezésekben kiillonb6zs i-kre diszjunkt véges szinhalmazokat valasztva adodik
V egy jo szinezése megszamlalhatd sok szinnel. A K csticshalmaz jo szinezését a kdvetkezGképpen
kapjuk. Mivel az élek F halmaza (S zartsagat és f folytonossagat hasznéalva) zart, a K;-n beliil futo
élek (K; x K;)NE halmaza kompakt, és V' definiciojat hasznalva diszjunkt a {(z, z) : © € K;} kompakt
halmaztol. Igy a két halmaz tavolsaga pozitiv, amibsl kivetkezik, hogy alkalmas & > 0 szamra ;-
n beliil nem kot 6ssze él e-nal kozelebbi pontokat. Ekkor viszont egy e-nal kisebb atmérsjd kis
kockékbol 4llo racs kockaibol a K-t metszd véges sokat mind kiilonb6z6 szintire szinezve kapjuk K;
egy jO szinezését véges sok szinnel.

2. feladat. Egy F halmazcsalddot igazdn rendesnek hivunk, ha tetszéleges A, B € F esetén létezik
olyan C' € F halmaz, melyre AUB = AUC = BUC. Legyen

f(n) = min {{?a‘}( |A| © F igazan rendes és |U F| = n} :
<
[gazoljuk, hogy az f(n)/n sorozat konvergens, és hatarozzuk meg a hatéarértékeét.
(Karolyi Gyula)

Megoldas (Csikvari Péter). A kovetkezd harom észrevételbdl kovetkezni fog, hogy a sorozat kon-
vergens és a hatarértek 3

o f(n1+n2) < f(ni)+ f(ng)
e f(n)>3
o f(2F—1)=2k1

Az els6 észrevételbdl és a Fekete lemméabol azonnal kévetkezik, hogy a sorozat konvergens. St
ilyenkor azt is tudjuk, hogy lim, @ = inf, @ A masodik és harmadik észrevételbdl pedig
kovetkezik, hogy ez az infimum éppen %

Az f(ny 4+ n2) < f(n1) + f(n2) egyenlStlenség abbol kovetkezik, hogy ha van egy F igazan
rendes halmazcsaladunk az {1,2,...,n;} halmazon és egy F» igazan rendes halmazcsaladunk az
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{n1+1,n1 +2,...,n1 + no} elemeken akkor F = {A; U Ay | A € Fi, Ay € Fy} egy igazan rendes
halmazcsaldd nq, + ng elemen.

A masodik észrevételt indukciéval bizonyitjuk. A feladat feltétele gy is megfogalmazhato, hogy
tetszdleges A, B esetén létezik egy C, melyre (A\ B)U (B\ A) C C C AU B. Legyen A egy
legnagyobb méreti halmaz egy F igazan rendes halmazcsaladban. Ekkor tetszéleges B € F esetén
|AN B| > |B\ A, kiilonben az A, B halmazokhoz tartozé C' halmaz mérete nagyobb lenne |A|-nal.
Feltehetd, hogy A nem egyezik meg az n elemt X alaphalmazzal, kiilonben kész vagyunk. Tekintsiik
a kovetkezd F' csaladot az X \ A halmazon:

F' ={B\A|BeF}

Konnyen ellendrizhetd, hogy ez is igazan rendes halmazcsalad, igy az indukcié szerint van olyan
B’ € F' eleme, melyre |B’| > (n — |A])/2. Ekkor létezik egy B € F, melyre B’ = B\ A. Ekkor
|ANB| > |B\ A| miatt |B| > 2|B'| > n—|A|. Mivel |A| > |B|, ezért |A| > n—|A| vagyis |A| > n/2.

Mivel f(n) > n/2, ezért azonnal kapjuk, hogy f(2F — 1) > 2*~! vagyis csak egy konstrukciot
kell mutatnunk, ahol ez eléretik. Legyen az alaphalmaz X = F%\ {0}. A halmazcsalad elemei pedig
legyenek a kovetkezS halmazok: H, = {x € F§ | (a,z) = 1}, ahol a € X és az (a, ) skalarszorzat
Fy-ben van kiszamolva; ezek a halmazok éppen az 1-kodimenziés alterek komplementerei. Ekkor
minden a € X esetén |H,| = 2¢71. Tovabba a # b esetén H, U H, = H, U Hyy, = Hy U H,y,
hiszen (a + b,z) = (a,z) + (b,x) miatt a harom halmaznak ugyanaz a komplementere. Végiil a
halmazcsalad elemeinek unidja a teljes X alaphalmaz, hiszen egyediil a nullvektor meréleges minden
nemnulla vektorra.

3. feladat. Egy nxn-es méatrixot jolfésiltnek hivunk, ha minden eleme 0 vagy 1, és nem tartalmazza
10

az | g

hogy barmely n x n-es jolfésiilt matrixnak van olyan, legalabb cn x cn-es részmatrixa, melynek minden

matrixot részmatrixként. Lassuk be, hogy van olyan ¢ > 0 konstans, amelyre teljesiil,

0 1 : .
| ) matrixot részméatrixként.)
(Pach Janos, Korandi Daniel és Tomon Istvan)

eleme egyforma. (Egy jolfésiilt matrix tartalmazhatja a

Megoldas (Palvolgyi D6motor). A bizonyitas soran megmutatjuk, hogy ha egy jolfésiilt matrix
nem tartalmazna cn x cn-es, egyforma elemekbdl allo részmatrixot, akkor a kozépsé néhany oszlop
és sor mindegyikében vagy nagyon sok 0-s vagy nagyon sok 1-es van. Viszont sok sorban és oszlop-
ban ugyanaz kell, hogy a dominéns elem legyen, ebbdl pedig kihozzuk, hogy mégis csak lesz nagy
részmatrix egyenls elemekkel. ¢ = 1/20-ra latjuk be a feladatot.

Ha n < 20, akkor egy 1 x 1-es részmétrix megteszi, ha pedig n > 20, akkor vehetiink olyan bal
oldali, kozépss és jobb oldali oszlopokat (B, K, J), hogy a kozépsSk az Osszes legalabb felét, a bal
és jobb oldaliak pedig az oszlopok legalabb 1/5-1/5-ét kitegyék.

Tegyiik fel, hogy a kozépsd (K -ban 1évs) oszlopok koziil van olyan, aminek a (feliilrdl) elsé néhany
eleme kozott legalabb n/20 db 0-s van, a kés6bbi (maradék also) elemei kézott meg legalabb n/20 db
1-es van. Vegyiink egy ilyen oszlopot, és jeloljiik ezen elemeinek megfelels sorokat Ag-val és A;-el.

Ekkor ha az Ay x B részmétrix valamely oszlopaban szerepel 1-es, akkor az A; x B részmatrix
ugyanezen oszlopaban csupa l-es van. Emiatt vagy Ay X B-ben van n/20 x n/10 méreti csupa 0
részmatrix, vagy A; X B-ben van n/20 x n/10 méreti csupa 1 részmatrix.

Ha a K-beli oszlopvektorok kozott olyan van, aminek az elsé néhany eleme kozott legalabb n /20
db 1-es van, a maradék elemei kozott meg legalabb n/20 db 0-s van, akkor ugyanigy készen vagyunk
ha a J-beli oszlopokat vizsgéljuk.

Ha a K-beli oszlopvektorok kozott olyan van, amiben legaldabb n/10 db 0-s és n/10 db 1-es is van,
akkor arra sziikségszertien teljesiil a fenti két lehet&ség valamelyike. Tehat a tovabbiakban tegyiik fel,
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hogy az Osszes K-beli oszlopvektorban az elemek legaldabb 9/10-e ugyanaz. Anal6g médon a sorokat
is szétosztjuk harom részre, fenti, kozépsd és lenti részekre (F; K', L), és ugyanigy gondolkodva fel-
tehetjiik, hogy K’-ben minden sor elemeinek legaldbb 9/10-e egyforma. Ujra az oszlopokat vizsgalva,
az altalanossag megszoritasa nélkiil valaszthatunk legalabb n/4, de legfeljebb n/3 K-beli oszlopot,
amiben az elemek 9/10-e 1l-es, jeloljiik ezen oszlopokat E-vel. A K’ x E részmatrixban legfeljebb
n?/30 db 0-s van, hasznélva, hogy E az oszlopok legfeljebb 1/3-4t teszi ki.

Mivel minden K’-beli sor dominans elemeinek legalabb 9/10—3/4 = 3/20 része ideesik, legfeljebb
(n?/30)/(3n/20) = 2n/9 darab sorvektorban lehet 0-s a dominans elem, azaz legalabb n/2 — 2n/9 =
5n/18-ban az 1-es lesz az.

Ha minden 1 dominéns oszlop- és sorvektor metszeténél 1-es van, akkor talaltunk egy homogén
részmatrixot. Kiilonben lesz ketts, amiknek a metszete 0. De ekkor a sorvektorban a korabbi 1-esek
oszlopai, és az oszlopvektorban a késébbi 1-esek sorai altal meghatérozott részmatrix csak 1-eseket
tartalmazhat.

Megjegyzés. Ha adott a sikon n pont és n egyenes, amiket sorbarakunk z-koordinatajuk, illetve
meredekségiik szerint, és készitiink bel6liikk egy métrixot, amibe aszerint irunk 0-t illetve 1-et, hogy

ey 1 .
az adott pont az egyenes folott van-e, akkor (O 2) -mentes matrixot kapunk. Tehét a feladatbol

kovetkezik, hogy lesz cn pont és cn egyenes, hogy vagy az Osszes pont az Osszes egyenes folott lesz,
vagy mind alatta.

4. feladat. Legyen P egy véges ponthalmaz a sikon, melyre teljesiil, hogy barmely két pontjanak
tavolsaga egész szam. Léassuk be, hogy P pontjai szinezhet6ek harom szinnel gy, hogy barmely két
azonos szinld pont tavolsdga paros legyen.

(Damasdi Gabor)

1. megoldas (Kun Gabor). A P halmaz pontjait komplex szamokkal azonositjuk. Feltehetd,
hogy 0 € P és n € P is teljesiil egy n paratlan egész szamra. Legyen a + ib € P tetsz6leges. Ekkor
(a®> +v?) + n? — ((a — n)? + b?) = 2an péaratlan. Ezért minden x + iy € nP elemre teljesiil, hogy
2x egész szam. A tovabbiakban az nP halmazt vizsgéaljuk és jeloljiikk P-vel az egyszertiség kedvéért,
hiszen ennek minden jo szinezése az eredeti halmaznak is egy jo szinezését adja.

21 egész szam minden z +1iy € P-re, ezért (2y)? is egész kell, hogy legyen. Azaz alkalmas m egész
szdmra és d négyzetmentes, pozitiv egész szamra y = %\/E teljestil. Belatjuk, hogy d ugyanaz kell,
hogy legyen minden x + iy € P-re, amikre y # 0:

Legyen x1 + iyy, xo +iys € Py, = %\/d_l # 0,y = %\/d_Q # 0. Ekkor (x; — x2)2 + (11 — y2)2 =
(11 — 12)% + m3dy /4 + m3dy /4 — mima/dids/2. Ez a kifejezés négyzetszam kell, hogy legyen. Az
Osszeg elsd harom tagja racionalis. Ezért a negyedik, utolsé tagnak is racionalisnak kell lennie, ami
csak ugy teljesiilhet, ha d; = dy. Azaz létezik olyan d négyzetmentes, pozitiv egész szam, hogy
PCA={a/2+iVdb/2:a,bc L}

Elgszor A vagy egy P-t tartalmazo részracsa pontjait fogjuk majd szinezni ketts vagy négy szinnel
ugy, hogy az azonos szinl pontok tavolsaga soha ne legyen paratlan egész szam.

Ha d paros akkor d = 2(4), ezért |a/2 + iv/db/2|> = a?/4 + db? /4 csak gy lehet egész szam, ha a
és b is paros, ezért P C 2A. Tovabba, ha a?/4 4 db?/4 paratlan akkor a = 2(4). Igy 2A pontjai mér
két szinnel is szinezhet6ek a/2 paritasinak megfelelGen.

Ha d paratlan és d = 1(4) akkor a?/4 + db*/4 csak ugy lehet egész szam, ha a és b is paros, ezért
P C 2A. Es akkor lesz paratlan, ha ‘LTH’ paratlan. Ezért 2A pontjai ismét két szinnel szinezhetGek,
ezuttal %’ paritasa szerint.

Ha d = —1(4) akkor a?/4 + db®/4 pontosan akkor egész szam, ha a + b paros. Két alesetet
kiilonboztetliink meg:

Ha d = —1(8) és a?/4 + db*/4 paratlan akkor a és b is paros, és a ketts koziil pontosan egy

oszthato néggyel. Ez esetben is P C 2A, és 2A pontjai két szinnel szinezhetGek “T*b paritasa szerint.



Ha d = 3(8) akkor a?/4+ db*/4 pontosan akkor paratlan, ha a és b is paratlan vagy, ha mindketts
paros és pontosan az egyik oszthato néggyel. Ez alapjan A-nak azon a + ib alaku elemeit, melyekre
(a + b) paros, négy szinnel szinezhetjiik - a paritasa és ‘%b paritdasa szerint. Az azonos szind pontok
tavolsaga nem lehet paratlan szam. Vegylik észre, hogy a kiilénb6z6 szini pontok tavolsaganak
négyzete viszont mindig paratlan. Meg kell még mutatnunk, hogy P nem tartalmazhat mind a négy
szinosztalybol pontot, igy P harom szinnel szinezhets. Elég beldtnunk, hogy nincs négy pont a sikon,
melyek koziil barmely ketts tavolsaga paratlan:

Indirektiil bizonyitunk. A tetraéder térfogatat az élhosszakkal kifejezs Cayley-Menger determi-
nans ebben az elfajul6 esetben, amikor a tetraéder pontjai egy sikba esnek, nulla. Jel6lje a pontok

kozti tavolsagot d; ;, ahol 1 < 4,5 < 4,7 # j. Szamoljuk ki a determinanst modulo 8.

0 1 1 1 1 01111 0 1 1 1 1
10 @, &y 2, (10111 [1-10 0 0
0=1 d3;, 0 djg ds,)=|1 1 01 1=]1 0 -1 0 0|=4
1@, 2, 0 d2,] 11101 |1 0 0 -1 0
1 &, &, By 0| 11110 [1 0 0 0 -1

A mésodik egyenlségnél felhasznaltuk, hogy a tavolsdgok paratlanok, a harmadik egyenlGségnél
pedig az els6 oszlopot kivontuk a tobbibdl. Ellentmondasra jutottunk, tehét nem létezik négy olyan
pont a sikon, hogy barmely kettd tavolsaga péaratlan. Ezzel a feladat bizonyitasat befejeztiik.

2. megoldas (Harangi Viktor). Tekintsiik azt a G grafot, amelynek csicsai P pontjai, és két
cstcs akkor van Osszekotve éllel, ha a megfelels tavolsag paratlan. Azt kell belatnunk, hogy G cstcsai
jol-szinezhetSk 3 szinnel. Ez a kdvetkezé allitasbol konnyen kévetkezik majd.

Lemma. G nem tartalmazhatja a kovetkezs grafokat feszitett részgrafként:
o K, teljes graf 4 csicson;
e P5: 3 hosszu ut (azaz 4 csucs és 3 él);
e H: az a négy csucsu graf, amit egy harom agu csillaghol kapunk egy tovabbi él hozzavételével.

Elsszor tegyiik fel, hogy adott egy G graf, mely nem tartalmazza a fenti feszitett részgrafokat.
Megmutatjak, hogy 3-szinezhetd. Feltehetjiik, hogy G 0Osszefiiggs, hiszen elég komponensenként
megadni a szinezést. Két esetet kiilonboztetliink meg.

1. eset: G nem tartalmaz Kjz-at. Azt allitjuk, hogy ekkor semmilyen paratlan kort nem
tartalmaz, azaz paros graf, azaz két szinnel is jol-szinezhets. Indirekten vegyilink egy minimalis
hosszu paratlan kort. Vegyiik észre, hogy nem lehet egyetlen ,atl6” sem behtzva a koérben, mert
akkor taladlnank rovidebb paratlan kort is. Tehét ez a kor egy feszitett részgrafja G-nek, raadasul
legaldbb 6t hosszii, mert G nem tartalmaz K3-at a feltevésiink szerint. Ekkor viszont talalunk feszitett
Ps-at is a grafban, ami ellentmondas.

2. eset: (G tartalmaz Ks-at. Legyen vyvv3 egy hdrom hosszt kor. Mivel nincs feszitett K, és
H a grafban, ezért minden tovabbi u cstcsra igaz, hogy vy, vo, v3 koziil vagy eggyel se, vagy pontosan
kettével van Osszekotve. Ez alapjan négy osztalyba sorolhatjuk a tobbi csticsot: Uy, U o, Uy s, Uss.
Az U, ; osztélyban 1évé csticsok Ossze vannak kdtve v;-vel és v;-vel is, igy az osztalyon beliil méar nem
mehet él, kiilonben talalnank K4-et. Egy Uy osztalyban 1évS pont vy, v, v3 csucsok semelyikével nincs
osszekotve. Ekkor viszont U; ; osztalybeli szomszédja sem lehet, kiilonben kénnyen talalnank feszitett
Ps-at. Azonban feltevésiink szerint GG 6sszefiiggs, igy Up valojaban nem tartalmazhat cstcsot. Ekkor
viszont készen vagyunk, hiszen a {v,} UUs 3; {v2} UU; 3; {v3} UU; 2 harom fliggetlen halmazra bontja
GG cstucsait.

Be kell még bizonyitanunk a Lemma allitasdt. Ez azonnal kovetkezik abbol, hogy tetszéleges
négy pontot valasztva P-bdl a tavolsagnégyzetekbdl allo Cayley—Menger determinans 0 (lasd el6z6



megoldas). Ha modulo 8 nézziik a determinénst, akkor latjuk, hogy nem lehet K, a grafban:

=4 (mod 8).

[H N W )
— = O
— = O =
== R = S
O == =

Ha pedig modulo 4, akkor kizarhatjuk a feszitett Pj illetve a feszitett H elGfordulasat:

01001 01101
10101 1 0101
01 01 1|=2 (mod4)illetve |1 1 0 1 1|=2 (mod4).
00101 00101
11110 1 1110

5. feladat. Tetsz6leges n természetes szamra legyen

fln)=>_p",

pln

ahol p végigfut n primosztoin, és k, az az egész szam, amelyre
P < < phett

Mekkora oul
lim sup £ 108108 ™,
n—00 nlogn

(Ruzsa Imre)

Megoldas (Ruzsa Imre). A vélasz 1. Mivel f(n) < nw(n), a fels6 becslés nyilvanvalo. Készitiink
olyan n szamot, amelyre kozel éles. Evégett valasszunk egy ¢ > 1 szamot (kb. a cél 1/c¢ -szerese lesz
f(n)), majd k és x szamokat (ezek Osszefliggése majd kideriil).

Tekintsiik a (p’,cp’) intervallumokat, ahol p az elsé k primszam valamelyike és j-t pedig az
x < p? < px feltétel definialja. Ezen intervallumok logaritmusanak a hossza logc, és mind részei az
[z, cpr] intervallumnak, amely logaritmusédnak hossza log(cpy), ahol py a k-ik prim. Igy van olyan

szam, amely koziiliik legalabbis
. [ klogc —‘
log(cpy)

darabban benne van. Legyen m ilyen szam, és legyenek ¢y, ..., q, az intervallumokat meghatarozo
primek (ha > r van, csak r-et tartunk meg). Legyen n olyan szam, hogy

qi---gn, m<n<m+aq...q.

Ekkor

> rn—q...q) - r(n—p@).
c c c

Az z-et ugy érdemes valasztani, hogy pj-nél némileg nagyobb legyen, mondjuk = = kpj.. Ekkor

(i)



Megbecsiiljiik a szerepls szamokat:
logn ~ logx =logk + rlogpr ~ rlogk ~ klogc,

i logn logn logn

~ logc’ m log k ~ loglogn’
f(n)

nlogn
cloglogn’

6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a egész szam, és d pozitiv osztdja az a* + a® + 2a® — 4a + 3
szamnak, akkor d negyedik hatvany modulo 13.
(Kos Géza)

Megoldas (Seress Daniel megoldasa alapjan). Mivel d pozitiv, elall primszamok szorzataként;
ezért az allitast elég a d (pozitiv) primosztoira igazolni. Legyen d = p prim.

Legyen ¢ primitiv 13-adik egységgyok F, {6lott. (A p = 13 esetben 2 —1 = (x — 1)' miatt az 1
az egyetlen 13-adik egységgyok; ha viszont p # 13, akkor a 2'® — 1 polinomnak nincsenek tobbszoros
gyokei, igy 13 kiillonbo6zd 13-adik egységgyok létezik.)

A kalapbol nyuszi: legyen
A=c+e 4+ B=2+5465 CO=c'+24e0 65 D=+l 4 7
(Q(e)-ban az € + €% automorfizmus hatésa A — B — C + D+ A lenne), és vegyiik észre, hogy
X4 X3 42X2 —4X +3=(X - A)(X - B)(X - C)(X — D).

Feltehets, hogy A = a € F,. Ekkor minden nemnegativ egész k-ra — a kis Fermat-tételt k-szor
alkalmazva —
A= AP =gt g B
Ha p nem negyedik hatvany modulo 13, akkor k = 1 vagy k = 2 valasztassal A = C' adodik.
Ekkor az e, £ és £ elemek a kovetkezs, F,, f6l6tti polinom gydkei:

(X —a)(X -)(X - =X - AX*+CX — 1, (%)

amely C' = A miatt szorzatta bomlik: (X —1)(X?2+X+1-AX). Igy az e, €3 és €° elemek valamelyike
1, ahonnan p = 13, ami negyedik hatvany modulo 13, ellentmondés.

1. megjegyzés. Mas modon, indirekt feltevés nélkiil is belathato, hogy ha A € F,, akkor C' € F,,.
Ha p # 3, akkor ez a 3C' = 3 — 2A — A3 azonossagbol kovetkezik, ha pedig p = 3, akkor az

(X -AX-BX-C)(X-D)=X"+X>4+2X? —4X +3 =
=X X3 X2 X = X(X - 1) (X +1)?

azonossagbodl. S6t, B = A? — 2C és D = C* — 2A is F)-beli.

A megoldas egy masik lehetséges befejezése a kivetkezs. Az e, €3 és ¥ elemek ciklikusan egyméas
kébei, igy ha valamelyikiik F,-beli, akkor a masik kett§ is. Ellenkezs esetben (x) irreducibilis F,
folott, és a gyokok Fps-ben vannak. Mindegyik esetben igaz, hogy € € )3, igy € rendje osztja az [Fs
test multiplikativ csoportjanak rendjét: 13|p® — 1, mas széval p®> = 1 (mod 13), avagy p negyedik
hatvany modulo 13.



2. megjegyzés. A p =0,1,3,9 (mod 13) esetek mind lehetségesek. Példaul a (p = 13,a = 3),
(p=>521=13-20+1,a=17), (p=3,a=0), (p =113 =13-8+9,a = 4) parok mind teljesitik a
feltételt.

Ezeket a példdkat egy kozos esetbe is belestirithetjiik: példaul a = 250 esetén a*+a®+2a>—4a+3 =
3021999003 = 32 - 13- 79 - 211 - 2011; itt 13 = 0 (mod 13), 79 = 1 (mod 13), 211 = 3 (mod 13) és
2011 =9 (mod 13).

Kicsit altalanosabban, minden olyan p primhez, amelyre p = 0,1,3,9 (mod 13), létezik olyan a,
amire p|a® + a® + 2a® — 4a + 3. Ha p # 13, tehat 13|p® — 1, akkor a F,* ciklikus csoport rendje
oszthato 13-mal, ezért a 13-adik egységgyokok IFs-beliek, az A, B, C, D elemek pedig F,-beliek.

7. feladat. Hatarozzuk meg azokat az f : {0,1}" — {0, 1} fiiggvényeket, amelyek teljesitik az

f(f(aw, ara, -y ain), flagr, agz, -5 azn), - -, f@n1s Gna, - - o5 Gnn))
= f(f(&n; agy, - - - 7%1)7 f(a127 agg; . .- 7%2), ) f(alm Q2n; - - - ;Gnn))
egyenldséget az a;; € {0,1} (4,5 = 1,2,...,n) elemek tetsz6leges valasztasa mellett.

(Palfy Péter Pal)

Megoldas (Kun Gabor). Nevezziik az f fiiggvény i-edik koordinatajat semlegesnek, ha tetszdleges

T1,...,x, elemekre f(zy,...,2,) = f(x1,..., 21,1 — x5, Ti41, ... T,), linedrisnak, ha tetszdleges
Ty, ..., %, elemekre f(xq,...,2,) # f(x1,..., -1, 1 — 24,211, .. 2,), &s (a,b)-dontének, ahol a,b €

{0,1}, ha f(z1,...,x,) = b amennyiben z; = a.

Lemma. f minden koordinataja vagy semleges, vagy linearis, vagy alkalmas (a,b) par(ok)ra (a, b)-
donté.

Bizonyitas. Indirektiil bizonyitunk: Tegyiik fel, hogy az elsé koordinata egyik feltételt sem tel-

jesiti. Mivel nem semleges és nem lineéris, vannak olyan elemek, wzo,..., 2, és yo,...,y,, hogy
fO 29, ... ) # f(1, 29, ..., 2,), viszont f(0,9a,...,yn) = f(1,y2,...,Yn). Mivel z; nem dénté ko-
ordinéta, ezért minden 2 < k < n-re vannak olyan a, s, ..., a;, elemek, hogy f(yi, ai2,...,a;n) = ;.

Legyen a;1 = vy; és a;; = x; minden 2 < ¢ < n esetén. Nézziikk meg az egyenl6ség mindkét olda-
lat, mint egy valtozos fiiggvényt a, ;-ben, hogy hogyan fiigg a,,-t61! A jobb oldal nem fiigg tdle,
hiszen f(0,a21,...,an1) = f(0,y2,...,yn) = f(L,y2,...,yn) = f(l,a21,...,a,1). A bal oldal vi-
szont f(f(aia,®a, ..., o), Ta,...,2y,), ami ay; valasztasatol fliggben mindkét értéket felveheti. Az
egyenlGség nem teljesiil a; ; egyik valasztasara, ami bizonyitja a lemmat.

Milyen tulajdonsagu koordinatai lehetnek egyszerre f-nek a felsoroltakbol?

Vilagos, hogy f-nek nem lehet egyszerre egy linearis és egy maésik, (a,b)-donté koordinatéja
semmilyen (a, b) parra.

Tegyiik fel, hogy ha van (a,b)-dént6 koordinataja és a # b. Megmutatjuk, hogy a tobbi véaltozo
semleges, azaz f konstans vagy egy valtozos (affin) linearis fiiggvény. Az egyszertiség kedvéért legyen
ez az els6 koordinata, tovabba legyen a = 0,b = 1. Ha f(1,...,1) = 0 akkor legyen a;; = 1
minden 1 < ¢ < n esetén. Ezek miatt az egyenlet bal oldala mindenképpen 1. A fliggvény t6bbi
valtozoja semleges, kiilonben a tobbi a;; valaszthatoé gy, hogy a jobb oldal viszont 0 legyen. Ha
pedig f(1,...,1) = 1 akkor legyen ismét a;; = 0 minden 1 < ¢ < n esetén. Ezek miatt az egyenlet
bal oldala mindenképpen 1. A fliggvény t6bbi valtozdja az els kivételével pedig semleges, kiilonben
a tobbi a; ; valaszthato gy, hogy a jobb oldal viszont 0 legyen.

Az is egyértelmt, hogy f-nek nem lehet egyszerre (0,0)-dénté és (1,1)-donts koordinatéja. Igy
minden alkalmas f koordinatéi - a semlegesek kivételével - vagy mind linearisak, vagy mind (0, 0)-
dontdk, vagy mind (1, 1)-dontsk. Most mar karakterizalhatjuk az egyenletet teljesits fiiggvényeket.

Ha minden koordinédtaja semleges akkor f konstans.

Ha minden koordinataja linearis vagy semleges akkor alkalmas H C {1,...,n} halmazra vagy
floy, oo xn) =Y ey T, vagy f(x1,...,2,) = 14 >,y @, ahol modulo 2 adunk Ossze.
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Ha minden koordinata semleges vagy (0, 0)-dént6 akkor alkalmas H C {1,...,n}-re f(xy,...,2,) =
/\ieH Li-

Ha pedig minden koordinata semleges vagy (1, 1)-dont6 akkor alkalmas H C {1,...,n}-re f(xy,...,2z,) =
\/ieH Li-

Ezek valoban teljesitik a feladat egyenlGségét, mas fliggvényre pedig nem teljesiil.

8. feladat. Létezik-e olyan szakaszonként linedris, folytonos, sziirjektiv f : [0, 1] — [0, 1] leképezés,
amelyre f(0) = f(1) = 0, és minden pozitiv egész n-re

2,0001"719 < P (f) < 2,9999(+10)

teljestil, ahol P,(f) az olyan = pontok szama, amelyekre f(... f(z)...)=x 7
——

n

(Buczolich Zoltan)

1. megoldas (Kos Géza). Eldszor az f(1) = 0 feltételt elfelejtve egy megoldas: Az &bran a g
fiiggvény nem jo, mert g"-nek 2", vagyis tul kevés fixpontja van. A h fiiggvény meg azért nem jo,
mert h"-nek 3", vagyis til sok fixpontja van.

g h f fof

Az f o f fiiggvény 8 linearis szakaszbol all, ebbsl 5 "hosszu": a szakasz mentén a fiiggvény mindent
felvesz 0-t6l 1-ig.

Indukciéval, az f?" legfeljebb 8" linearis szakaszbol all, ezekbdl legalabb 5" hosszti. Minden
linearis szakaszon legfeljebb 1 fixpont van, mert a meredekségek csak 1-nél nagyobbak vagy (—1)-nél
kisebbek lehetnek; a hosszt szakaszokon pontosan 1 fixpont van. Tehéat

5n§P2n(f) §8n
Ugyanigy, az f2""! legfeljebb 3 - 82" linearis szakaszbol 4ll, ebbdl legalabb 2 - 52 hossz1.
25" < Py,ya(f) <3-8"M

Ezek utén jojjon a konstrukcio az eredeti feladatra:

f0)=0, f(5) =3 [f(3)=0, f(3)=

A bal als6 sarok a kordbbi fliggvény, felére kicsinyitve.

o @) =1 f(=o.



A kis (%—nél nem nagyobb) fixpontok szama ugyanaz, mint fent. A nagy (%-nél nagyobb) fixpontok
szama trivialisan 2". Tehat

és
25"+ 22" < Py, (f) < 3-8" 427"
amibdél

(V5)"™ < Pu(f) < (2v2)" .

2. megoldas (Kiss Viktor). Legyen f a képen lathato fiiggvény, azt mutatjuk meg, hogy ez jo.
1

[N

N |+

Konnyen meggondolhat(), hogy f" grafikonja is néhany hosszu (azaz 0-t6l 1-ig mend) illetve néhany
rovid (azaz 0-t6l 1-ig mend) szakaszbol all. S6t, f™(3) = 0, ha n > 1, szoval ezek a szakaszok vagy
a [0, 1] intervallumban, vagy az [;, 1] intervallumban vannak. Jelélje kY az f™ bal oldaléra, [0, 1]-be
es6 hosszii szakaszok szamat, 10 a rovidekét, hf a jobb oldali hosszi szakaszok hosszat, ! pedig
a rovidekét. Konnyen meggondolhato hogy f"Jrl grafikonja |0, 2] en azt csinalja, amit f" [O 1]-en,
(5, 1]-en pedig egyszer beJarJa fm egeszet (visszafele), kétszer pedig f™ [0, 5]-be esG részét.

gy ho ., =ho +hi, vt =rb+0i Bl =3-hh+hi, vl =3-rb+ri Azis vilagos, hogy
P.(f) = h% + hi + 7‘2, tehat csak ezeket a mennyiségeket kellene becstilni.

Most belatjuk, hogy hl ., =2-hb_ ; +2- kb, valamint hasonloan hi-re.

Hasonloan,

Mo =3 by + Ry =3 hy 3B+ by = Ry + 2R+ iy =2 Ry + 2 B
Vilagos, hogy az analég allitasok elmondhatoak az r° és rJ sorozatokra. A szokasos modszerekkel
zart formulat adva a sorozatokra kiszamolhato, hogy f™ fixpontjainak szama (1 ++/3 )n (1 — \/§)n

Ha nem akarjuk ezt hasznalni, akkor észrevehetjiik, hogy 2,1" < hb_ ., hi rb . vl , < 2.9
teljestil n = 3,4 esetén, és innen konnyd indukcidval belatni, hasznalva a rekurziot, hogy minden
nagyobb n-re is fog.

9. feladat. Legyen f : C — C egészfiiggvény, és tegyiik fel, hogy a derivaltakbol allo £ fiigg-
vénysorozat pontonként konvergens. Bizonyitsuk be, hogy ekkor alkalmas C' komplex szammal
f™(z) — Ce* pontonként.

(Lempert Lészlo)

Megoldas (Kos Géza). A feltételbdl csak annyit hasznalunk fel, hogy az ( f(")(O))Zo:l sorozat
konvergens. (Emellett a lenti bizonyitasbol valojaban az is adodik, hogy a konvergencia lokalisan

egyenletes.)
Legyen C' = lim f™(0) és g(z) = f(z) — C’ez; ekkor g™ (0) = f™(0) — C — 0. Legyen a g(2)

egészfiiggvény 0 koriili hatvanysora g(z Z an2"; a feltétel szerint ¢™(0) = n! - a, — 0.



Vegyiink egy tetszéleges z € C szamot és egy tetszéleges € > 0-t. Mivel n! - a,, — 0, van olyan
ng, hogy n > ng esetén n! - |a,| < e”le teljesiil. Ekkor

F™(2) — Ce?| = ’g(") } D (k+ 1)k +2) - (k+n)agn2®| <
k=0
> €_|Z‘€ &

_ zZ _
el S e e
Z !
k=0

Tehat minden z-hez és € > 0-hoz van olyan ng, hogy minden n > ng-ra ‘ fM(2) — Ce?| < e, vagyis

f™(z) — Ce* pontonként.

10. feladat. Adott a 3-dimenzi6s hiperbolikus térben a P sik és négy kiilonbozé egyenes: az a,
és ao egyenesek merdGlegesek P-re, az r és ry egyenesek pedig nem metszik P-t, és tavolsaguk P-
t6l ugyanakkora. Jelolje i = 1,2 esetén S; azt a forgasfeliiletet, melyet tigy kaphatunk, hogy r;-t
korbeforgatjuk a; koriil. Mutassuk meg, hogy S; és Sy kozos pontjai lefedhetSk két sikkal.

(Kos Géza)

1. megoldas (Frenkel Péter). Ha valamely i-re r; egy a;-re merdleges sikban van, akkor S; is
abban a sikban van, és készen vagyunk. A tovabbiakban feltessziik, hogy egyik i-re sem torténik ez.

A hiperbolikus tér Cayley-Klein-Beltrami-modelljében P egy R3-beli siknak, mindegyik a; és r;
egy-egy R3-beli egyenesnek, az S; pedig valamely méasodrendii feliilletnek (hengernek, kipnak vagy
egykopenyt hiperboloidnak) az egységgolyoba es6 része.

I. eset: ry és roy tavolsaga P-t6l pozitiv, azaz ultraparallelek P-hez.

Legyen H azon pontok mértani helye, amelyek olyan tavol vannak P-t6l, mint ry és r, mindketteje.
Ez a H egy hiperszféra, amely mindkét S;-t egy-egy kor mentén érinti. A modellben H egy ellipszoid.
Legyen @); annak a siknak a négyzete, amelyben S; és H érintési pontjai vannak.

II. eset: r1 és ry tavolsaga P-t6l nulla, azaz parhuzamosak P-vel.

Legyen H a végtelen tavoli gomb. A modellben H az egységgomb. Legyen @); annak a két siknak
az uni6ja, amelyeken az S; végtelen tavoli pontjai vannak: az egyik stk P, a maésik sik az r; nem
P-n 1év6 végtelen tavoli pontjanak a; koriili elforgatottjaira illeszkedik — ha r; parhuzamos a;-vel is,
akkor a kozos végtelen tavoli pontjukban vessziik H érintdsikjat.

Mindkét eset: Az igy definialt Q; C R? elfajulé masodrendii feliilet tagja az S;-t H-val 6sszekotd
felilletsornak. Igy mindkét Q; a H, S és S, feszitette linearis masodrendiifeliilet-sereg tagja, s emiatt
a ()1 és Q- altal kifeszitett (esetleg az egyetlen Q1 = Q) feliiletbdl allo) feliiletsornak van egy @) kozos
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tagja az Sy és Sy altal kifeszitett feliiletsorral. Ez a () két (esetleg egybeess) sik unioja, és az Sp és
Sy Osszes kozos pontja illeszkedik ra.

2. megoldas (Kos Géza). Feltételezziik, hogy S és So a P siknak ugyanazon az oldalan van
(kiilonben nem lehet k6zos pontjuk), és egyik sem esik bele egy sikba.

Vegyiink fel P-nek az S;-ket tartalmazo6 oldalan egy H tavolsagfeliiletet, amelynek pontjai a P-t6l
azonos tavolsdgban vannak, és ezt a tavolsdgot valasszuk olyan nagynak, hogy H elmesse az ry és
ro egyeneseket, és veliik egyiitt Si-et és Sp-t is. A szimmetria miatt az r; egyenesek ugyanakkora
© szogben, egyszer vagy kétszer dofik a H hiperszférat, ennek megfeleléen mindkét S; egy vagy két
kérvonalban metszi H-t; jelolje ezeket a korvonalakat K;; (4,5 = 1,2). Ha csak egy-egy korvonal
van, akkor az egyszertiség kedvéért legyen K;; = Kjs.

Illessziink mindegyik K;; korre egy olyan G;; allandd gorbiileti feliiletet (gémbot, horoszférat
vagy hiperszférat), amely a kor mentén érinti az S; feliiletet.

Tekintstink most egy tetszéleges X € S; N .S, pontot. Ezen atmegy mindkét S;-nek egy-egy /;
alkotoja (az r; egyenes egy elforgatottja), amely érinti a G, illetve a Gy szférat.

Legyen T;; = ¢; N K;; az {; alkotonak a K;; kdrre esé pontja. Az ¢, és {5 egyenesek ugyanakkora,
¢ szogben dofik H-t, ezért a két egyenes mentén mért XT7; és XTio tévolsdgok — valamilyen
sorrendben — megegyeznek a X7, és X115 tavolsagokkal.

Ha XTj; = XTy (és egyuttal XTio = XTas), akkor az X pontbol egyforma hosszi érintét lehet
hizni a Gyq és Goy szférdkhoz, ezért X illeszkedik Gy és Gy; hatvanysikjara (egyben illeszkedik Gy
és G hatvanysikjara is). Ha pedig XTj; = X Ty (és egyuttal X711, = XTs;), akkor az X pont
illeszkedik Gy és Gao hatvanysikjara (egyben illeszkedik Go és Ga; hatvanysikjara is).

Tehat, Gy és Gy hatvanysikja, valamint G, és Goo hatvanysikja egiittesen lefedi a S; N Sy
halmazt.

Megjegyzés. Ismert, hogy azok az X pontok, ahonnan két adott gémbhoz, horo- vagy hiperszfé-
rahoz egyenld hosszisigu érint6t lehet hizni, egy sikban vannak. Legyen G és G5 a két feliilet és
XTy, X'T, ezekhez huzott egyenls érinté szakaszok.

Az objektumainkat helyezziik el a 4-dimeziés tér egy 3-dimenzids V' hipersikjaban. Illessziink a
két feliiletre egybevago, 4-dimenzios G és GY hiperszférakat. Az XT), XT, szakaszok a G és G,
hiperszférakat is érintik, ezért X benne van G és G} (3-dimenzios) ¥ szimmetriahipersikjaban. A
kérdéses X pontok (ha léteznek) a 2-dimenziés V' N ¥ sikban vannak.
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11. feladat. Egy m-dimenzios sima sokasagot parallelizilhatonak neveziink, ha van rajta m darab
sima érint6 vektormezd, melyek minden pontban linedrisan fiiggetlenek. Bizonyitsuk be, hogy ha M
egy zart, iranyithato, 2n-dimenzioés, 0 Euler-karakterisztikaju sima sokasag, mely immertalhato egy
parallelizalhato (2n + 1)-dimenziés N sima sokasagba, akkor M maga is parallelizalhato.

(Sztics Andras, Terpai Tamas)

Megoldas (Sztics Andras, Terpai Tamas). Rogzitsiink egy (,) Riemann-metrikat N-en és

valasszunk egy vy, ..., ve, 1 € (T N) trivializaciojat N érintényalabjanak. Ez megad egy k : TN —
R* k(v) = ((v,v1), ..., (V,V2,41)) fibrumonkénti linearis izomorfizmust TN-b6l a pont feletti

trivialis 2n + 1 rangt nyaldbba. R?"*l-en véilasszunk egy iranyitéast, ezt s-val visszahtizva kapunk
egy iranyitast T'N-en.

Legyen f : M 9 N egy immerzio, és rogzitsik M egy iranyitasat. Minden p € M pontban
df (T,M) egy 1 kodimenziés irdnyitott altere Ty, N-nek, igy a két lehetséges egységnyi normalvek-
torbol kanonikusan kivalaszthatjuk az egyiket; jelélje ezt 7(p). Ezt a vektort k-val eléretolva és (R?" 1

szokasos Riemann-metrikdjaban) egységnyire visszanormalva kapjuk a v(p) = % € TyR?H1 =~

R2"! vektort minden p € M esetén. A norméalas miatt v az S?" egységgombre képez, és azt allitjuk,
hogy TM = v*T'S?". Valoban, a T,M > v — x(df (v)) + v(p) € R*"*! leképezés egy fibrumonkénti
izomorfizmus TM-b6Sl TS?"-be a v : M — 52" leképezés felett.

Belatjuk, hogy a v leképezés foka 0. Vegyiink ugyanis egy olyan 1€ S*" vektort, melyre 1 és — 1
egyarént regularis értéke v-nek (Sard tétele garantalja, hogy majdnem minden S?*-beli vektor ilyen),
és minden p-re vetitsiik a T vektort merélegesen a H, = k(df (1,M)) hipersikra; ennek a vektornak a
K o df,, leképezés inverzével vett képe legyen w, € T,M. A w vektormezs M-en izolalt nullhelyekkel
rendelkezik, mégpedig pontosan a 1 és a — 1 vektorok v szerinti Gsképei azok; most kiszamitjuk
ezeknek az indexét.

Minden p € M, v(p) =1 nullhely esetén azonositsuk 7'M egy p korili részének a fibrumait H,-
vel (ami a T-re merdleges R?"-beli vektorokbol all) ugy, hogy a T,M érintGteret eldszor a k o df,
leképezéssel azonositjuk H,-val, majd azt H,ra merSlegesen — v(q)-val parhuzamosan — vetitjiik
H,re. Ez a definici6 mindaddig értelmes (és sima trivializaciot ad), amig H, nem mer6leges H,-
re, ami p kellGen kicsinek vélasztott kornyezetében mar teljesiil. Ezzel az azonositassal 1 merdleges
vetiilete H,-ra ugyanaz, mint 1 vetillete H,-re v(g)-val parhuzamosan, ami viszont p koriil els6rendben
megegyezik —v(q) meréleges vetiiletével H,-re. Ha tehat a w vektormezét az el6bbi azonositassal
T,M-beli vektormezévé alakitjuk, akkor annak 0-beli indexe (ami w-nek a p-beli indexével egyenld)
ugyanaz, mint a vele elsérendben megegyezs u — (k o df,) " (—dv,(u)), u € T,M vektormezsé. Ez
utobbi vektormez§ linearis, tehat 0-beli indexe megegyezik az 6t megadd linearis leképezés 0-beli
(lokalis) fokaval, ami pedig a v leképezés p-beli (lokalis) fokanak (—1)*" = 1-szerese.

Ugyanezt a szamolast elvégezve a v~(— 71)-beli nullhelyeken, p-ben az u — (k o df,) ™ (dvy(u))
vektormezshoz jutunk, aminek ugyancsak megegyezik az indexe a v leképezés p-beli (lokalis) fokaval.
Osszeadva a v leképezés 1 és — 1 értékeken szamolt fokszamat azt kapjuk, hogy v fokszamanak a
kétszerese megegyezik a w vektormezd nullhelyeinek algebrai szaméval, ami a Poincaré-Hopf tétel
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szerint x(M) = 0.
Mivel a v leképezés foka 0, a Hopf-tétel szerint v nullhomotép és igy az altala visszahtuzott
v*TS* = TM vektornyalab trivilis, azaz M parallelizalhato.
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