Jelentés a 2016. évi Schweitzer Miklos
Matematikai Emlékversenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2016. oktober 24. és november 2.
kozott rendezte meg a Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A
versenyen kozépiskolai tanulok, egyetemi és fGiskolai hallgatok, tovabbé azok
vehettek részt, akik egyetemi vagy f6iskolai tanulményaikat 2016-ban fejezték
be.

A verseny lebonyolitasara a Tarsulat a kovetkezd bizottsagot kérte fel:
Fiiredi Zoltan (elnok), Frenkel Péter (titkar), Bir6 Andras, Csikos Balazs,
Halasz Gabor, Keleti Tamas, Komjath Péter, Mori Tamés, Terpai Tamés.

A bizottsag oktober 14-i iilésén kivalasztotta a 10 kittizends feladatot.
A bizottsag koszonetét fejezi ki mindazoknak, akik feladatot javasoltak a
versenyre. A kitlizott feladatokat javasoltak: 1. Ruzsa Imre, 2. Kirédly Zoltéan,
3. Totik Vilmos, 4. Fiiredi Zoltan, 5. Buczolich Zoltan, 6. Bir6 Andras és
Halasz Gabor, 7. Szab6 Endre és Sztics Andras, 8. Augustin Fruchard és
Barany Imre, 9. Lovéasz Lészlo, 10. Székely J. Gébor.

A verseny eredményes volt, 15-en indultak rajta, dsszesen 65 megoldast
nyujtottak be. Ezek otletességiikben helyenként a kitiiz6k eredeti megolda-
sait is tulszarnyaltak.

A versenybizottsiag december 2-i iilésén megallapitotta, hogy egyetlen ver-
senyz6 oldotta meg — apro hianyossagoktol eltekintve — mind a tiz feladatot.
Ennek alapjan

I. dijban és 100 000 forint pénzjutalomban részestl

Nagy Janos, az ELTE végzett, matematikus mesterszakos hallgatéja,
jelenleg a Kozép-europai Egyetem Matematika és Alkalmazasai doktori prog-
ramjanak els6éves hallgatoja.

Egy versenyzd oldott meg hat és fél feladatot (1., 2., 3., 7., 8., 9., valamint
részeredmény a 4. és 5. feladatban). Ennek alapjan
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1. dijban és 50 000 forint pénzjutalomban részesiil
Agoston Tamas, az ELTE méasodéves, matematikus mesterszakos hall-
gatoja.

Harom versenyzé oldott meg lényegében 6t vagy 6t és fél feladatot. Ennek
alapjan

I11. dijban és fejenként 30 000 forint pénzjutalomban részesiil

Fehér Zsombor, az ELTE masodéves, matematika alapszakos hallga-
toja,

Frankl Noéra, az ELTE végzett, matematikus mesterszakos hallgatéja,
jelenleg a London School of Economics and Political Science els6éves dokto-
randusz hallgatoja és

Maga Balazs, az ELTE harmadéves, matematika alapszakos hallgatoja.

Koziiliikk Fehér Zsombor megoldotta az 1., 2., 3., 5., 8. feladatot; a 2.
feladatra adott megoldasa kiemelkeds. Frankl Noéra megoldotta 2., 3., 4.,
8., valamint aprobb, javithato hibaktol eltekintve az 5. feladatot, és hidnyos
megoldast adott az 1. feladatra. Maga Balazs megoldotta a 2., 3., 5., 8.,
valamint — kis hianyossagtol eltekintve — a 4. feladatot.

Héarom versenyz6 oldott meg harom feladatot (és ért el esetleges tovabbi
részeredményt). Ennek alapjan

dicséretben részesiil

Csernidk Tamaéas, az ELTE harmadéves, matematika alapszakos hallga-
toja,

Szbke Tamas, az ELTE méasodéves, matematika alapszakos hallgatoja
és

Williams Kada, a Szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimnazium 12.
évfolyamos tanuldja.

Koziiliik Csernak Tamés megoldotta a 3., 5. és 8. feladatot, és részered-
ményt ért el a 2. feladatban. Széke Tamas a 2., 3. és 8., Williams Kada
pedig a 3., 4. és 8. feladatot oldotta meg.

A dijakat a Morgan Stanley Magyarorszag Elemz6 Kft. tamogatta, ezért
a versenybizottsag koszonetét fejezi ki.



Feladatok

1. Milyen a komplex szamhoz van olyan teljesen multiplikativ, komplex
értékd f szamelméleti fiiggvény, amelyre

> f(n)=az+0(1)?

n<x

2. Legyen K = (V| E) véges, egyszert, teljes graf. Legyen d pozitiv egész.
Legyen ¢: E — R? olyan leképezése az élhalmaznak az euklideszi térbe,
hogy az értékkészlet barmely pontjanak Gsképe Osszefiiggs grafot alkot
az egész V csticshalmazon, tovabba a K barmely haromszogének éleihez
rendelt pontok egy egyenesen vannak. Mutassuk meg, hogy ¢ érték-
készlete egy egyenesen van.

3. Igazoljuk, hogy minden P val6s egyiitthatés polinomhoz és minden
pozitiv egész n-hez van olyan @) valos egyiitthatos polinom, amelyre
P?(x) + Q*(x) oszthato (1 + z*)"-nel.

4. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan valos szamokbol all6 a(1), a(2), ...,
a(n), ... sorozat, amelyre

n—+m

a(n + m) < a(n) + a(m) + w

(1)
minden m,n > 1 egészre, és amelyre az {a(n)/n : n > 1} halmaz
mindeniitt strd az egész szamegyenesen.

Megjegyzés: de Bruijn és Erdds tétele kimondja, hogy ha a fenti egyen-

16tlenség a jobboldal utolsé tagja helyett f(n + m)-mel teljesiil, ahol
f(n) > 0 monoton novs és

S F(n)/n® < oo, (2)

akkor a(n)/n konvergal, vagy (—oo)-hez tart.

5. Létezik-e olyan szakaszonként linearis, folytonos f: R — R fiiggvény,
amelyre barmilyen a,, € [0,1], n € Z kétiranyban végtelen sorozathoz
van olyan x € R, hogy

#{k<K:keN, ff(z)€nn+1)}

lim sup = an
K—oo K




teljesiil minden n € Z-re, ahol f* = fo...o f az f fiiggvény k-adik
iteraltja?
6. Legyen ['(s) az Euler-féle gamma-fiiggvény. Konstrualjunk olyan nem

azonosan elting F'(s) paros egészfiiggvényt, amelyre az F'(s)/I'(s) ha-
nyados korlatos a {Re(s) > 0} jobb félsikban.

7. Mutassuk meg, hogy a CP> tér feletti tautologikus (univerzalis) komp-
lex vonalnyaldb énmagéaval vett r-szeres direkt 6sszegének egységgomb-
nyalabja homotopikusan ekvivalens CP"!-gyel.

8. Milyen n > 1 egész szamra van olyan téglalap, amely foélbonthato n
darab hozza hasonlo, de paronként nem egybevagd téglalapra?

9. Ha py, . ..,pa € R, legyen

d
S(PO»---,Pd)_{Oéopo+-~-+ozdpd:ai§1, Z%_l}-

1=0

Legyen 7 tetsz6leges valoszintiségeloszlas R?-n, és valasszuk a po, . . . , pa
pontokat fliggetleniil 7 szerint. Bizonyitsuk be, hogy 7(S(po,---,pa))
varhato értéke legalabb 1/(d + 2).

10. Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen pontok az R3-
beli egységgombfeliileten. Az X milyen eloszlasa mellett lesz X és Y
(euklideszi) tavolsaganak varhato értéke maximalis?

Megoldasok

A megoldas szerzdjét csak akkor jelezziik, ha eltér a feladat szerzGjétdl és
nem tagja a bizottsagnak.
1. Akkor és csak akkor van ilyen fiiggvény, ha o = 1 vagy |a| < 1.

(1) A feltétel miatt f korlatos, és ha egyszer f(n*) = f(n)* korlatos,
akkor |f(n)| <1, igy |a| < 1.

(2) Tegytik fel, hogy o # 1; belatjuk, hogy |a| < 1. Véalasszunk olyan
m szamot, amelyre f(m) # 1. Az

F(z)=7_ f(n)

n<x



Osszegbdl m tobbszoroseinek adaléka

f(m)F(z/m) =2

tehat az m-mel nem oszthatoké

a (1—M)x+0(1).

m

Az ilyen szamok szama x(1 — 1/m) 4+ O(1), és mindegyik adaléka leg-
feljebb 1, tehat

1
o] 1—m‘ <1-——.
m m
A haromszog-egyenlGtlenség miatt
‘1—f<m)' >1-—,
m m

tehat |a| < 1.

(3) Most konstrualunk ilyen fiiggvényt. Az o = 0, 1 esetek trivialisak;
legyen 0 < |a| < 1. A fiiggvényt olyan forméban készitjiik, hogy
valasztunk egy véges P primhalmazt, f(p) =1 hap ¢ P és|f(p)] <1
hape P.

Belatjuk, hogy minden ilyen fliggvényre
F(z) = Bz + O(1), (3)

ahol b1
B:Hp—f(p)' @

peP

Ez fennall az azonosan 1 fiiggvényre, és ezt a tulajdonsiagot megdrzi
az alabb két miivelet. Az egyik, hogy egy p primen f(p) értékét kicse-
réljiik O-ra, a tobbi primnél valtozatlanul hagyjuk. Az 1j fiiggvényt és
Osszegzeési fuggvényét f'-vel, illetve F’-vel jelolve

F'(x) = F(x) = f(p)F(x/p) = Bz + O(1), B'= B(1 = f(p)/p)).



A mésik, hogy egy olyan primnél, ahol f(p) = 0, kicseréjiik egy c
szamra, |c| < 1. Ekkor

F'(z) = F(z) + cF(z/p) + F(x/p?) +...= fa+0(1), ' = gﬁ,
Ha az O konstansa C' volt, most legfeljebb

C

lesz. E két miivelet ismételt alkalmazasaval a fent leirt fiiggvények
megkaphatok.

(4) Most a P halmazt és az f(p) értékeket kell uigy valasztani, hogy
B = « legyen. Legyen aw = e~ ahol z = a +ib,a > 0. A (2) szorzat
tényezdi kozott szétosztjuk ezt 1/(p — 1)-gyel ardnyosan, vagyis

p—f(p)=(p— 1)’/ ®V
lesz, ahol »
5= (Z 1/(p— 1)> .
peEP

Ez megadja f(p) értékeit. Belatjuk, hogy |f(p)| < 1 lesz, ha ¢ elég
kicsi, ahol az ,elég kicsi” értelme csak z-t6l fiigg.

A fenti képletbdl
fp)=p—(p—1)/" 1.

2
) _ 9% (0
p—1 »)’

Tudjuk, hogy

tehat

f(p):1_5z+0(5—2). (5)

p

Tovabba
11— 621 = (1—da)*+ (0b)* <1—da

ha 6 < a/(a® + b%), gy
I1—9z| <V1—da<1-4da/2,
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ami (3) miatt elég kis § valasztéassal garantalja, hogy | f(p)| < 1. Mivel
a primek reciprokosszege divergens, o tetszélegesen kicsivé tehetd.

Megjegyzések. 1. (Agoston Tamas) Ha o # 0, akkor csak véges sok
olyan prim lehet, amelyre |f(p)| < 1. Ha ugyanis py,...,pg,... ilyen
primek, akkor véve egy olyan k kitevst, amelyre |f(p;)|¥ < e fennéll
7 < m esetén, majd egy olyan n szamot, melyre

piln+1, ..., phln+m,
elérjiik, hogy
|IF(n+m)—Fn)| <|f(n+1)|+...+]|f(n+m)| <em

legyen, mikézben a feltevés szerint ez = |ajm + O(1).

2. A feladat kitiizGje nem tudja (és nehéznek véli eldonteni), hogy van-
e olyan, a feladatbeli tulajdonsaggal biré fliggvény, amelyre o # 0 és
valamely p primre |f(p)| = 1, f(p) # 1. Tagado6 vélasz esetén a fent
leirt konstrukcié megadja az 0sszes sz6bajové megoldast.

3. (Halasz Gabor) A feltétel sziikségessége az alabbi modon is lathato.
Ha létezik az o kozépérték, akkor parcidlis 0sszegzéssel

) L

IRT n I Z;.Lol n? | | R
“= o—>1+0( ) ne al—lflrjro C(o) 0—>1+ 1_ i@’
p o4

Mivel minden tényez6 < 1, csak egyet megtartva

1— 1L 1—1

la| < lim E__ — - :
a—>1+0)1 f(p) ‘1_@
p° D

ha van f(p) # 1 érték.

Megoldotta Agoston Tamas, Fehér Zsombor és Nagy Janos. Részeredményt
ért el Frankl Nora, Lenger Déniel és Marko Adam. Hibas egy dologozat.



2. (Fehér Zsombor) Legyen U C V olyan cstucshalmaz, amelyre létezik
olyan p € U és v € V \ U, hogy u € U-ra ¢(uv) = A éllando, és
u € U\ {p}-re ¢(up) = B szintén allando, de A # B. Ha ¢ allando az
egész élhalmazon, akkor készen vagyunk, ha nem allandoé, akkor nyilvan
létezik ilyen tulajdonsagu kételemi U halmaz. Rogzitsiink egy olyan
U, p,v-t, melyben U elemszama maximalis.

Megmutatjuk, hogy ¢ értékkészlete az AB egyenesen van. Tegyiik fel
indirekt modon, hogy C' ¢ AB eleme az értékkészletnek. Legyen T
azon t € V' \ U cstcsok halmaza, melyekre ¢(ut) = D alland6 u € U-ra,
és D rajta van az AC egyenesen, de D # C.

Vilagos, hogy T diszjunkt U-tol, és hogy T nem iires, hiszen v € T.
Mivel ¢~1(C) sszefiiggs, ezért létezik olyan T-bél kiléps rs él (r € T,
s € V\T), melyre ¢(rs) = C. Mivel r € T, ezért u € U-ra ¢(ur) = R
allando, ahol R € AC, R# C. Igy s ¢ U.

Legyen ¢(sp) = S. A prs haromszog miatt R, C, S egy egyenesen lév§
pontok. Tovabbé, minden u € U \ {p}-re az ups haromszog miatt
B, S, ¢(us), az urs haromszog miatt pedig R, C, ¢(us) egy egyenesen
vannak. Ez B ¢ AC = RC miatt azt jelenti, hogy ¢(us) = RCNBS =
S.

Tehat s € V'\ U olyan cstcs, hogy minden u € U-ra ¢(us) = S allando,
ahol § € AC. Mivel s ¢ T, ezért ez csak ugy lehet, ha S = C. Ekkor
azonban U' = U U {r}, p' = r, v' = s ellentmond U maximalitasanak.
Ezzel készen vagyunk.

Megjegyzés. Az allitas akkor is igaz marad, ha ¢ értékkészlete egy
hurokmentes matroid, és az ,egy egyenesen van” kifejezést helyettesit-
jiik a ,legfeljebb 2 rangt halmazt alkot” kifejezéssel.

Kiemelked6 megoldast adott Fehér Zsombor és Nagy Janos. Megoldotta
Agoston Péter, Agoston Tamas, Frankl Nora, Garamvolgyi Déaniel, Maga
Balazs és Sz6ke Tamas. Hibés négy dolgozat.

3. Feltehetjiik, hogy P = 1, ha ugyanis 1 + Q?*(x) oszthaté (1 + 2%)"-nel,
akkor P?(x) + (PQ)*(x) is oszthato (1 + x*)"-nel.
Ha n = 1, akkor Q(x) = = megfelels. Ha n = 2, akkor Q(z) =
z(x? + 3)/2 megfelels, hiszen Qi) = ¢ és Q'(x) = 3(2* 4+ 1)/2 miatt ¢
kétszeres gyoke 1 + Q%*-nek.



Ha mér 1+ Q%(z) oszthatoé (1 + 2%)"-nel, akkor 1+ Q*(Q(x)) oszthato
(14 Q2(z))"nel, ez pedig (1 + 22)"*-nel. Mivel a 2 ismételt négyzetre
emelésével tetszblegesen nagy szamot kaphatunk, a feladat allitédsa igaz.

Megoldotta Agoston Tamas, Csernak Tamas, Fehér Zsombor, Frankl Nora,
Garamvolgyi Déniel, Kiss Melinda, Lenger Déniel, Maga Baldzs, Marké
Adam, Nagy Janos, Széke Tamas, Williams Kada, valamint — javithato
hibaval — Kaprinai Balazs is.

. Legyen

0 n<e
c(n) =
log logn n > e,

és legyen b(n) = nc(n). Azt allitjuk, hogy alkalmas C' > 0 abszolut
konstanssal tetszéleges n > k > 0 egészekre

—b(k) —b(n — k) +b(n) < Cn/logn. (6)

Valoban, a b(n) fliggvény konvex, tehat b(k) + b(n — k) > 2b(n/2). Ha
n > 6, akkor

b(n) —2b(n/2) = nloglog n—2(n/2) loglog(n/2) = nlog (12(%)

log 2 n

=nl 4+ ——— | < — < .
nog< +10gn—10g2> logon —1 logn
A C konstanst alkalmasan megnévelve, @ teljestilni fog n = 2,3,4,5
esetén is.

Legyen

a(n) = n(c(n) — ¢(n))/C = (b(n) — nc(n))/C,

ahol T az z-hez legkozelebbi négyzetszam. Mivel a ¢(n) sorozat mo-
noton noévekvs, ezért a(n) kielégiti az (1)) egyenlStlenséget. Konnyt
belatni, hogy az {a(n)/n : n > 1} halmaz mindeniitt strd az egész
szamegyenesen.

Megjegyzés. Valos szamok egy a(l), a(2), ..., a(n), ... végtelen
sorozata szubadditiv, ha

a(n +m) < a(n) + a(m)
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minden m,n > 1 egészre. Sok bevezet§ analiziskonyvben szerepel fel-
adatként vagy tételként Fekete lemmaja: ha (a(n)) szubadditiv, akkor
az (a(n)/n) sorozatnak létezik limesze (amely véges vagy —oo, s6t meg-
egyezik a sorozat infimuméval).

Legyen f(1), ..., f(n), ... egy nemnegativ szamokbol 4ll6 sorozat. Va-
16s szamok egy a(1), a(2), ..., a(n), ... végtelen sorozata f-majdnem
szubadditiv, ha

a(n+m) <a(n)+a(m)+ f(n+m)

minden m,n > 1 egészre. De Bruijn es Erdés fent emlitett eredménye
a Fekete-lemma &ltalanositasa majdnem szubadditiv sorozatokra.

A feladat azt mutatja meg, hogy a (|2 feltétel nagyon kozel van a leheté
legjobbhoz, hiszen f(z) = x/log x esetén mar létezik olyan f-majdnem
szubadditiv a(n) sorozat, amelyre (a(n)/n) ,nagyon” nem konvergens.

Megoldotta Frankl Nora, Nagy Janos, Williams Kada és — kis hidnyossagtol
eltekintve — Maga Balazs. Részeredményt ért el Agoston Taméas. Nem
tartalmaz érdemi eredményt egy dolgozat.

. (A kit(iz6 megoldasat atdolgozta Keleti Tamas.) Legyen f(z) = [z] +
5{z} — 2 ha {z} € [1/5,4/5], a kiegészitG intervallumokon linearisan
kiegészitve. Megmutatjuk, hogy ez a fiiggvény jo.

Allitas. Legyen by, by, ... olyan, egészekbdl allo sorozat, amelyben a
szomszédos tagok kiilonbsége legfeljebb 1. Ekkor van olyan x € (0, 1),
amelyre [f*(x)] = b, minden k =0, 1,2, ... egészre.

Bizonyitas. Legyen dj = by — bi_1, x pedig az a szam, amelynek egész
része by, és 0t6s szamrendszerben a k-adik jegye dp+2. Konnyen latszik,
hogy ez pont jo.

Allitas. Barmely, kétiranyban végtelen [0, 1]-beli (a,) sorozathoz van
olyan, egészekbdl allo by, by, . .. sorozat, amelyben a szomszédos tagok
kiilénbsége legfeljebb 1, és minden egész n-re az n-nel egyenls by szamok
relativ gyakorisaganak limsupja éppen a,,.

Bizonyitas. Legyen by = 0. A tovabbi by értékeket a kovetkezGképpen
konstrualjuk: fol-le sétalunk Z-n tgy, hogy meg-megpihenve fellépege-
tink 1-ig, aztan le (—1)-ig, aztan fel 2-ig, aztan le (—2)-ig, fel 3-ig,
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stb. Ha sehol sem pihennénk meg, akkor minden n-re 0-hoz tartana
a relativ gyakorisadg. Ezért minden n-re, mindig amikor n-ben jarunk,
pihenjlink meg olyan sokéig, hogy a relativ gyakorisag épp felmenjen
a, f6lé, aztan menjiink tovabb. Igy megfelels by sorozatot kapunk.

A két fenti Allitas alapjan az f fiiggvény kielégiti a feladatbeli kovetel-
ményt.

Megoldotta Csernak Tamaés, Fehér Zsombor Maga Balazs, valamint — apré
hidnyossagoktol eltekintve — Frankl Nora és Nagy Janos. Jo kiindulé Gtle-
teket irt Agoston Tamaés.

. (Nagy Janos megoldéasa nyoméan, aki észrevette, hogy a Riemann-féle
((s) fiiggvény fiiggvényegyenlete lényegében minden megkovetelt tulaj-
donsagot magéban foglal. A kittiz6k kozvetlen konstrukeiot adtak.) ¢,
o, ...alkalmas pozitiv abszolit kostansokat fog jeldlni.

A széban forgo fiiggvényegyenlet azt mondja ki, hogy a

S

§(s) = s(s = i (5) ¢(9)

egeészfiiggvényre £(s) = £(1 — s), masszoval £(s + 1/2) paros egészfiigg-
vény.

Olyan F(s) paros egészfiiggvényt kell konstruélnunk, amire

SS

es\/s

hiszen a Stirling-formula komplex sikra valo kiterjesztése szerint |[['(s)]
a jobb félsikban a jobb oldal két pozitiv konstansszorosa kozé esik,
hacsak s el van hatéarolva az origoban levé polustol. Itt és a tovabbi-
akban az s® (Rs > 0) komplex hatvany értelmezéséhez log s-et mindig
|args| < m/2-lel definialjuk. Ennek koszonhetSen s = g*1ta
minden tovabbi nélkiil, és ha sq, s9, s159 is a jobb félsikba esik, akkor
arg s; + arg ss = args;Ss, ahonnan s¢s3 = (s182)%, mint a valésban
megszoktuk.

[F(s)] <1

\ (Rs >0, |s| > 1),

Els6 probélkozésunk legyen a szintén paros egészfiiggvény,

2
e ()= () e (e d)

11



Az els6 két tényezs abszolut értéke,

<els[" (Is| > 1),

_s—1 _
72| = cam .

i

Ismét a I'-fliggvény emlitett becslése alapjan a harmadikeé,

1
2 Sz
(+3)

Itt

ahol

1+1 s—
2s

eslog(lJri)

< PRt = oo (Rs >0, |s] >1).

Szinte trivialis becsléssel |((s)| < ¢z4/|s| (Rs > 1/2) — ez kisebb ki-
tevével is ismert, de a kitevének nem lesz lényeges szerepe —, ahonnan
a negyedik tényezd abszolut értéke,

9 1
C (S—f‘g)

Osszeszorozva a négy tényezot, latjuk, hogy F(s) legfeljebb egy |s|?(27) %
tényezével 1épi til a megengedett korlatot.

<cgls] (Rs>0, |s| >1).

sinhs/s = (e® — e™%)/(2s) is paros egészfiiggvény, ahol |(e® —e™%)/2| <
e (Rs > 0).

Fs) < Fy(s) (M) ’ (a o 10g527r)




tehat mar kielégiti a feladat kdvetelményeit.

Megjegyzés. Az csak a latszat, mintha Fi(s) becslésében a fos — oo
esetén exponencidlisan csokkend (27) ™% tényezének lényeges szerepe
lenne. Ha ott sem volna, Fi(s) helyett FM(s/M)-et véve egész M-
mel, mar megjelenne egy M %% a becslésében, amivel tetszleges M-
hez konstrualtunk olyan F(s) fiiggvényt, amelyre még F'(s)M*/T'(s)
is korlatos a jobb félsikban. Egyszerti Phragmén—Lindelof-tipusa té-
tel mutatja viszont, hogy egyetlen fiiggvény ezt nem tudja megtenni
minden M-re.

Megoldotta — apré hidnyossagoktol eltekintve — Nagy Janos.
. Ha L € CP*>® a C* vektortérnek egy egydimenziés altere, akkor a
tautologikus nyaldb L feletti fibruma, definicié szerint, éppen L. Az
r-szeres direkt 0sszeg L feletti fibruma tehat L. Igy az egységgomb-
nyalab L feletti fibruma

{(z1,...,2,) 2 € L, |lzy|* + -+ |z ] = 1}.

Mivel nem lehet zy, ..., x, mindgyike a nullvektor, ezért ez az r vektor
meghatéarozza az L = (x1,...,x,) alteret. Tehat az egységgombnyalab
totélis tere

E={(z1,...,7,): 7; € C* egymas szamszorosai, |z1|*+- - -+|z,|* = 1}.

Az (z1,...,2,) — [x1 : -+ : x,] hozzarendelés egy joldefinialt, folytonos
n: E — CP™! leképezést hataroz meg. Belatjuk, hogy n homotopi-
kus ekvivalencia. Mivel S pontrahtuzhato, ezért elég belatni, hogy 7
lokélisan trivialis nyalab S* fibrummal. Ehhez legyen

U={lz1:-:2,] €CP" 1z #0}.

Ekkor van olyan U; x S <+ n~!(U;) homeomorfizmus, amelynél a z fe-
letti fibrumok egymasnak felelnek meg minden z € U; esetén. Valdban,
a direkt szorzat (z,v) pontjanak feleljen meg a

(@ﬁv)’“
2] 2 j=1

Megoldotta Agoston Tamas és Nagy Janos. Részeredményt ért el Kiss Me-

vektor-r-es.

linda. Hibas egy dolgozat.

13



8. (Laczkovich Miklos) Koénnyen lathato, hogy n = 2-re ilyen téglalap
nincs. Belatjuk viszont, hogy minden n > 2-re van.

Legyen z > 1. Legyen b_; = 0, by = 1 és b,.1 = xb, + b,_1; minden
n > l-re. Konnytd ellenérizni, hogy a b,_1 x b, méretd T, téglalap
felbonthaté n darab 1 : x oldalardnyt és kiilonb6z6 méretii téglalapra:
mindig hozzaillesztiink egy 1 : x oldalardnyu téglalapot az el6z6hoz.
Most illessziink 7T}, hosszabbik (b,, hosszuséagi) oldalahoz egy b, x (b, /x)
méretd téglalapot. Legyen a kapott téglalap R,. Csak azt kell ellen-
6rizni, hogy alkalmas x > 1-re R, oldalainak ardnya 1 : x. Ezt nem
nehéz ellendrizni, ui. = 1 esetén b, az (n + 1)-edik Fibonacci-széam,
és ekkor R, oldalainak ardnya > 1 = x, ha viszont x nagyon nagy,
akkor konnyen lathatéan R,, oldalainak aranya < 1 < x. Mivel b,, az z
paraméter folytonos fiiggvénye (amit egyébként explicite is meg lehet
adni), kell hogy legyen olyan z > 1, amelyre az arany x.

Az is vildgos, hogy a kapott n + 1 téglalap paronként nem egybevago.

Megoldotta Agoston Tamas, Csernak Tamas, Farago Janos, Fehér Zsombor,
Frankl Nora, Kiss Melinda, Maga Balézs, Nagy Jénos, Sz6ke Tamas és Wil-
liams Kada. Részeredményt ért el Agoston Péter és Lenger Daniel. Nem
tartalmaz érdemi eredményt egy dolgozat.

9. Legyen pg.1 egy tovabbi véletleniil valasztott pont a 7 eloszlas szerint,
ekkor

E(m(S(po, - - -, pa))) = Pr(pas1 € S(po; - - -, pa))-
Mivel po, ..., pas1 eloszlasa szimmetrikus, ezért a
Pr(p; € S(po, -, Pj—1,Pjt1s- - - Pdr1))

valoszintiség nem fiigg j-t6l (j =0,...,d + 1). Ezért elegendd belatni,
hogy ennek a d + 2 valoszintiségnek az 0sszege legalabb 1. Ehhez pedig
elegendé belatni, hogy biztosan van olyan j, amelyre

P; € S(Pos -, Pim1,Pjt1,- - s Ddt1)-

Mivel az (1) € R vektorok linearisan osszefiiggnek, ezért vannak
olyan fy, ..., Bqr1 valos szdmok, amelyek nem mind nullék, s melyekre

d+1 d+1

Zﬁipi =0 ¢&s Zﬁi = 0.
i—0 i—0
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10.

Feltehetjiik, hogy max; |3;| = 1 és a(z egyik) maximalis abszolut értéki
B; pozitiv. Legyen ez f3;, ekkor tehat

Z(_Bi)pi =Py, Z(—ﬁi) =1 ¢é —pB <1

i i

Igy pj € S(po,- -, Dj=1,Dj41: - - -+ Pat1)-
Megoldotta Agoston Tamés és Nagy Janos.

Els6 megoldas (Nagy Janos megoldasa nyoman). Legyenek py, po,

.., Pn tetszdleges pontok az S? egységgdmbfeliileten. Jelolje U az
egyenletes eloszlést, (),, pedig a p; pontok altal meghatarozott tapaszta-
lati eloszlast S2-en. Legyen —1 < t < lesetén o(t) = {x € S%: 1y < t};
ez az a gombsiiveg, amelynek szimmetriatengelye az els§ koordinéta-
tengely, és a gombfeliilet azon pontjait tartalmazza, amelyek elsé koor-
dinataja legfeljebb t. Végiil jelolje v az SO(3) forgatascsoporton vett
normalt Haar-mértéket. Ekkor [K. B. Stolarsky: Sums of distances
between points on a sphere II, Proc. Amer. Math. Soc., 41 (1973),
575-582, Theorem 2| szerint

—Zan pjl +4 / / (Qu(O0(1)) — U(0(t))*v(de) dt

i=1 j=1

= EJIX = X,

ahol || . || az euklideszi tavolsag, tovabba X, X fiiggetlenek és egyenletes
eloszlastiak a gombfeliileten.

Ha most pq, po, ... fiiggetlen, Q eloszlast véletlen pontok az S? gdmb-
feliileten, akkor n — oo esetén a fenti egyenlGség bal oldalanak elsd
tagja 1 valoszintiséggel konvergal, és a hatarértéke E||Y — Y'||, ahol YV
és Y’ fliggetlenek és eloszlasuk Q. Ez pl. az U-statisztikdkra vonatkozo
nagy szamok erds torvényének a kovetkezménye [Mori Tamas: Diszk-
rét paraméterd martingdlok, Typotex, Budapest, 2011, 12.10. Tétel|.
A masodik tagban Q,(00(t)) — Q(O0c(t)) majdnem biztosan, igy a
dominalt konvergencia-tétel értelmében a mésodik tag hatarértéke

4 / 1 /5 » (Q(Oc(t)) — U(Oa(t))) v(dO) dt.
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Mivel ez nemnegativ, azt kapjuk, hogy F|Y — Y| < E|X — X/'||,
vagyis az egyenletes eloszlds maximalizal. Egyenldség akkor és csak
akkor teljesiil, ha a @) eloszlas majdnem minden gémbsiivegen ugyan-
azt az értéket veszi fel, mint az egyenletes eloszlas. Megmutatjuk, hogy
akkor () nem lehet més, mint az egyenletes eloszlas. Legyen ¢ rogzitett
kis pozitiv szam. Legyenek Gy, G, ..., G, olyan gémbsiivegek, ame-
lyek paronként diszjunktak, legfeljebb e atmérsjiek, Q(G;) = U(G;),
tovabbd Gy = S? \ U ,G;-re U(Gy) < e. Legyen Y eloszlasa @Q, le-
gyenek az X; valoszintiségi valtozok fliggetlenek Y-t6l és X; egyenletes
eloszlastt G;-n, 0 < ¢ < n. Definidljuk X-et a kovetkezSképpen: ha
Y € G, akkor legyen X = X;, 0 < i < n. Ekkor X egyenletes elosz-
last az S? gombfeliileten, és

P(||X =Y >¢) < P(Y € Gy) = Q(Go) =U(Gy) < e.
Mivel ¢ tetszélegesen kicsi lehet, azt kapjuk, hogy @ = U.

Masodik megoldas. Legyen P és () két véges varhato értékd valo-
szintiségeloszlas R? Borel-halmazain. Ekkor P és ) energia-tavolsiga

a
D*(P,Q)=2E|X -Y| - E|X - X'| - E|Y - Y|
mennyiség négyzetgyoke, ahol az X, X' Y, Y valoszintiségi (vektor)val-
tozok fiiggetlenek, X és X' eloszlasa P, Y és Y’ eloszlasa Q. Ez tehat
nemnegativ, l. https://en.wikipedia.org/wiki/Energy_distance.

Legyen most P az egyenletes eloszlas az egységgombfeliileten, () pedig
tetszbleges eloszlas ugyanott. Az egyenletes eloszlas szimmetriatulaj-
donsaga miatt az egységgdmbfeliilet tetszéleges z pontja esetén || X — z||
eloszlasa 2-t6l fliggetleniil ugyanaz. Ezért tetszéleges, X-t6l fiiggetlen
Z valoszintségi valtozo esetén, amely az értékeit az egységgdmbfeliilet-
6l veszi, || X — Z|| eloszlasa is mindig ugyanaz. Kovetkezésképpen

0<DP,Q)=2E|X Y| - E|X -X'| - E|Y Y|
= E|IX = X'| = ElY =Y,

ami mutatja, hogy az egyenletes eloszlas adja a maximumot (és csak
az).

Apré hidnyosségtol eltekintve megoldotta Nagy Jénos.
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