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1. feladat. Legyen K az R® zart egységgombjének egy zéart részhalmaza tigy, hogy az
egységgomb-feliilet hurjainak egy stri rendszere diszjunkt K-t6l. Igazoljuk, hogy van az
egységgomb-feliileten egy olyan stirii H halmaz, hogy H bérmely két pontjat 0sszekotd hir
diszjunkt K-tol.

2. feladat. Legyen {z,} a van der Korput sorozat, azaz ha a pozitiv egész n binaris
alakja n = Y. a;2" (a; € {0,1}), akkor x, = >, a;27""*. Legyen V a sikbeli (n,z,) pontok
halmaza, ahol n pozitiv egész. Legyen G az a graf, melynek csicshalmaza V', és amelyben
két kiilonb6z6 csicsot, p-t és g-t akkor és csak akkor kotjiik Gssze éllel, ha van olyan — a
koordinatatengelyekkel parhuzamos allasi — R téglalap, melyre RNV = {p,q}. Igazoljuk,
hogy G kromatikus szama véges.

3. feladat. Legyen A véges halmaz és — olyan binér relacié6 A-n, hogy barmely a,b,c € A
esetén, ha a # b, a — c és b — ¢, akkor a — b vagy b — a. Legyen B C A minimélis arra
a tulajdonsagra nézve, hogy barmely a € A\ B elemhez létezik b € B ugy, hogy a — b vagy
b — a. Tegyiik fel, hogy A-nak legfeljebb k olyan eleme van, hogy koziiliik semelyik kettd
sincs — relacioban. Bizonyitsuk be, hogy B legfeljebb &k elem.

4. feladat. Legyen aq,as, ... pozitiv egész szamok olyan sorozata, hogy a; = 1, és barmely
p primszamra ap, ag, ..., a, teljes maradékrendszert alkot modulo p. Bizonyitsuk be, hogy
lima,/n = 1.

5. feladat. Legyen n > 1 esetén f(x) = 2" +a" 1 + 2" 2+ .- + 22+ 2+ 1. Mely n
pozitiv egész szamokra talalhatok olyan g(z), h(z) valos egyiitthatos, n-nél alacsonyabb foka
polinomok, amelyekkel f(z) = g(h(x))?

6. feladat. Legyen G az () véges halmazon haté permutéicidcsoport. Legyen S C G
olyan, hogy 1 € S és barmely x,y € () elemekhez pontosan egy o € S elem létezik, melyre
o(x) = y. Mutassuk meg, hogy ha az S\ {1}-beli elemek konjugéaltak G-ben, akkor a G
csoport 2-tranzitivan hat €2-n.



7. feladat. A haromdimenzios, origo kozépponti egységgomb S? hataran egy w szélességii
savon egy w szélességii, origéra szimmetrikus gémbovet értiink. Mutassuk meg, hogy létezik
olyan ¢ > 0 konstans, amelyre minden pozitiv egész n esetén S? lefedhets n darab egyforma
szélességi savval ugy, hogy minden pontot legfeljebb ¢ - \/n sav tartalmaz.

8. feladat. Igazoljuk, hogy az
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fiiggvényegyenlet minden folytonos megoldésa konstans.

9. feladat. Egy G C C tartoményon értelmezett u fiiggvényre legyen Z(u) az u zérushelyei
halmazanak 1 sugari kdrnyezete. Igazoljuk, hogy minden K C G kompakt halmazra van
olyan C' konstans, hogy ha u tetszé6leges valos harmonikus fiiggvény G-n, amely eltiinik a K
valamelyik pontjaban, akkor

suplu(=)| <C sup [u(2)].
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10. feladat. Legyen f: R — R folytonosan differencialhato, szigortian konvex fiiggvény.
Legyen tovabba H komplex Hilbert-tér, A és B pedig 6nadjungalt korlatos lineéris operatorok
H-n. Bizonyitsuk be, hogy ha f(A) — f(B) = f'(B)(A — B), akkor A = B.

11. feladat. Egy [0,1] C F C [0,00) véges sok zart intervallumbol 4ll6 halmazra inditsunk
egy kétdimenzids Brown-mozgast valamely x < 0 pontbdél, amely akkor alljon meg, ha F
egy pontjaba ér. Legyen p(z) annak a valoszintisége, hogy ez a megallas [0, 1]-en torténik.
Igazoljuk, hogy p(z) novekszik a [—1,0) intervallumon.
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