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Jelentés

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 2015. oktober 22. és 2015. november 2. kozott rendezte
meg a 2015. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kozépiskolai
tanulok, egyetemi és fGiskolai hallgatok, valamint 2015-ben egyetemet vagy f6iskolat végzettek
vehettek részt.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a verseny megrendezésére a kovetkezs bizottsagot kérte
fel: Kérchy Laszlo (elntk), Nagy Gabor Péter (titkar), B. Szendrei Maria, Czédli Gabor, Fodor
Ferenc, Gehér Gyorgy Pal, Hajnal Péter, Hatvani Laszlo, Kincses Janos, Kramli Andras,
Krisztin Tibor, Maroti Miklos, Major Péter, Makay Géza, Molnar Lajos, Moricz Ferenc, Nagy-
Gyorgy Judit, Pap Gyula, Rost Gergely, Szabo Laszlo Imre, Totik Vilmos, Vas Gabriella, Vigh
Viktor, Waldhauser Tamaés, Zadori Laszlo.

A versenybizottsag 11 feladatot tiz6tt ki, ezekre 18 versenyzd Osszesen 102 megoldast nydjtott
be, amik koziil 86 volt lényegében hibatlan. Az alabbi Gsszesitd tablazat jelzi az értékelhetd
megoldasokat.
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A versenybizottsag a kdvetkezG sorrendet allapitotta meg:

I. dijban és 80.000,-Ft pénzjutalomban részesiilt Nagy Janos (ELTE) az 1-10. feladatok
hibatlan, valamint a 11. feladat 1ényegében helyes megoldasaért.

I1. dijban és fejenként 40.000,-Ft pénzjutalomban részesiilt Mészaros Andras (ELTE) az
1-9. és a 11. feladatok helyes megoldasaért, valamint Nagy Donat (ELTE) az 1-9. feladatok
hibatlan és a 11. feladat 1ényegében helyes megoldasaért.

ITI. dijban és fejenként 20.000,-Ft pénzjutalomban részesiilt Poor Mark (ELTE) az 1-3.
és 5-9. feladatok helyes megoldasaért, valamint Agoston Taméas (ELTE) az 1-3. és 5-
8. feladatok hibatlan megoldasaért, tovabba a 9. feladat lényegében helyes, de t&bb hibat
tartalmazé megoldéasaért.

Kiemelt dicséretben részesiilt Daméasdi Gabor (ELTE) az 1-5. és 7. feladatok helyes
megoldasaért, tovabb4 a 8. feladat 1ényegében helyes megoldasaért, illetve Frankl Néra
(ELTE) az 1-5. feladatok és a 8. feladat helyes megoldasaért

Dicséretben részesiilt Fehér Zsombor (ELTE) a 2., 3., 5., 7. és 8. feladatok helyes
megoldéasaért; Maga Balazs (ELTE) az 1., 3., 4., 5. és 8. feladatok helyes megoldasaért,
illetve Tardos Jakab (ELTE) az 1., 2., 4., 5. és 8. feladat helyes megoldasaért.

A versenyt a Morgan Stanley Magyarorszag Elemz6 Kft. tamogatta, ezért a versenybizottsag
koszonetét fejezi ki.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat. (Kittiz6: Totik Vilmos) Legyen K az R® zart egységgombjének egy zart részhal-
maza gy, hogy az egységgomb-feliilet hiirjainak egy siirii rendszere diszjunkt K-tél. Igazol-
juk, hogy van az egységgomb-feliileten egy olyan siirtdi H halmaz, hogy H barmely két pontjat
0sszek6td hiir diszjunkt K-tol.
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1. megoldas. Legyen S az egységgomb-feliilet, és legyen Iy, I, ... az S topolégidjanak egy
bézisa.

A feltevésbdl kovetkezik, hogy ha U,V C S nyiltak, akkor van olyan P € U pont és olyan
Vi C V nyilt halmaz, hogy V; C V és Vi minden pontja lathaté P-bél abban az értelemben,
hogy az 6ket 6sszekotd hur diszjunkt K-tél. Ebbdl kovetkezik, hogy ha V' C S nyilt, akkor
van olyan ) € V| hogy @-bdl egy stird nyilt halmaz latszik. Valoban, alkalmazzuk az elézét
U = Ip-al és V-vel, majd U = I-gyel és Vi-el, stb. A Vj-k metszete nem iires, és ha @)
a metszetben van, akkor ()-b6l minden [; valamelyik pontja latszik, tehat a @-bol lathato
pontok halmaza stird és nyilt.

Ezek utan egyesével valasszunk @), (Q)s, ... pontokat tgy, hogy minden N-re a Qq,...,Qn
pontok latszanak egymasbol és egy Gy siirt nyilt halmazbol is. Ekkor az el6z6t V = Gy NIy-
nel alkalmazva kapunk egy olyan Qny1 € Gy N Iy pontot, amibdl egy Hy stird nyilt halmaz
latszik, és legyen a kovetkezé lépésben Gny1 = Gy N Hy.

A H ={Q1,Qy,...} halmaz nyilvin megfelel a feltételeknek.
T6bb versenyzd megolddsa alapjdn.

2. megoldas. Legyen S a gombfeliilet. Az alabbiakban mindig S-en dolgozunk, igy a ,,ny{lt”
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A feladat feltételébdl kovetkezik, hogy ha U, V' nyilt halmazok, akkor vannak olyan U’, V' nyilt
gdémbok, hogy lezartjaikra U’ C U, V! C V igaz, és az U'-bél ill. V'-bél kivéalasztott barmely
pontpéarra az 6ket Osszek6té hir diszjunkt K-tol. Ezt iterdlva adodik, hogy ha Uy, ..., U,
nyilt halmazok, akkor vannak olyan U7, ..., U/ nyilt gdmbdk, hogy lezartjaikra 7]’ C U, igaz,
és ha j # k, akkor az Uj-bol ill. U;-bol kivalasztott barmely pontparra az Sket Gsszekotd
har diszjunkt K-tol. Valoban, ha ezt mar (n — 1) halmazra tudjuk, akkor alkalmazzuk az
allitast az Uy, ..., U,_y halmazokra, igy kapjuk az U7, ..., U] _, gdmbdket, de a jobb érthetGség
kedvéért irjunk ezek helyett Vi,...,V,_1-et. Most alkalmazzuk a két halmaz esetét a Vi és
U, vélasztassal, igy kapjuk az V}, U}, ; gémboket, Majd alkalmazzuk a két halmaz esetét a V5
és U, | halmazokra, igy kapjuk az V3, U, , gombdket. Ezt folytatva, az utols6 lépésben a két
halmaz esetét alkalmazzuk a V,,_ és U, ,_, halmazokra, amivel kapjuk a V;, U, gémboket.

AV VY . V! U rendszer (nevezziik ezeket Uj, ..., U!-nek) kielégiti a feltételeket.

n,n
Legyen A = {ay,as,...} egy kiilonb6z6 pontokbol 4llo, S-ben stiri sorozat, és legyen B;
az a; koriili 1/j sugart gomb. n-szerinti rekurziéval konstrudlunk olyan B;,, 1 < i < n,
gomboket, hogy B;, C B;,—1 C --- C B;; C B;, mindegyik B, lezartja is még benne van
B; ;—1-ben, és tetsz6legesen kivalasztva 1-1 pontot a B;,, halmazokbol (azaz Gsszesen n pontot
felvéve) egy K-tol diszjunkt htirrendszert kapunk. Azt is megkoveteljiik, hogy B;,, lezartja
nem tartalmazza a,.i-et semelyik 1 <17 < n-re.

Ha n = 1, akkor legyen egyszertien B;; C B; olyan gomb, amely nem tartalmazza az as
pontot, és amelynek még a lezartja is része Bi-nek. A rekurzidhoz tegyiik most fel, hogy
valamely n-re mar minden 1 < i < (n — 1) esetén ismerjiitk a B;,,_ halmazokat. Legyen B}
olyan gomb, hogy a lezartja része B,-nek, és diszjunkt a B;,_1, 1 <i < n — 1, halmazoktol
(ilyen van, hiszen a, nincs a B;,_1, 1 <i <n — 1, halmazok lezartjaban, és B,, kozéppontja
an). Ekkor az U; = B;,,—1, U, = B} valasztassal alkalmazzuk a megoldas elején mondottakat,
és legyen Bj,, = U/, 1 < j<n-—1,é B,, =U,. Tovibb szikitve a B;, gémboket azt is el
tudjuk érni, hogy a,,1 egyik lezartjanak se legyen eleme.

Ezzel a B;, halmazokat rekurziv médon definidltuk, és legyen h; € N2, B; ,. Ez a metszet,
mint egymasba skatulyazott kompakt halmazok metszete, nem fires, igy h; létezik. Allitjuk,
hogy a H = {hy, hs,...} halmaz siird, és a pontjait sszekots hurok diszjunktak K-tol. A
H halmaz stirtisége vilagos, hiszen minden n-re az a, pont 1/n-sugart kornyezete (amely
B,) tartalmazza a h, pontot. Masrészrél, ha j # k és n > max{j, k}, akkor a B;, és
By, halmazok léteznek, és barmely két pontjukat Osszekots hur diszjunkt K-tol, marpedig
h]‘ € Bj,n és hk € Bk,n-

Maga Baldzs megolddsa.

2. feladat. (Kitiiz6: Tardos Gabor) Legyen {z,} a van der Korput sorozat, azaz ha a pozitiv
egész n bindris alakjan = >, a;2" (a; € {0,1}), akkor x, = >, a;27""'. Legyen V a sikbeli
(n,x,) pontok halmaza, ahol n pozitiv egész. Legyen G az a graf, melynek csiicshalmaza V ,
és amelyben két kiilonb6z46 csiicsot, p-t és q-t akkor és csak akkor kotjiik dssze éllel, ha van
olyan — a koordinatatengelyekkel parhuzamos dllasii — R téglalap, melyre RNV = {p, q}.
Igazoljuk, hogy G kromatikus szama véges.

Megoldas. Néhany egyszert megjegyzéssel kezdjik. A graf egy (n,x,) csicsat azonosithat-
juk n binaris felirisdban a szamjegyek sorozataval, amelyet kezd6 0-kkal végtelen sorozatta
egészitiink ki. Azaz grafunk csucsait kodoljuk azon (a;)$°, 0-1 sorozatokkal, amelyek véges
sok 1-est tartalmaznak. A pozicidkat ugy képzeljiikk mint a helyi értékeket a binéris felirasban.
Azaz a sorozat balra végtelen. Két pozicio koziil az els6 a bal oldalibb, vagyis amelyik inde-
xe nagyobb. Az (a;) és (b;) kiilonb6z6 sorozatoknak megfelelé pontok elsé koordinatéjanak



nagysag szerinti rendezését az elsg eltérg bitjik donti el (az olvasat balrél jobbra torténik,
azaz az els6 eltérs bit pozicidja a legnagyobb ¢ index, amelyre a; # b;). Annak a pontnak lesz
nagyobb az els6é koordinataja, amelyik 1-est tartalmaz az els6 eltérés helyén. Hasonléan egy-
szert, hogy az (a;) és (b;) kiilonb6z6 sorozatoknak megfelel pontok mésodik koordinatajanak
nagysag szerinti rendezését az utolso eltérd bitjiikk donti el. Annak a pontnak lesz nagyobb a
masodik koordinataja, amelyik l-est tartalmaz az utolso eltérés helyén.

Grafunkban két cstcs ((a;) és (a;")) akkor és csak akkor nem Osszekotott, ha van olyan csiics
((b;)), amelyet (a;)-val és (a;)-vel elsd eltérésiik szerint Gsszevetve kozéjiik esik és hasonloan
kozéjiik esik az utolso eltérés szerinti 6sszevetésben. Ekkor azt mondjuk, hogy (b;) bizonyitja
(a;) és (a;') nem Osszekotottségét.

Vegyiink két tetsz6leges csticsat grafunknak, illetve az Gket leir6 két balra végtelen sorozatot.
Ennek lesz egy els6 és utolso eltérése. Ez vagy egybeesik (aOw és alw, ahol « egy balra
végtelen 0-1 sorozat, mig w egy véges 0-1 sorozat) vagy nem esik egybe (a0k0w és alklw,
illetve a0klw és alk/Ow, ahol k és k' hossza ugyanaz az ¢ természetes szam, esetleg 0).

A bizonyitas elsé lépéseként azonositjuk grafunk néhany ,nem élét”:

e a00w és allw nem 6sszekotott. Valoban, a0lw bizonyitja ezt.

o u = a0r0w és v = alk'lw nem Ssszekdtdtt, ha s, £’ hossza £ és k # 1°. Valéban, a010w
bizonyitja ezt.

o u = alk0w és v = alk'lw nem Osszekdtdtt, ha w, k' hossza £ és k' # 0°. Valoban,
101w bizonyitja ezt.

e u = alklw és v = alk'Ow nem Osszekotdtt, ha k, k' hossza ¢, és k, k' # 0°. Valoban,
101w bizonyitja ezt.

o u = alklw és v = alk'Ow nem Osszekotdtt, ha w, k' hossza ¢, és k, k' # 1¢. Valoban,
a01°0w bizonyitja ezt.

A fenti megjegyzések utan a lehetséges Gsszekotott csicsparok kodparjaira a kovetkezd lehe-
tGségek vannak:

e alw és alw,
e a01%0w és al0%1w (¢ > 0),
o 0001w és al1‘0w,

e 0191w és a10%0w.

Ezek valojaban élei is grafunknak, de ennek igazoldsara nincs sziikség a bizonyitis befejezé-
séhez.

Vegyiik észre, minden esetben a két csiics els6 koordinatai kozotti szamszerd kiilonbség a
{2",2"(2™ —3),3 - 2" | n,m € N} halmazbol keriil ki. Elemi szamelmélet adja, hogy ez nem
lehet 7-tel oszthato. Tehat az (n,x,) csticsot n (mod 7)-tel szinezve egy jo szinezést kapunk
hét szinnel.

T6bb versenyzd megolddsa alapjdn.



3. feladat. (Kittiz6: Zadori Laszlo) Legyen A véges halmaz és — olyan binér reldcié A-n,
hogy barmely a,b,c € A esetén, ha a # b, a — ¢ és b — ¢, akkor a — b vagy b — a. Legyen
B C A minimélis arra a tulajdonsdgra nézve, hogy barmely a € A\ B elemhez létezik b € B
gy, hogy a — b vagy b — a. Tegyviik fel, hogy A-nak legfeljebb k olyan eleme van, hogy
koziiliik semelyik kettd sincs — relaciéban. Bizonyitsuk be, hogy B legfeljebb k elemii.

Megoldas. Bevezetjiik a kovetkezd jelolést: a ~ b akkor és csak akkor, ha a — b vagy b — a.
Legyen B = {b1,...,b,}. Belatjuk, hogy m < k. A B-re kirott feltételek szerint tetszéleges
i < m-re vagy létezik b € A\ B, amelyre b, ~ b és b, 4 b; minden j # i-re, vagy kiilonben
b; # b; minden j # i-re. Feltehet, hogy ha i < [, akkor b;-hez van az el6zGekben leirt b},
egyébként pedig nincs.

Minden i < [-re vegyiink egy a fenti feltételeket kielégits bi-t. TetszGleges i < [-re legyen b}
a b; és b koziil az, amelyikbe megy a méasikbol él. (Ha b; — b és b, — b; is teljesiil, akkor
b; = b;.) Vilagos, hogy barmely i < j < l-re b; # b}, hiszen b;,b; € B, b}, b; € A\ B, b; # b;
&s b # U

Megmutatjuk, hogy minden i # j, 4,5 < [ esetén b 4 b;. Tegyik fel, hogy b; — b}
Legyen {b5,07} = {b;, )}, ekkor persze b5 — bj. Hasonloan viligos, mint az el6bb, hogy
bi # 0. Tehat b7,b; és b7 harom péaronként kiilonbozs eleme A-nek, melyekre a feladat
els6 mondataban szerepld feltétel szerint b; ~ b7 is teljesiil. Igy a haromelemi {b5, b3, bj} -
{bi, b, b, b7} halmaz barmely két eleme kézott van él, ami ellentmond annak, hogy b; 7 b,
minden s # t-re, ha s <.

Kaptuk tehé&t, hogy minden ¢ # j, 4,5 < l-re b; /4 b;. Vilagos, hogy az [-nél nagyobb
indext b;-k kozott nem megy él. Mivel a {by,... b, b}, ...,0;} és {b41,...,b,} halmazok
diszjunktak és nincs kozottiik él, ezért az m-elemd {b7,...,b/,b41, ..., by} halmaz semelyik
két eleme sincs — relacidban, és igy m < k.

T6bb versenyzd megolddsa alapjdn.

4. feladat. (Kitiz6: Ruzsa Imre) Legyen aj,as,... pozitiv egész szamok olyan sorozata,
hogy ay = 1, és barmely p primszamra ai, as, ..., a, teljes maradékrendszert alkot modulo p.

Bizonyitsuk be, hogy lima, /n = 1.

Megoldas. Elgszor belatjuk, hogy minden p primszamra teljesiil, hogy

{ar,...,a,} ={1,...,p}.

A feltétel miatt a; # a; minden ¢ # j egész szamparra. Jelolje p; az i-edik primszamot.
Indirekt modon tegyiik fel, hogy vannak olyan m > 0, ¢ > 0 egészek, amelyekre m < p; < a,,.
Feltehets, hogy m a legkisebb egész, amely ezt teljesiti, valamint

Pi-1 <m < p; <

valamely ¢ > 1-re. Mivel minden n < p;_j-re a, < p;_1, igy {a1,...,a,, ,} ={1,...,pi-1}.

Ha a,, < pi—1 + p;, akkor p; € {am — a1, a,m —ag, ..., am —ap,_, } = D,y,, ami nem lehet, mivel
{a1,...,a,} teljes maradékrendszer modulo p;.
Tehat a,, > p;—1 + p; > 2p;_1 + 1. Alkalmazzuk a kovetkezs tételt:

Tétel (Sylvester—Schur). Ha n > k > 0 egész szamok, akkor az n + 1,...,n + k szimok
valamelyikének van k-ndl nagyobb primosztdja.



Ez alapjan, mivel a,, — pi—1 > p;_1, létezik j > 4, amelyre p; osztja valamelyik D,,-beli
szamot, igy ay, ..., a,, nem lehet teljes maradékrendszer modulo p;, ami ellentmondas, tehat
belattuk, hogy {ay,...,a,} = {1,...,p} minden p primszémra.
Tehat azt kaptuk, hogy ha i > 1 és p,_1 <n < p;, akkor p;_1 < a, < p;, és igy

Pi—1 an Pi

< — << .
Di n Pi—1

A bizonyitas befejezéséhez elegendé belatni, hogy

lim Prt1 _ 1.

n—oo p?’l
A primszamtétel kovetkezménye a kivetkezs

Allitas. Minden e > 0 esetén van olyan n. > 0, hogy ha n > n., akkor van prim n és n(l+e)
kézott.

Pn+1
Pn
Tobb versenyzd megolddsa alapjdn.

Tehéat minden p, > n. esetén < 1+ ¢, amibdl kévetkezik az allitas.

5. feladat. (Kitiiz6: Pelikan Jozsef) Legyen n > 1 esetén f(x) = a™ + 2™t + 2" 2 + ... +
2?2+ + 1. Mely n pozitiv egész szamokra talalhatok olyan g(x), h(z) valés egyiitthatés, n-nél
alacsonyabb fokt polinomok, amelyekkel f(x) = g(h(x))?

Megoldas. Vélasz: ilyen g, h polinomok semmilyen n-re sem léteznek. Tegyiik fel ugyanis,
hogy lenne megfelels g, h, deg(g) = k, deg(h) = ¢ (k,¢ < n). Legyenek g komplex gyokei
71,72, ..., Tk f gyokel a komplex (n + 1)-edik egységgyokok, kivéve az 1-et. f = g o h miatt
ezek k darab (-es csoportra oszlanak, a j-edik csoportban levs egységgyckokre h az r; értéket
veszi fel, més szoval ezek h(zx) — r; gyokei. A h(x) — r; polinomok csak a konstans tagban
kiilonboznek, igy x/~! egyiitthatoja mindegyikben ugyanaz. Ez azt jelenti, hogy a j-edik
csoportban levs ¢ darab egységgyok Osszege ugyanaz minden j-re. De mivel a szoban forgo
n darab (n + 1)-edik egységgyok Gsszege —1, a k csoport mindegyikében az egységgyokok
Osszege —% lenne. Ez azonban lehetetlen, hiszen az egységgyokok algebrai egészek, —% pedig
k > 1 miatt nem az.

A kitdz6 megolddsa.

6. feladat. (Kit(iz6: Peter Miiller és Nagy Gabor Péter) Legyven G az §) véges halmazon
hat6 permutaciécsoport. Legyen S C G olyvan, hogy 1 € S és barmely x,y € () elemekhez
pontosan egy o € S elem létezik, melyre o(x) = y. Mutassuk meg, hogy ha az S\ {1}-beli
elemek konjugaltak G-ben, akkor a G csoport 2-tranzitivan hat ()-n.

Megoldas. A G csoport hat az 2 x Q halmazon a g(«, 5) = (g(«), g(f8)) hatassal, legyenek
ennek palyail Ry = {(w,w) | w € Q}, Ry,..., R,. Belatjuk, hogy n = |Q|-ra |R;| = n(n — 1)
(és persze emiatt r = 1), ez éppen azt jelenti, hogy G kétszeresen tranzitiv {2-n.

Legyen a, f € Q és s € S olyan, hogy s(a) = 3. Ekkor s bijekcioba allitja R; azon elemeit,
amiknek els§ tagja a, R, azon elemeivel, amelyek els6 tagja 5. R; elemeit n részhalmazba
sorolhatjuk az els6 elemiik szerint. Az el6z6 megjegyzésiink szerint barmely két ilyen halmaz
azonos elemszamu, és igy n osztja Ry elemszamét.



Legyen s € S egy rogzitett elem és legyen s ciklusfelbontasaban (ay,as,...,ax) egy ciklus.
(Itt 2 < k < n a ciklus hossza, s(a;) = a;41 az @ = 1,2,...,n egészekre az ary1 = a4
jeloléssel.) S\ {1} elemei elGallnak s-nek G-beli elemmel valoé konjugéltjaként; legyenek
¢1 =1, ¢3,...,Cu1 Olyan G-beli elemek, amikre S = {1} U {¢jsc;' | 1 < j < n—1}.
Ha (a1,as) € R, valamely 1 < m < r-re, akkor (a;,a;41) € R,, minden 1 < i < k-ra,
mert s (a1, a2) = (a;,a;11). Mivel a ¢; elemek is G-ben vannak, ezért minden 1 < 4 < k-
ra és 1 < j < n—1lre (¢a;),ci(ait1)) € Ry. Ezek valoban k(n — 1) kiilonb6z6 elemét
fogjak R,,-nek adni, mivel ha (cj(a;),cj(ai+1)) = (¢y(ar),ci(ayy1)) lenne (i,5) # (i/,5)
esetén, akkor a ¢jsc; ! és cj/scj_,l S-beli permutaciok értéke az x = c¢j(a;) = c¢;j/(ay) helyen
y = c¢j(aiy1) = ¢j(ay41) lenne, ami ellentmond a feladat feltételének.

Igy s ciklusfelbontasdnak minden k hosszi C' ciklusahoz hozzarendelhetjiik (2 x Q) \ Ry egy
k(n — 1) elemii Ho halmazat gy, hogy létezzen olyan m, amelyre Ho C R,,,. (2 x Q) \ Ry =
Uc He, mert minden o, 8 € Q, a # (3 parra van olyan ¢ = cjscj_l € S, hogy t(a) = 3 és ekkor
(a, B) € He arra a C' ciklusra, amiben C;1<a) szerepel. Az elemszamok vizsgalatabol adodik,
hogy ez diszjunkt uni6. Ebbdl viszont kévetkezik, hogy minden 1 < m < r esetén R, elGall
néhany Ho diszjunkt unidjaként. Specidlisan, R; elemszama n — 1 t&bbszorose.

Mivel n és n — 1 relativ primek és mindkett§ osztoja |Ry|-nek, ezért a szorzatuk is osztoja
|Ry|-nek. Kovetkezésképpen |Ry| > n(n — 1), viszont |R;y| < n(n — 1) trivialis, igy készen
vagyunk.

Nagy Dondt megolddsa.

7. feladat. (Kittiz6: Bezdek Andras, Fodor Ferenc, Vigh Viktor és Zarnocz Tamas) A
haromdimenzios, origé kézépponti egységgomb S? hatdran egy w szélességii savon egy w
szélességii, origora szimmetrikus gombdévet értiink. Mutassuk meg, hogy létezik olyan ¢ > 0
konstans, amelyre minden pozitiv egész n esetén S? lefedheté n darab egyforma szélességii
savval tigy, hogy minden pontot legfeljebb c - \/n sav tartalmaz.

1. megoldas.

Lemma. Legyen 0 < w < m/2, és P, Py, ..., P, egy mazimdlis (telitett) pontrendszer S*-n
gy, hogy barmely két pont (gombi) tdvolsiga legaldbb w. Ekkor

— <m< —. (1)

Bizonyitds. Rajzoljunk minden P; koré w/2 (gombi) sugara k; (gémbi) kort, és w (gombi)
sugari K; (gombi) kort. A P-k valasztasa miatt a k; korok diszjunktak, a K; korok pedig
lefedik S%-t. A k; korok teriilete ¢, = 47(1 — cos(w/2))/2, a K; korok teriilete T,, = 47 (1 —
cosw)/2 (specialis gombovek). Mivel a k; korok diszjunktak, mig a K; korok lefedik S%-t, igy

m-t, < 4w <m-T,,

ahonnan m-re rendezve 5 5
_ <m< —
l—cosw ~— ~ 1—cosw/2

Felhasznalva, hogy 0 < x < 1 esetén 22/4 < 1 — cosx < 22/2, adodik a lemma allitasa. 0

Legyen most n > 4 adott, és legyen w = 4v/2/y/n. Tekintsiink egy a lemma feltételeinek
eleget tevé maximalis Py, P, ..., P, pontrendszert, igy n/8 < m < n. Most egészitsiik ki a



P, P, ... P, pontrendszert P, P, ..., P, pontrendszerré tgy, hogy a Py, Ps, ..., P, pontok
mindegyikét legfeljebb még hétszer megismételjiik. Ez n/8 < m miatt lehetséges. Végiil
tekintsiik azt az n savot, amelyek kozépfGkorének polusa valamely P;, és amelyek (gombi)
szélessége 2 sin w.

Ezek a séavok egyrészrdl lefedik a gémbot; ugyanis ha X € S? nem lenne lefedve, akkor az
X polust, 2sinw széles Sx sdvban nem valasztottunk volna P, pontot, ami ellentmond a
P, b, ..., P, pontrendszer maximalitasanak.

Mésrészr6l egy X € S? pont pontosan annyi sdvban van benne, ahany P (1 < i < n)
pontot tartalmaz Sx; jelolje ezt nx, ezt szeretnénk feliilr6]l becsiilni. Ehhez el6szor becsiiljiik
meg, hogy a P,..., P, pontok koziil mennyit tartalmaz Sx; jeloljiik ezt a szdmot m x-szel.
Vegyiik észre, hogy ha P, € Sx, akkor a P, kozépponti, w/2 sugari k; kornek t6bb, mint
a fele is Sx-be esik. A konstrukcioé miatt ezek a korok diszjunktak (1 < i < m), teriiletiik
t, = 2m(1 — cos(w/2)).

Az eddigiek szerint, a korok diszjunktsaga miatt my - t,,/2 < 47 sinw, ahol a jobb oldalon Sy
(gombi) teriilete all. Innen kapjuk, hogy w < 7/2 esetén

my < — 2@ Y o m
1 —cos(w/2) — &

Vilagos, hogy nx < 8myx, igy a megadott konstrukcio minden n > 4-re mikodik (¢ =
2048+/2), amibdl az allitas kovetkezik.

T6bb versenyzd megolddsa alapjdn.

2. megoldas. Vazolunk egy masodik megoldast, amely a kitiizottnél joval erésebb, ¢ - In®n
fels6 korlatot bizonyit. A becslések tovabbi finomitaséval az Inn tényezs kitevGje még tovabb
csokkenthetd, ezt az érdekl6dé olvasora bizzuk.

Legyen n adott, elegendGen nagy, a = Inn/n. Legyen Qi,...,Qn € S? egy maximalis
pontrendszer ugy, hogy barmely ketté (euklideszi) tavolsaga legalabb «/2. Ekkor az els
megold4s lemmajahoz hasonléan N < 500/a? = 500n2/In*n.

Valasszunk az S?-r6l a normalizélt felszinmérték szerint egyenletesen, egymaéstol fiiggetleniil
Xi, ..., X, véletlen pontokat, és tekintsiik az X; polusi, y = 100« (euklideszi) félszélességii S;
savokat (1 <i <n). Megmutatjuk, hogy elég nagy n-re pozitiv valoszintiségii az az esemény,
hogy ezek a savok lefedik S2-t és minden pont legfeljebb In® n-szer fedett. Ebbél az allitas
kovetkezik.

Ehhez el6szor megbecsiiljiik, hogy mi annak a valdésziniisége, hogy a valasztott savok nem

fedik le S%-t. Jelolje S; az X; polusi 99« (euklideszi) félszélességii savot. Ekkor

P(S; savok nem fedik S*-t) < P(3Q; amit az S; savok nem fednek le )
< N - P(Q;-t nem fedik az S; savok)
=N-P(Q: ¢ 57)"

= N(1 —99)"
<500(1 —991Inn/n)"-n?/In*n
< =97

Y

ha n elegendGen nagy.

Masodszor azt becsiiljiik, hogy van k-szorosan fedett pont. Ehhez jelslje S;" az X; polusi



101 (euklideszi) félszélességt savot.

P(3P € S? amit az S; savok legalabb k-szor fednek)
< P(3Q; amit az S;" savok legalabb k-szor fednek)
< N -P(Q;-t az S savok legalabb k-szor fedik)

k
<N. (n) (101111n)
- k n

500n2 nk (101 In n) k

<

In’n k! n

Most legyen k = In® n, és hasznaljuk a k! > (k/2)*/? becslést.

P(3P € S? amit az S; savok legalabb In® n-szer fednek)
500 nk (101lnn)k
~ In®n R
500 (101Inn)"""

~ In*n  (In®n/2)0’n/2

<500+ (101v2)"" " - n? - (Inp) ="/
In3n

2

< 500 (M) o

n

Vvinn VInnnn

Mivel mindkét valosziniiségre adott felsG becslés nyilvanvaléan 0-hoz tart, amint n tart vég-
telenbe, ezért elég nagy n-re pozitiv valdszintiséggel egyik sem kovetkezik be. Ezt akartuk
igazolni.

Nagy Jdnos megolddsa alapjdn.

8. feladat. (Kitiiz6: Daroczy Zoltén és Totik Vilmos) Igazoljuk, hogy az

T +y

@) -1 | (S52) -] =0, nwe 000 2)

fiiggvényegyenlet minden folytonos megoldasa konstans.

1. megoldas. Legyen M(x,y) = /7y, N(z,y) = xTer Ezekre a szadmtani-mértani kozepek
kozotti egyenlStlenség miatt M (z,y) < N(z,y) ha x # y.

Elegendd igazolni, hogy f konstans minden [a,b] C (0, 00) intervallumon. Tegyiik fel, hogy
nem ez a helyzet. Ekkor az f értékkészlete [a,b]-n egy nem elfajul6 intervallum, és legyen
A ennek egy olyan eleme, amely kiilonbozik f(a)-tol is és f(b)-t6l is, és amely az f-nek
nem lokalis szélsGértéke. (Van ilyen A, mivel barmely valos fiiggvény lokalis szélsGértékeinek
halmaza megszamlalhato, 1d. a [P. Komjath and V. Totik, Problems and Theorems from
Classical Set Theory, Problem Books in Mathematics, Springer, 2006.] konyv 5. fejezetének
9. problémajat). Tegytik fel pl., hogy f(a) < A. Akkor az

{z ela,b]] f(z) = A}

nem tires halmaz, és legyen z( ennek legkisebb eleme. Nyilvanvaloan f(xg) = Aésa < xg < b
(az A valasztasa miatt), tovabba f(z) < A minden a < x < xq-re.

9



Legyen 0 > 0 olyan kicsi, hogy g —§ > a és xo + 6 < b teljesiilnek. Mivel f(z) < A, és ezért
f(z) < A az xy ponttol balra, ugyanez nem allhat fenn az xy egy jobb oldali kérnyezetében
(kiilonben A lokalis maximum-érték lenne), igy vannak tetszélegesen kicsi 0 < & < d szamok,
amelyekre f(zog+¢) > A. Egy ilyen 0 < & < d-ra legyen x = xg — ¢, y = x¢ + €. Ezekre
flz) < A< f(y), ésmivel M(z,y) < N(x,y) = x¢ szintén igaz, f(M(z,y)) < A= f(N(z,y))
is teljesiil. Tehat ezekre az x,y értékekre a (2) fliggvényegyenlet nem all fenn, és ez az
ellentmondas igazolja, hogy f valéban konstans kell, hogy legyen.

A kitdzok megolddsa.

2. megoldas. Tegyiik fel indirekt modon, hogy f : (0,00) — R folytonos és kielégiti a
fiiggvényegyenletet, de valamely 0 < u < v-re f(u) # f(v). Legyen a = sup{z | 0 < z <
v, f(z) = f(w)}. Erre u < a, f folytonossiga miatt f(a) = f(u), és a < v. Hasonloan, a
b=inf{y |a <y, f(y) = f(v)} szdmra igaz, hogy b < v, f(b) = f(v) és a < b.

Ezek szerint talaltunk egy [a,b] C (0,00) zart intervallumot, amire f(a) # f(b) és (a,b)-n f
nem veszi fel sem f(a)-t, sem f(b)-t. A fliggvényegyenletet a-ra és b-re felirva kapjuk, mivel
f(a) — f(b) # 0, hogy f (%) = f(v/ab). Legyen ez a kozos érték t. Az el6z6k szerint ez
Killonbzik f(a)-tol és f(b)-t6l.

Legyen by = b és b,11 = 2v/a - b, — a minden n nemnegativ egészre. Ekkor n szerinti tel-
jes indukcioval trividlisan lathato, hogy b, > a; a b, sorozat szigorian monoton csckkend
(mert b,11 < by, ekvivalens v/a - b, < %—Vel, ez pedig a szamtani és mértani kozép kozotti
egyenlGtlenségbdl kovetkezik, mivel b, > a). Ha [ ezen (monoton csokkend, alulrol korlatos)
sorozat hatarértéke, akkor f = 2y/a - § — a, és innen kapjuk, hogy g = a.

a+by,
2

egyenl@séget valamilyen n-re mar belattuk. A b, szam definici6ja miatt % = +va- by,
és a fliggvényegyenlet szerint

@) = 5021 [/ m) - £ (5] <o

Teljes indukcidval belatjuk, hogy f ( ) =t. Ez n = 0-ra teljesiil, és tegyiik fel, hogy ezt az

2

De itt f(bn) # f(a), hiszen a < b, < b, tehat

= () = e = £ ()

2

fenn kell, hogy alljon, amivel igazoltuk az indukciés 1épést.

Azonban f (%) = t minden n-re ellentmond f folytonossaganak, hiszen lim, .. b, = a

miatt lim,,_,. 422 = a, de
bn,
t = lim f(a+ ) # f(a).

2
n—oo 2

T6bb versenyzd megolddsa alapjdn.

9. feladat. (Kitiiz6: Totik Vilmos) Egy G C C tartomanyon értelmezett u fiiggvényre
legyen Z(u) az u zérushelyei halmazanak 1 sugari kérnyezete. Igazoljuk, hogy minden K C G
kompakt halmazra van olyan C konstans, hogy ha u tetszéleges valés harmonikus fiiggvény
G-n, amely eltiinik a K valamelyik pontjaban, akkor

sup [u(z)| < €' sup fu(z)].
zeK z€Z(u)NG

10



Megoldas. K kompaktsiga miatt van olyan 1 > 6 > 0 és T, hogy barmely z,w € K
Osszekothetd legfeljebb T hosszi tordttvonallal, amelynek minden pontja legalabb § tavolsagra
megy a G hataratol. Minden z,w € K parra rogzitsiink egy ilyen L, ,, toréttvonalat.

Legyen w € K olyan, hogy u(w) = 0; legyen

g= sup |u(z)],
z€Z(u)NG

és 2 € K tetszoleges. Ha z € Z(u), akkor |u(z)| < ¢; egyébként L, ,-n z-b6l w felé haladva
van egy legelsG olyan 2’ pont amely Tu)—ban van. Ha t tetsz6leges pont L, ,-n, amely z és
2" k6zott van, akkor a t pont § sugart Ds(t) kornyezetében u-nak nincs zérushelye (kiilonben
t € Z(u) lenne § < 1 miatt), ezért u vagy pozitiv, vagy negativ Ds(t)-ben. Pl a pozitiv
esetben (a negativ eset (—1)-gyel valo beszorzassal kaphato) a As(t) zart korlapon u-ra felirva

a Poisson formulat kapjuk, hogy ha t|, =t +re, |ri| < 4, akkor

, 1 [* 62 —r? "
u(t) = %/0 62 — 20ry cos(fy — &) + r%u(t 0en)ds,

¢s mivel az integralban || < §/2 esetén

§—ry 62 —r? 62 —r? 62 —r? 5+
< = < < = <3,
d+p1  02+420r +12 = 02 —20rcos(0y — &) +1rF T 02 —20r1+17 0 —p

1
3

illetve ugyancsak a Poisson-formula miatt

2
u(t) = %/0 u(t + 0e)d¢

is fennall, az u pozitivitasa adja, hogy
1

Fu(t) < u(ty) < 3u(t)

(itt lényegében a klasszikus Harnack-egyenl6tlenséget igazoltuk).

Kovetkezményként kapjuk, hogy
1/9 < u(ty)/ulty) <9

minden t),t, € Dj/(t)-re. Valasszunk tg = 2, t1,...,t, tipn = 2’ pontokat az L., gérbén
a z és 2/ kozott ugy, hogy t; és t;41 tavolsaga a gérbén mérve /2, kivéve esetleg a 52’
tavolsagot, amely lehet ennél kisebb is. Ekkor egyrészt |u(t;j+1)/u(t;)] < 9 minden j-re,
méasrészt |u(tyy1)| < g, tovabba k < T'/(5/2), és ezekbdl

]u(z)| < q9T/(6/2)+1

adodik. Mivel ez barmely z € K-ra igaz, ez az egyenlGtlenség igazolja az allitast.

T6bb versenyzd megolddsa alapjdn.

10. feladat. (Kitiiz6: Molnar Lajos) Legyen f : R — R folytonosan differencialhato,
szigortian konvex fiiggvény. Legven tovabba H komplex Hilbert-tér, A és B pedig énadjungalt
korlatos linearis operatorok H-n. Bizonyitsuk be, hogy ha f(A)— f(B) = f'(B)(A— B), akkor
A=B.

11



Megoldas. A feladat megoldasanak 6 eszkdze a spektraltétel, a tovibbiakban erre vonatkozo
alapismereteket hasznalunk.

Adjungalva az f(A) — f(B) = f'(B)(A — B) egyenldséget azonnal adodik, hogy f'(B)A =
Af'(B). Tsmeretes, hogy felcserélhetd 6nadjungalt operatorok folytonos fiiggvényei is felcse-
rélhetGek. Ezért g(f'(B))A = Ag(f'(B)) teljesiil minden folytonos g fiiggvényre, igy az f’
szigorian monoton névekvd folytonos fliggvény inverzére is, amibdl adoédik, hogy A és B
felcserélhetGek.

Legyen az A spektralmértéke az R Borel-halmazainak o-algebrajan F, a B-é pedig F. Az
A, B felcserélhetGsége miatt E, F' értékei, mint projekciok is felcserélhetek.

Tegyiik fel, hogy A, i olyan valés szamok, melyekkel

E(()\— 1/n, A+ 1/n)) -F((u— 1/n, pu+ 1/n)) £0 (neN).

Nyilvanvaloan ekkor A € U(A) és u € o(B) teljesiil (o(-) jeloli a spektrumot). Legyen E,, :=
E(( —1/n, A+ 1/n)> = F((,u —1/n,p+ 1/n)) A fentiek miatt minden n € N esetén
letezik =, € ran(FE,) N ran(Fn), |zn]| = 1 vektor. Konnyen lathato, hogy n — oo esetén
(A= A)E,|| — 0és ||(B — ul)E,|| — 0, s ezért Ax,, — A\z,, — 0 és Bz, — ux, — 0.
Standard modon adodik, hogy g(A)x, — g(A\)x, — 0 és g(B)x, — g(p)x, — 0 igaz minden
g folytonos valos fiiggvényre (polinomokra egyszert szamolas, utana pedig g-t egyenletesen
approximéljuk polinomokkal a spektrumokon). Mivel

f(A)ayn — f(B)an = ['(B)(Ax, — Buy),

ezért

| F(A)@n = F(B)an = FNa + F()an]| + (FO) = () =

= [f’(B)(Al’n = Brp — Avy + pwn) + (A = p) (f'(B) = f/(1)wn | + (A= p) [/ (1) 20

Tudjuk, hogy ez minden n-re teljesiil, és a szdgletes zardjelben levs tagok norméaban nullahoz
tartanak. Mindkét oldal bels6 szorzatat véve x,-nel és n-nel végtelenhez tartva kapjuk, hogy

FO) = flp) = f' () (A= p).

Ebbdl viszont a szigori konvexitas miatt adodik a A = u egyenlGség. Tehat, ha A £ p valds
szamok, akkor létezik olyan ¢ > 0, hogy

E( —&,A+¢) ( —5,,u+€)):0,

azaz E((A —&,A —|—€)) és F( —e,u+e ) merdlegesek (pontosabban képtereik merdlegesek)
egymasra.

Azt allitjuk, hogy E((—o0 t]) = F((—oo,t]) teljesiil minden ¢ valés szamra. Ebbdl mar
kovetkezni fog, hogy EF = F|, y A = B. Ag allitas belatasdhoz legyenek m, M olyan
valos szamok, hogy o(A) U 0( ) (m, M). Nyilvan elég megmutatni, hogy E([m,t]) =
F([m,t]) teljesiil minden m < t < M esetén. Az egyenlGséghez pedig elég belatni a kapcsolodd
kétiranyu egyenlStlenséget. Megmutatjuk, hogy E([m,t]) < F([m,t]) fennall minden m < ¢t <
M esetén. Ehhez tekintsiink egy tetszéleges t < t' < M szamot, és rogzitsiink egy t' < u < M

szamot. Minden A € [m,t] esetén létezik olyan €y > 0, hogy E((/\ —en A+ 5,\)> és F((,u -
Ex, 4+ 5,\)> merdlegesek egymasra. Kompaktsagi megfontolasbol kapjuk, hogy talalhatoak
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A1, ... Ak € [m, t] szamok gy, hogy [m,t] C UF_ (X —en,, Aj+ey,), és E(()\j _6)\j7>\j+6)\j)>
merdleges F<(u —&, —i—é?))—re (7 =1,...k), ahol € := min(ey, ...&x). Innen kénnyen adodik,

hogy F((u — &, 1+ 5)) merdleges F(|m,t])-re. Mivel ez minden p € [t', M] szammal igaz,
ezért egy tjabb hasonléo meggondolas adja, hogy F([t', M]) és E([m,t]) merGlegesek egymasra
minden t < ¢’ < M esetén. Emiatt pedig F((t, M]) és E([m,t]) is merSlegesek egymasra, ami
pontosan azt jelenti, hogy E([m,t]) < F([m,t]) teljesiil. Innen kapjuk az allitast.

Megjegyezziik, hogy a feladatban szerepld, az f fliggvény derivaltjanak folytonossagéra vo-
natkozo feltétel elhagyhato, az kovetkezik f differencidlhatosagabol és konvexitasabol.

A kitizé megolddsa.

11. feladat. (Kitiiz6: Nagy Béla, Totik Vilmos és Varga Tamés) Egy [0,1] C E C [0,00)
véges sok zart intervallumbol 4116 halmazra inditsunk egy kétdimenzios Brown-mozgast vala-
mely x < 0 pontbdl, amely akkor alljon meg, ha E egy pontjaba ér. Legyen p(x) annak a
valoszintisége, hogy ez a megallas [0, 1]-en torténik. Igazoljuk, hogy p(x) névekszik a [—1,0)
intervallumon.

Megoldas. Legyen E C R véges sok intervallumbol allo halmaz, és egy x € R\ E pontbol
inditsunk egy Brown-mozgast, amely akkor alljon meg, ha F egy pontjaba ér. Ismeretes
Kakutani tétele, hogy F-n ennek a megallasi valoszintiségnek az eloszlédsa ugyanaz, mint az
x pontnak a C\ E halmazra vett harmonikus mértéke, és ez ugyanaz (Id. [E. B. Saff and
V. Totik, Logarithmic Potential with External Fields, Springer Verlag, Appendix 3]|), mint
az = pontba helyezett egységnyi 0, pontmérték E-re vett Bal(d,, F) tn. balayage-mértéke.
Ez utébbi az egyetlen olyan valészintiségi p mérték E-n, amelyre igaz, hogy valamilyen c
konstanssal minden z € E pontra

/ log |z — t|du(t) = log |z — t| + c.
E

Legyen a feladatbeli £ halmaz a [0, 3] intervallumnak része. Ismeretes (1d. pl. a fenti konyv-
ben a (4.47) formulét), hogy a d, balayage-mértéke a [0, 8] intervallumra (azaz az x pont
harmonikus mértéke a C \ [0, §] tartomény hataran) a

o) 1 1 Ja@—p)
& wle—1 Jii—p)

stirtiségmértékkel adott mérték. Egyszerd szdmolas adja, hogy itt a jobb oldal minden ¢ €
[1, 8] esetén z-ben csokken (¢ € [1, f]-ben egyenletesen), ha = € [—1,0).

T stz

Bal(d,, E) = pa | —I—/ Bal(d, F) dp ().
(0.81\E

Itt a feltevés szerint [0, 8]\ E = (1, §] \ E, ezért annak a valdszintisége, hogy a Brown-mozgas
[0, 1]-en kiviil all meg a kévetkezs:

Bal(d., E)(E\ [0,1]) = pa(E N (1, 5]) + /(1 e Bal(0;, E)(E N (1, 5]) dpx ().

Az integrandus fliggetlen z-t6l, és az a mérték, ami szerint integralunk, az csokken z-ben
a [—1,0) intervallumon, igy a méasodik tag csokken z-ben, ugyantgy, mint az els6 tag (az
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elébb mondottak alapjan). Emiatt p(z) (= 1 — Bal(é,, E)(E£ \ [0, 1])) novekszik a [—1,0)
intervallumon.

A kitizok megolddsa.

Problems of the 2015 Miklés Schweitzer Memorial Compe-
tition in Mathematics

Problem 1. Let K be a closed subset of the closed unit ball in R? such that a dense system
of chords of the unit sphere is disjoint from K. Verify that there exists a set H such that H

is dense in the unit sphere, and the chords connecting any two points of H are disjoint from
K.

Problem 2. Let {x,} be the van der Korput sequence, that is, if the binary form of the
positive integer n is n = Y. a;2" (a; € {0,1}), then z, = >, a;27""*. Let V be the set of
points (n,x,) in the plane, where n is a positive integer. Let G be the graph for which the
set of vertices is V, and two different vertices p and ¢ are connected by an edge if and only
if there is an axis-parallel rectangle R satisfying RNV = {p,q}. Prove that the chromatic
number of G is finite.

Problem 3. Let A be a finite set and let — be a binary relation on A such that for any
a,b,ce A,ifa#0b, a— cand b — ¢, then a — bor b — a. Let B C A be minimal regarding
the property that to each element a € A\ B there corresponds b € B with a — b or b — a.
Assume that A has at most k elements among which no two elements are related by —. Prove
that B has at most k elements.

Problem 4. Let ay,as,... be a sequence of positive integers such that a; = 1, and for
any prime p the numbers ai, as, ..., a, form a complete residue system modulo p. Show that
lima,/n = 1.

Problem 5. Forn > 1 write f(x) = 2" + 2" ' + 2" 2+ ... + 2%+ z + 1. For which positive
integer n can one find polynomials g(x), h(x) with real coefficients and degree less than n such
that f(z) = g(h(x)) holds?

Problem 6. Let G be a permutation group acting on the finite set 2. Let S C G be such
that 1 € S and for any z,y € Q there is a unique 0 € S with o(x) = y. Show that if the
elements of S\ {1} are conjugated in GG, then G acts doubly transitively on €.

Problem 7. Let S? denote the unit sphere centered at the origin in three-dimensional
Euclidean space. A zone of width w on S? is an origin-symmetric spherical segment of width
w. Show that there exists a constant ¢ > 0 such that for any positive integer n the sphere S?
can be covered by n zones of the same width in such a way that each point is contained in at
most ¢ - /n zones.
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Problem 8. Prove that all continuous solutions of the functional equation

r+y

@ -1 | (S52) - rvm| =0, swe 000

are constant.

Problem 9. Consider a harmonic function u defined on a domain G C C and denote the
neighborhood of the zeros of v with radius 1 by Z(u). Prove that for each compact set K C G
there exists a constant C' such that if « is any harmonic function on G which vanishes at a
point of K, then

sup [u(z)] < C sup  Ju(2)].
zeK z€Z(u)NG

Problem 10. Let f : R — R be a continuously differentiable, strictly convex function.
Further, let H be a complex Hilbert space and A, B be bounded, selfadjoint linear operators
on H. Prove that if f(A) — f(B) = f'(B)(A — B), then A = B.

Problem 11. Consider a two-dimensional Brownian motion starting from z < 0 inside
C\ E where [0,1] C E C [0,00) consists of finitely many intervals and stop it if it hits E.
Denote by p(x) the probability that it stops at a point of [0, 1]. Prove that p(z) is increasing
on [—1,0).
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