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1. feladat. Legyen g > 1 egész szdm. Bizonyitsuk be, hogy van olyan C, egész szdm, hogy minden
egész szamokbol dllo véges A halmazra

|A+q-Al=(q+ DIAl-C,.
(A + q - A azon egész szamokbdl dll, melyek felirhatok a + qa’ alakban a,a’ € A-val.)
2. feladat. Mutassuk meg, hogy létezik olyan ko konstans, hogy az
a™ + b +2013 = ka"b™
diophantoszi egyenletnek k > ky esetén nincs pozitiv egész a, b, n megolddsa.

3. feladat. Melyek azok az n szdmok, melyekre az A, alterndlo csoportban van olyan permutdcio,
amelyet A,-nek pontosan egy 2-Sylow részcsoportja tartalmaz?

4. feladat. Legyen A egy n elemii Abel-csoport. Igazoljuk, hogy létezik két, S ,-nel izomorf részcso-
port GL(n, C)-ben, melyek metszete izomorf A automorfizmuscsoportjdval.

S.feladat. A g Lie-algebra egy b részalgebrdjdt egy g-n megadott (-, -) skaldrszorzatra vonatkozéan
v-tulajdonsdgiinak mondjuk, ha X € %-bol kovetkezik, hogy {[X, Y], X) = 0 minden Y € g elemre.
Igazoljuk, hogy egy két lépésben nilpotens Lie-algebrdn megadott skaldrszorzatra vonatkozo y-
tulajdonsdgii részalgebradk dimenzidjanak maximuma nem fiigg a skaldrszorzat megvdlasztdsatol.

6. feladat. Legyen of egy egységelemes C*-algebra, és jelolje <7, az </ pozitiv elemeinek a kiipjdt
(ez azon onadjungdlt <7 -beli elemek halmaza, melyek spektruma benne van a [0, +co[ halmazban).
Tekintsiik <7, -on az aldbbi o miiveletet:

xoy=Vyvx  (xyed).
Igazoljuk, hogy ha minden x,y € <, esetén
(xoy)oy=xo(yoy),
akkor o/ kommutativ.
7. feladat. Tegyiik fel, hogy f : R — R additiv fiiggvény (azaz, minden x,y € R esetén f(x + y) =

f(x) + f(y) teljesiil), amelyre az
X f(x)f(\/l - x2)

leképezés korldtos a 10, 1[ intervallum valamely nem iires nyilt részintervallumdn. Igazoljuk, hogy
f folytonos!



8. feladat. Legyen f: R — R folytonos és szigoriian monoton fiiggvény, amelyre

A (JX)+ fy) X+
7 (F25 22 00+ g0 = e ()
teljesiil minden x,y € R-re (f~' az f inverzét jeloli). Bizonyitsuk be, hogy ekkor léteznek olyan
a # 0 és b valos konstansok, amelyekkel f(x) = ax + b minden x € R-re.

9. feladat. Bizonyitsuk be, hogy van olyan sehol sem folytonos f: 10, +co[—]0, +oo[ fiiggvény,
amelyre minden x,y €]0, +oo[ és minden pozitiv raciondlis a szdam esetén fenndll, hogy
1 1
A < ST+ @)\
2 2

Van-e olyan sehol sem folytonos f: 10, +oo[—]0, +o0[ fiiggvény, amely eleget tesz a fenti egyenlot-
lenségnek minden x,y €)0, +oo[ és minden pozitiv irraciondlis « esetén?

10. feladat. Legyen adva az R" valos vektortéren egy Riemann-metrika, amelyre nézve bdrmely
két a és b pont kozott egyetlen g(a, b) tavolsagminimalizdlo geodetikus szakasz létezik. Tegyiik fel,
hogy minden a € R" esetén a tdle vett Riemann-tdvolsdagot méré o,: R" — R fiiggvény konvex, és
differencidlhato az a-n kiviil. Mutassuk meg, hogy ha egy x # a, b pontra

0i04(x) = =0ij0p(x), i=1,...,n

teljesiil, akkor x a g(a, b) egy pontja, és forditva.

11. feladat. (a) Adva van egy ellipszis a sikban. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan Riemann-
metrika, amely az egész sikon értelmezve van, és amelyre nézve az adott ellipszis geodetikus.
Igazoljuk, hogy minden ilyen Riemann-metrika Gauss-gorbiilete felvesz pozitiv értéket is.

(b) Legyen adva két, egymdst nem metsz0, egyszerii sima zdrt gorbe a sikban. Mutassuk meg, hogy
ha egy, az egész sikon értelmezett teljes Riemann-metrikdnak a két adott gorbe geodetikusa,
akkor a metrika Gauss-gorbiilete valahol eltiinik.

12. feladat. Egy zsdkban n golyé van, ezek koziil néhdny (legaldbb egy, de nem mind) fehér, a tobbi
fekete. A zsdakbol egymds utdn, visszatevés nélkiil véletlenszeriien kihiizzuk az osszes golyot. Jelolje
X; a fehér golyok szamdnak ardnydt a zsdkban az i-edik hiizds elott, és legyen

T=max{|X;-X)|: 1<i<j<n}.

Bizonyitsuk be, hogy E(T) < H(E(X,)), ahol H(x) = —xInx — (1 — x) In(1 — x).
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