Jelentés a 2013. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai
Emlékversenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat 2013. oktéber 25. és november 4. kozott rendezte meg a
2013. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kozépiskolai tanuldk, egye-
temi €s foiskolai hallgatok, valamint 2013-ban egyetemet vagy f6iskolat végzettek vehettek részt.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a verseny megrendezésére a kovetkez6 bizottsagot kérte
fel: Pethd Attila (elnok), Figula Agota és Gselmann Eszter (titkarok), Baran Sandor, Bérczes Attila,
Bessenyei Mihdly, Bodi Béla, Boros Zoltdn, Dardczy Zoltan, Fazekas Istvan, Gadl Istvan, GyOry
Kélman, Hajdu Lajos, Horvath Gabor, Kozma L4szl6, Losonczi Laszl6, Lovas Rezsd, Maksa Gyula,
Molnér Lajos, Muzsnay Zoltin, Nagy Péter Tibor, Péles Zsolt, Pintér Akos, Szilasi Jézsef, Sztrik
Janos, Tamassy Lajos, Tengely Szabolcs, Terdik Gyorgy.

A versenybizottsdg 12 feladatot tizott ki. A feladatokat sorrendben Balog Antal, Pink Istvan,
Pélfy Péter Pél, Halasi Zoltan, Nagy Péter Tibor, Molnar Lajos, Boros Zoltan, Daréczy Zoltan, Maksa
Gyula és Péles Zsolt, Tamassy Lajos és Kertész David, Tran Quoc Binh, valamint M6ri Tamés bocsa-
totta a bizottsdg rendelkezésére.

A versenyre 13 versenyzd 53 megoldast nyujtott be, melyek koziil 31 volt hibatlan. Az aldbbi
tdblazatban pontok jelzik, hogy a versenyz6k mely feladatokra nyujtottak be megoldasokat.
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A megoldasok értékelése utdn a versenybizottsdg a kovetkezd dontést hozta.

L. dijban részesiil Nagy Janos, az ELTE harmadéves Matematika BSc hallgat6ja

I1. dijban részesiil Bodor Bertalan, az ELTE els6é éves Matematika MSc hallgatéja, Mészaros
Andras, az ELTE els6 éves Matematika MSc hallgatdja és Mészaros Szabolcs, az ELTE masodéves
Matematika MSc hallgatdja

III. dijban részesiil Ta The Anh, az ELTE harmadéves Matematika BSc hallgat6ja

Dicséretben részesiil Agoston Tamas, az ELTE masodéves Matematika BSc hallgat6ja, Nagy
Donat, ELTE harmadéves Matematika BSc hallgatdja és Virosztek Daniel, a BME 2013-ban végzett

masodéves Matematika MSc hallgatdja



Indoklas

Nagy Janos 10 feladatra nydjtott be megoldast; a 2., 4., 7., 8., 10. és 11. feladatokra adott megoldédsa
teljes; a 3. és az 5. feladatra adott megoldadsa hidnyos, de javithatd; a 9. feladat mdsodik részét
lényegében jol oldotta meg, az 1. feladattal kapcsolatban részeredményeket ért el.

Bodor Bertalan 5 feladatra nyujtott be megoldast; a 3., 8. és 12. feladatokra adott megoldasa teljes;
az 1. feladatra 1ényegében j6 megoldast adott, a 4. feladatra adott megolddsa hidnyos.

Mészaros Andras 5 feladatra nydjtott be megoldést; a 2., 4., 10. és 12. feladatokra adott megoldasa
teljes; a 8. feladatban egy kicsit gyengébb allitast bizonyit a kitizottnél.

Mészaros Szabolcs 8 feladatra nyujtott be megoldast; a 3., 8., 10. és 11. feladatokra adott meg-
oldésa teljes; a 9. feladat masodik részét j6l oldotta meg és az elsd rész megolddsa is tartalmaz jo
gondolatokat.

Ta The Anh 5 feladatra nydjtott be megoldast; a 2., 6. feladatokra adott megoldédsa kiemelkedd és jol
oldotta meg a 8. feladatot is.

Agoston Tamas 3 feladatra nyujtott be megoldast; a 3. és 8. feladatokra adott megoldasa teljes.
Nagy Donat a 8. és a 10. feladatra nytjtott be j6 megoldast.

Virosztek Daniel 3 feladatra nytjtott be megoldast; a 12. feladatra adott megolddsa kiemelkedd, jol
oldotta meg a 10. feladatot és a 11. feladatra benyujtott megolddsa hidnyos.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat (Balog Antal). Legyen q > 1 egész szdm. Bizonyitsuk be, hogy van olyan C, egész szdm,
hogy minden egész szamokbol dllo véges A halmazra

|A+q-Al=(q+ DIAI-C,. (D
(A + g - A azon egész szamokbdl dll, melyek felirhatok a + qa’ alakban a,a’ € A-val.)

Megoldas. (Balog Antal) Az itt lefrt bizonyitdsbol C, = ¢*292@*D adédik, ami messze van az
optimalistl. A, B végig egész szdmok véges nem lires halmazat jelolik, de megjegyezziik, hogy az
elsé két 4llitas valos szdmokra is igaz (azonos bizonyitdssal). A megoldés sordn semmilyen ismert
vagy ismeretlen eredményre nem hivatkozunk. Illetve egyre mégis. Ha Inko(d,, . .., di, q) = 1, akkor
modulo ¢ minden maradékosztaly kifejezhetd dyn +- - - +dyn; alakban. (Inko a legkisebb k6z6s osztot
jeloli.)

1.1. Allitas.
A+ B|>|A|l+|B| - 1. )

Bizonyitas. Legyenek A = {a; < a, <--- <ap}és B={b; < b, <--- < b,}. Akovetkezd felsorolas
m + n — 1 elemet tartalmaz A + B-bdl.

a1+b1<a1+b2<---<a1+bn<a2+bn<a3+bn<--'<am+bn.



1.2. Allitas. Minden q > 2 esetén
|A+q- Al >3|A| - 2. 3)

Bizonyitas. Legyen A = {a; < a, < --- < a,}. A kovetkezd felsorolas 3m — 2 elemet tartalmaz
A+ g - A-bdl.

artqa <ap+qay <at+qa<atqa<azt+qa; <a,+qaz<---<a,+qa,.

O
Feltehetjiik, hogy g > 3, mert az 1. és 2. Allitidsok megoldjdk a Feladatot g = 1 és ¢ = 2 esetben,
tovibba C; = 1 és C, = 2. Konnyl példat mutatni arra, hogy ezek az értékek optimélisak, de nagyobb
g—ra mar nem sikeriil az optimalis C,—t megtalalni a jelen médszerrel.
Jegyezzilik meg, hogy az A halmaz elemeire alkalmazott linedris transzformécié sem A, sem A+g-A
méretét nem befolydsolja. Osszuk fel A—t g szerinti maradékosztilyokra, azaz

A:UAJ’ Aj=aj+q-B;, 0<a;j<gq, B;#0, 4)
Jj=1

ahol az uni6 diszjunkt, €s az a; egészek kiilonbozdek. Nyilvan 1 < r < g. Ha valamilyen 1 < j <r
esetén
Inko(a; —aj,a, —aj,...,a,—aj,q) =1 5)

nem teljesiil, akkor A—t eltoljuk a;—vel (balra), és leosztjuk a fenti Inko—val, igy kapunk egy 1j A
halmazt (ami természetesen mas maradékosztdlyokban oszolhat el). Ha ez az 4j rendszer sem teljesiti
(5)-0t minden j-re, akkor ismét tolunk és osztunk. Mivel minden osztas csokkenti A legnagyobb

7z

és legkisebb elemei kozti kiilonbséget (A dtmérdjét), elobb—utdbb (5)—nek minden j—re igaznak kell
lenni. Ekkor mondjuk azt, hogy A redukalt. Ha A redukalt, akkor 2 < r < g, hiszen Inko(a; — a;,q) =
q. Har = g, azaz A modulo ¢ minden maradékosztilyba belemetsz, akkor azt mondjuk, hogy A
teljesen szétosztott modulo g, roviden A telosz mod gq.

1.3. Allitas. Ha A (4) szerkezetii mod g, akkor
JA+qg-Al>(r+ DA -1
Bizonyitas. Nyilvan minden k # j-re
Aj+q-Al2|Aj+q-Ajl+|(A;+q-A)\ (A +q-A))|,
és vegyiik észre, hogy (eltolva (g + 1)a;—val balra, majd leosztva g—val)
|(A;+q-A)\(A;+q-A)| =

:|(aj+q-ak+q-Bj+q2-Bk)\(aj+q-aj+q'Bj+q2~Bj)|:
:|(ak—aj+Bj+q-Bk)\(Bj+q~Bj)|.

Indirekt érveléshez tegyiik fel, hogy ez utébbi < |A;| = |Bi|. Ekkor minden by € B;~hez van b’ € By
ugy, hogy ay —aj+ by + gb’ € Bj + q - B;, azaz minden b, € B;~hez van b, € B; ugy, hogy

ap—a;+ b() = b] (mod Q)

Megismételve az eljarast by € B;—vel, és igy tovabb n—szer, azt kapjuk, hogy van olyan b, € B;, hogy
n(ax —aj) + by = b, (mod g). S6t, megismételve az eljarast minden k # j—vel végiil azt kapjuk, hogy
minden by € B; és n,, egészekhez van olyan b € Bj, hogy ni(a; —a;) +--- +n.(a, —a;) + by = b
(mod g). Ez viszont azt jelenti, hogy B; telosz mod g, hiszen feltettiik, hogy (5) teljesiil. O
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1.4. Allitas. Legyen q > 3 rogzitett. Minden 3(q + 1) < m < (q + 1)? és minden nem iires véges A

esetén
m

qg+1

A+q-Al A — g*2m 3D, 5)

Bizonyitas. A bizonyitds m szerinti teljes indukcidval torténik. m = 3(g + 1) estén kovetkezik a 2.
Allitasbél. Tegyiik fel, hogy az 5.Allitds igaz 3(q + 1) < m < (g + 1)* esetén, és mutassuk meg, hogy
akkor igaz m + 1-re is. A rovidebb {rasmod érdekében jeldljiik

Cp = q22m—3(q+1).
Legyen A egy tetszGleges nem {ires, véges, egész szdmokbdl all6 halmaz. Feltehetjiik, hogy A (4)

szerkezet( és redukalt, azaz teljesiti (5)—ot. 1. Allitas és az indukcids feltevés miatt minden 1 < k < r—
re

A+q-Al2|Ac+q-Al+[(ANAY) +g- (AN Ap] 2

+1
T ANAd - > Z

> Al + 1A -1 +
q+1 q+1

|A| — Cm+1»

amennyiben

m 1
|Arl + 1A = Akl = |A],
q+1 q+1

ami biztosan teljesiil, ha
1
Al < ——A].
Id_q+1|
Maradnak azok az esetek, amikor minden A; nagy, azaz

1
qg+1

min |A| > |A]. 9

Ha van olyan j, hogy B; nem felosz modulo g, akkor a 4. Allits, (9) és az indukci6s feltevés miatt

|A+QwﬂZP%+q-Aﬂ+%§MM+KA\AQ+QKA\AM2

m+1

q+ 1 |A|_Cm+l-

1 m
—JA| -, + Al + A\Ai|—-c, =
q+1|A c q+1|| q+1|\ jl—c

Végiil, ha minden B; telosz mod g, akkor a 3. Allitds szerint

A+q-Alz D |A;+q A=) Bj+q-Bjl 2

= =
m+1
q+1

> ((g+ DA —g) = (g + DIAI = rg 2 —— Al = Cpur.

J=1

]

Megjegyezziik, hogy ez az utolsé becslés az, ahol lényeges, hogy m + 1 < (g + 1), azaz, ez
akadalyoz meg minket abban, hogy (g + 1)|A| — C,—nal jobb als6 becslést adjunk, ami természetesen
nem is lenne igaz. O

A feladatot lényegében jol oldotta meg Bodor Bertalan. Nagy Jdnos részeredményeket ért el.



2. feladat (Pink Istvan). Mutassuk meg, hogy létezik olyan ky konstans, hogy az
a® +b* + 2013 = ka"b*" (1)
egyenletnek k > kg esetén nincs pozitiv egész a, b,n megolddsa.
Megoldas. (Ta The Anh) Az a" = x, b*" = y helyettesitéssel az (1) egyenletbdl az
x* +y? +2013 = kxy )
diophantoszi egyenletet kapjuk. El6szor megmutatjuk a kovetkez6t:
2.1. Allitas. Ha a (2) egyenletnek van x,y pozitiv egész megolddsa, akkor k < 2 - 2013% + 2013.

Bizonyitas. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy 0 < x < y. A (2) egyenletet
atrendezve azt nyerjiik, hogy
(kx — y)y = x* + 2013,
amibdl, egyrészt adddik, hogy
kx—y >0,

mdsrészt 0 < x < y miatt azt kapjuk, hogy (kx — y)y = x* + 2013 < xy + 2013. Ezért nyilvdn

2013
kx—y<x+——:.
Yy

is teljesiil.
1. eset Ha y > 2013, akkor

2013
kx—y<x+——<x+1,
Y

és ezért
O<kx-y<x<uy.

Vegyiik észre, hogy ha (x, y) megoldasa (2)-nek, akkor (kx — y, x) is az.

Ebbdl az adddik, hogy
(a) vagy kx—y =x
(b) vagy min(x, y) csokken, ha y > 2013.
Az (a) esetben nyilvan
Xy = X + 2013,
teljesiil, és igy
2013
Y1+
X

2 b
is fennall. Ezért

2013

+
rTy =1+ 1+ == <2015 <2-2013 +2013.
X

k = =1+

=<

X

A (b) esetben, azaz, ha y > 2013 esetén a min(x, y) csokkent, akkor folytatjuk a fent leirt (x,y) —
(kx — y, x) 1épést addig, amig y < 2013 vagy kx — y = x teljesiil.

2. eset Most tegyiik fel, hogy y < 2013. Ekkor 0 < 1 < x <y <2013, igy

3 2 +y* +2013 < 20132 +2013% + 2013

k

xy -1



teljestil.

Tehét mindkét esetben fenndll, hogy k < 2-2013%+2013. Vilasszuk a ko konstanst 2-20132+2013+1-
nek. A 2.1. Allitds miatt, ha k > ko, akkor a (2) egyenletnek nincsen pozitiv egész x, y megolddsa.
Igy az eredeti (1) egyenletnek sincsen pozitiv egész megolddsa. Ellenkez8 esetben ugyanis x = a”,
y = b* a (2) egyenlet pozitiv egész megoldésit szolgaltatn4. m|

A feladatra Kiss Melinda, Mészdros Andrds, Nagy Janos és Ta The Anh adtak helyes megolddst.
Csizmadia Gdbor Béla és Agoston Tamds megolddsa hidnyos.

3. feladat (Palfy Péter Pal). Melyek azok az n szdmok, melyekre az A, alterndlo csoportban van
olyan permutdcio, amelyet A,-nek pontosan egy 2-Sylow részcsoportja tartalmaz?

Megoldas. (Palfy Péter Pal) Han < 4, akkor A,-nek egyetlen 2-Sylow részcsoportja van. Azn = 5
esetben barmely két 2-Sylow részcsoport metszete csak az egységelemet tartalmazza. A tovabbiakban
feltessziik, hogy n > 6. Legyen n felirdsa 2-hatvanyok Osszegeként

n=2"+...42™M, mp < - < my. (D)

Eldszor az S, szimmetrikus csoport 2-Sylow részcsoportjat vizsgaljuk. Vilagos/jol ismert, hogy ez
el6all az S,» csoportok 2-Sylow részcsoportjainak direkt szorzataként, tovabba S,» 2-Sylow rész-
csoportja nem mds, mint az m mélységil gyokeres bindris fa automorfizmuscsoportjanak hatdsa a fa
levelein. (A fa cstcsa a legfeljebb m hosszisagu 0 — 1 sorozatok, a 0 hosszisagu (iires) sorozat a fa
gyOkere, az m hosszusaguak a levelek, és minden j hossztsagu (j = 0,...,m — 1) sorozatot 8sszeko-
tiink azzal a két j hosszusaguval, amelyeket az adott sorozat végére irt O-val és 1-gyel kapunk.)

3.1. Allitas. Ha n > 6, akkor A, minden 2-Sylow részcsoportjdt S ,-nek pontosan egy 2-Sylow rész-
csoportja tartalmazza.

Bizonyitas. Ha adott az A,-ben egy 2-Sylow részcsoport, akkor azt Sylow tételei kovetkeztében tar-
talmazza legaldbb egy P 2-Sylow részcsoportja S ,,-nek. Azt kell belatnunk, hogy PNA,, egyértelmiien
meghatdrozza P-t. Ha az (1) felbontasban legalabb két 1-nél nagyobb tag van, akkor P N A, és P or-
bitjai, valamint az orbitokon val6 hatasuk megegyezik, igy a fak P N A,-t felhasznalva egyértelmiien
rekonstrudlhatéak. Ha n = 2™ vagy n = 2™ + 1, akkor m > 3, és igy csak a P-beli paros permutéaciok
kozott is van olyan részcsoport, ami a fa egyik 4gdn minden pontot fixen hagy, a masik ag leve-
lein viszont tranzitiv, ennélfogva a fa ebben az esetben is egyértelmiien rekonstrudlhaté P N A,-bdl
kiindulva.

3.2. Allitas. Ha egy permutdcié ciklusai kiilonbizé 2 hatvdny hosszisdgiiak, akkor azt S ,-nek egyet-
len 2-Sylow részcsoportja tartalmazza.

Bizonyitas. A ciklusok csak az (1) szerintiek lehetnek. Egy 2™ hosszisagu ciklus egyetlen m mély-
ségli gyokeres bindris fanak automorfizmusa.

3.3. Allitas. Ha egy permutdcionak két fixpontia van és az egynél hosszabb ciklusai kiilonbizé 2
hatvdny hossziisdguak, akkor azt S ,-nek egyetlen 2-Sylow részcsoportja tartalmazza.

Bizonyitas. A ciklushosszak ekkor a kovetkezSk: 1,1,2,4,...,2™~! 2m 2™ Ebben az eset-
ben a 2™ leveld fa is egyértelmiien meghatdrozott, hiszen a két fixpont ugyanannak a pontnak a két
leszarmazottja kell legyen, a 4 levelet tartalmazé 4g mésik két pontjit a 2-ciklus szolgaltatja stb. A
ciklusok pedig az dgakon beliill meghatarozzak a fa struktdrajat.

3.4. Allitas. Ha egy permutdcié minden ciklushossza 2-hatvdny és van kizéttiik két egyenld, ami 1-
nél nagyobb, akkor ezt a permutdciot S ,-nek egynél tobb 2-Sylow részcsoportja is tartalmazza.
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Bizonyitds. Abban az esetben, amikor n = 2™ > 4 és a permutdci6 két 2! hossziisagu diszjunkt
ciklus szorzata, akkor a kovetkezOképpen készithetiink két kiilonbozd fat, aminek ez a permutacio
automorfizmusa. El6szor a fa két £6 dga dlljon egy-egy ciklus pontjaib6l. Mdsodszor viszont vegyiink
egy olyan automorfizmust, ami m — 1 mélységli pontokat egy teljes ciklusban permutalja, mindegyik
m — 1 mélységli pontnak tegyiik az egyik leszarmazottjit az egyik, a masikat a masik ciklusba. Az

altaldnos eset ebbdl az esetbdl egyszerl indukcids érveléssel kaphato.

A 3.1. Allitasra tekintettel azt kell mar csak megnézniink, hogy a 3.2. és 3.3. Allitasban szerepls
permutéciok kozott van-e A,-beli, azaz, paros permutdcié. Ha n pératlan, akkor csak a 3.2. Allitds
szerinti permutacid lehetséges, és ekkor k-nak, az n kettes szdmrendszerbeli felirdsdban az 1-esek
szaménak, paratlannak kell lenni. Ha n paros, akkor a 3.2. Allitdsban szerepld permuticié akkor paros,
ha k paros. A 3.3. Allitdsban szerepld permutéci6 paros hosszisagi ciklusainak szama (m;—1)+(k—1),
tehat paratlan k esetén ez a permutécié akkor paros, ha m; paratlan. Tehat pontosan a kovetkezd esetek
jok: (a) n paratlan, k paratlan; (b) n paros, k paros; (c) (n paros), k paratlan, m, paratlan; (dyn < 5. O

Hasonlé gondolatmenetet kivetve oldotta meg a feladatot Agoston Tamds, Bodor Bertalan és Mészd-
ros Szabolcs. Részeredményeket ért el Nagy Jdnos.

4. feladat (Halasi Zoltan). Legyen A egy n elemii Abel-csoport. Igazoljuk, hogy létezik két, S ,-nel
izomorf részcsoport GL(n, C)-ben, melyek metszete izomorf A automorfizmuscsoportjdval.

Megoldas. (Mészaros Andras) Tekintsiik az A véges n elemli Abel-csoport linedris karaktereit,
ezek éppen az A — C* homomorfizmusok. Ezekbdl éppen n darab van. Sziikségiink lesz a kdvetkezd
lemmara:

4.1. Lemma. Egy nm: A — A permutdcio akkor és csak akkor homomorfizmus, ha minden y karakte-
rére A-nak a y o m leképezés is karaktere A-nak. (Ha m homomorfizmus, akkor persze automorfizmus
is automatikusan.)

Bizonyitas. Egyik irany: Legyen 7 egy homorfizmus, ekkor minden y karakterre yomisegy A — C*
homomorfizmus lesz, hiszen két homomorfizmus kompozicidja.

Masik irdny: Be szeretnénk latni, hogy n(g, + g.) = n(g1) + n(g») teljesiil minden g, és g, elemére
A-nak. Vegyiink egy tetszbleges y : A — C* karaktert. Felhaszndlva, hogy y o m és y homomorfiz-
musok: x(n(g1 + g2)) = x(n(g1)) - x(n(92)) = x(n(g1) + n(g2)), amibdl azt kapjuk, hogy minden y
karakterre y(n(g; + g2) — n(g,) — n(g2)) = 1. De 0 € A az egyetlen eleme A-nak, mely az A minden
karakterének magjaban benne van, amibdl kovetkezik az éllitas.

Legyenek az A csoport elemei g1, g», ..., g,, karakterei yi, x2, ..., x». Legyen K egy n X n-es
matrix, melynek elemei k;; = xi(g;). Ekkor a karakterek ortogonalitdsdbol KK* = nl. Azaz U = \/%K
egy unitér matrix.

Legyen G, az n X n-es permutdcidé matrixok csoportja, ez nyilvan izomorf § ,-nel. Legyen G, =
U~'G,U, azaz G, a G| csoport egy konjugiltja, igy G, is izomorf § ,-nel. Azt szeretnénk belatni, hogy
e két csoport metszete izomorf lesz A automorfizmus csoportjaval. Egy P € G| permutdcié matrix
pontosan akkor lesz benne G,-ben is, ha létezik olyan Q permut4cié mdtrix, amire P = U~'QU, azaz
ha UPU™! is egy permutdcié matrix.

Mivel rogzitettiik az A csoport elemeinek egy indexelését, egy P permuticié matrix meghatarozza
az A elemeinek egy 7 permutdcidjét.

Tehat azt kell belatnuk, hogy egy P permutdcié matrixra UPU™" pontosan akkor lesz permutécié
matrix, ha 7 automorfizmus. Az UP matrix elemei b;; = \/iﬁ xi(m(g;)) lesznek. Tovédbba UP is egy
unitér matrix lesz. Két U, €s U, unitér matrixra U, U; pontosan akkor lesz permutdcié matrix, ha
U, megkaphat6 U,-bdl ugy, hogy a sorait megpermutaljuk. (Hiszen U,U; = Q pontosan akkor
permuticiomatrix, ha U; = QU, valamely Q permutdciomadtrixra.) Vagyis (UP)U* pontosan akkor
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lesz permutdcié matrix, ha UP sorai pontosan ugyanazok, mint U sorai. Ez éppen azt jelenti, hogy
x o egy karakter minden y karakterre. Ez, mint azt mdr lattuk a korabbi Lemmadban, pontosan akkor
teljestil, ha 7 egy automorfizmusa A-nak. O

A feladatot Mészdros Andrds és Nagy Jdnos oldottik meg helyesen. Részeredményt ért el Bodor
Bertalan.

5. feladat (Nagy Péter Tibor). A g Lie-algebra b részalgebrdjdt egy g-n megadott <., .) skaldrszor-
zatra vonatkozoan y-tulajdonsdgiinak mondjuk, ha X € HY-bol kovetkezik ([X, Y], X) = O minden Y € g
elemre. Igazoljuk, hogy egy két lépésben nilpotens Lie-algebrdn megadott skaldrszorzatra vonatko-
zoan y-tulajdonsdgii részalgebrdk dimenziojdnak maximuma nem fiigg a skaldrszorzat megvdlasztd-
sdtol

Megoldas. (Nagy Péter Tibor) A g Lie-algebra két 1épésben nilpotens, azaz g nemnulla kommu-
tatorat tartalmazza a 3 centruma. Legyen adott két kiillonbozd (.,.) és (.,.)" skaldrszorzat g-n. Je-
I6]je a, illetve o’ a 3 centrum ortogondlis komplementerét (.,.)-ra és (.,.)’-ra vonatkozdan. Ekkor
{0} # [g,0] = [a,a] = [a’,a’] C 3. Egy b részalgebra (., .)-ra vonatkozdan y-tulajdonsagu, ha h minden
A + Z € }) alakban megadott elemére, ahol A € a, Z € 3, az ([A, a],Z) = {0} egyenlGség teljesiil.
A y-tulajdonsag (.,.)"-ra vonatkozéan analég médon fogalmazhat6 meg. Megmutatjuk, ha a ) rész-
algebra (., .)-ra vonatkozéan y-tulajdonsdgu, akkor taldlhat6 egy vele izomorf (., .)’-ra vonatkozéan
v-tulajdonsdgu b’ részalgebra.

Legyen T : ¢ — g olyan szimmetrikus invertdlhat6 lineéris leképezés, amelyre minden X,Y € g
esetén fenndll (X,Y) = (TX,Y). Jelolje n; : ¢ — 3 a 3-re valé merdleges vetitést a (.,.) ska-
larszorzatra vonatkozdan. Legyenek (.,.), illetve (., .)ES) a 3 altéren indukalt skalarszorzatok. Az
S =m,oT|: 3 — 3 szimmetrikus lindris leképezésre teljesiil (U, V)Ea) =(SU, V)3 minden U,V € 3
esetén, ezért S = ;0 T'|; : 3 — 3 invertdlhatd. Legyen R =7, 0 T, : a — 3.

Definidljuk a ® : ¢ — g leképezést a ®(A + U) = A + S~ (U — R(A)) Osszefiiggéssel, ahol A €
a, U € 3. A ® leképezés A + U-nak csak a centrdlis komponensét valtoztatja meg €s 1étezik a

O (A +U) = A+ SU) + R(A) inverze, ezért ® automorfizmusa g-nek. A 3 centrum ortogonalis
komplementuma (., .)’-re vonatkozéan a’ = {A — S'R(A); A € a} alaki, mivel

(A—ST'R(A),ZY =(T(A—-S"'R(A)),Z) = (m,T(A — ST'R(A)), Z) = (R(A) — SS'R(A),Z) = 0

teljestil tetszdleges Z € 3 esetén. Az ([A, a],Z) = {0} relacié az A € a, U € 3 vektorokra akkor és csak
akkor teljesiil, ha igaz ([A, a], Z) = {0}, mert tetsz8leges X — S 'R(X) € o', X € qa, Z € 3 vektorokra
érvényes

([A-S7'R(A), X - ST'RXO1,S'2)Y =(S7'(2),[A - ST'R(A), X - ST' RO,

=(Z,[A, X]))-

Ezért b a (., .)-ra vonatkozdan y-tulajdonsagui akkor és csak akkor, ha a @ Lie-algebra automorfizmus-
sal vett ®(h) képe a (., .)’-ra vonatkozdan y-tulajdonsiagui. Ebbdl kovetkezik a feladat éllitdsa. O

Nagy Jdnos részeredményeket ért el a feladat megolddsdban, gondolatmenete jo, de hidnyos. Megol-
ddsa tartalmaz egy kiegészitést, amiben a végtelen dimenzios esetben a feladat dllitdsdt cdfolo konst-
rukcio gondolatmenetét vdzolja.



6. feladat (Molnar Lajos). Legyen A egy egységelemes C*-algebra, és jelolje A, az A pozitiv ele-
meinek a kipjdt (ez azon A-beli onadjungdlt elemek halmaza, melyek spektruma benne van a [0, +oo[
halmazban). Tekintsiik A,-on az aldabbi o miiveletet:

xoy= Vxyvx (x,ye€A). 3)
Igazoljuk, hogy ha minden x,y € A, esetén
(xoy)oy=xo(yoy), 4
akkor A kommutativ.

Megoldas. (Ta The Anh megoldasa alapjan) Jelolje A;' az A pozitiv invertalhaté elemeinek a
halmazat. Ha x € A tetszOleges, akkor elddll x = h + ik alakban, ahol i, k € A Onadjungalt. To-
vdbba minden 6nadjungalt elem eldéllithaté két A;'-beli elem kiilonbségeként. Mindezek alapjdn
elegendd belétni, hogy a szorzds A '-re val lesziikitése kommutativ.

El6szor azt latjuk be, hogy a o miivelet kommutativ az A;' halmazon. Legyen x, y € A;'. Ekkor

xoy = Vxyvx,yoy = \gy\y = y* igy (4)-bdl az kivetkezik, hogy

(xoy)oy=\/\/Ey\/?y\/\/}y\/}:xo(yoy)=\/§y2\/}. (5)

(5)-ban irjunk x helyére x~!-et és y helyére +/xy v/x-et:

3 VAT (Vi V) VT (Vi V) § Vi (Vi V) Vil =

= VT (Vay Vi) Ve
tehat
VI Nxy Nx\ly = yxy. ©)
Mindkét oldalrdl +/y~!-gyel szorozva azt kapjuk, hogy
Vay Vx = \yx vy,
vagyis

xXoy=yox

tetszGleges x,y € A, esetén.
Most ratériink a szorzds kommutativitdsanak igazoldsara. Ehhez tekintsiik az

(1+tx)oy=yo(l+1x) (teR,tZ O;x,yeﬂf)
azonossagot. Ebbdl
Yy + t(xy + yx) + Lxyx = y + 2t \Jyx \y + £ \yx* Vy.
A két oldal csak tgy lehet egyenlé minden nemnegativ z-re, ha
Xy +yx = 2yxJy. @)

Ha (6)-ben x helyére x*-et frunk, akkor

yxy = Y V2 Va2 g = Vigayx vy = (Vox Vi),



igy
)
() + ) + xy’x + yx’y = Oy + yx)* = 4(Vyxvy)’ = dyx’y =
= 2yx’y + 2y° o x* = 2yx’y + 2x° o y* = 2yx’y + 2xy’x.
Egy oldalra rendezve azt kapjuk, hogy

() + (yx)* = xy’x — yx’y = (xy — yx)* = 0.
Mivel (xy — yx)* = —(xy — yx), igy ebbdl (xy — yx)*(xy — yx) = 0, és

llxy — yxlI* = ll(xy — yx)*(xy — yx)ll = 0,

tehdt xy = yx minden x,y € A esetén. |

A feladatra egyediil Ta The Anh adott be helyes megolddst. Az & megolddsdanak az a szépsége, hogy
nagyrészt elemi algebrai uton igazolta az dllitdst. A kitiiz6 eredeti megolddsa rovidebb, de joval
haladottabb eszkozoket haszndl.

7. feladat (Boros Zoltan). Tegyiik fel, hogy f : R — R additiv fiiggvény (azaz, minden x,y € R
esetéen f(x +y) = f(x) + f(y) teljesiil), amelyre az

X —> f(x)f(\/l —x2)

leképezés korldtos a 10, 1] intervallum valamely nem iires nyilt részintervallumdn. Igazoljuk, hogy f
folytonos!

Megoldas. (Kutas Péter megoldasa alapjan a kitlizé6 modositasaival) El6szor roviden 6sszefog-
laljuk az additiv fiiggvényekkel kapcsolatos sziikséges eldismereteket. Viszonylag egyszer(ien iga-
zolhatd, hogy minden f : R — R additiv fliggvényre tetsz6leges x valds és r raciondlis szdm esetén
f(rx) = rf(x) teljesiil (a levezetés tobb Iépésben torténik, pozitiv egész r esetén teljes indukcid-
val, majd ezt kihaszndlva x helyett x/r helyettesitésével kapjuk ilyenek reciprokaira, illetve az ad-
ditivitdsbol egyszertien adédik f pératlan volta stb.). Tehat valgjdban minden f : R — R additiv
fliggvény linedris a raciondlis szdmok Q teste felett. Ha f a valds szdmtest felett is linedris, akkor
f(x) = cx (x € R) alakd, ahol ¢ = f(1). Ha f nem ilyen alakd, akkor van olyan 7 valds szdm, amelyre
f(®) # tf(1), tehat az (1, f(1)) és (¢, f(¢)) vektorok R felett linedrisan fiiggetlenek, igy az R? tér egy
bazisat alkotjak a valds szamtest felett. Kihaszndlva f linearitdsat Q felett valamint azt, hogy Q strt
R-ben, kapjuk, hogy tetsz6leges R>-beli pont el6éll az (1, £(1)) és (¢, £()) vektorok raciondlis linedris
kombindcidinak (azaz f grafja pontjainak) hatarértékeként. Tehat f gréfja siirli a sikban. Ennek ko-
vetkezménye, hogy ha egy additiv fiiggvény feliilrdl korldtos egy nem iires nyilt intervallumon, akkor
sziikségképpen linedris (tehat folytonos).
Jelolje I azt a nyilt intervallumot, amelyen a feladat feltevése szerint az

x = f)f(V1 - x%)

leképezés korldtos. Legyen J nem iires nyilt intervallum az / belsejében (tehdt feltessziik, hogy J
lezartja is része I-nek). Ekkor az origé kozépponti egységkor

H:{(x, V1—x2)|xe1}

ive tartalmazza a

K:{(x, \/1—x2)|er}

iv minden olyan ¢(K) elforgatottjit, amelyre a ¢ forgatds elegend6en kozel van az identitdshoz.
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Ha f feliilrdl korldtos a J intervallumon, akkor a fentiek szerint folytonos. A tovdbbiakban (in-
direkt médon) feltehetjiik, hogy ez nem teljesiil, tehat minden n pozitiv egészhez létezik x, € J gy,
hogy f(x,) > n. Minden n pozitiv egész esetén legyen y, = /1 — x2, valamint

n? -1 2n

n2+1"

a, = és B, =

n?+1
Ekkor (x,, y,) € K, @,, B, € [0, 1], &> + B2 = 1, tovabba

lima,=1 é Ilimg,=0,

n—o00 n—-oo

_[ an B
An_(_ﬁn a'n)

Ezért az

matrix felhasznalasaval definialt
X 2
¢n(x,y)=An( y ) ((x,y) €RY)

forgatas tetszOlegesen kozel keriil az identitdshoz ha n elegendGen nagy. Tehét van olyan ny € N,
hogy minden n > n, természetes szamra ¢,(K) C H, ezért az

(f(a'nxn +ﬁnyn)f(_ﬁnxn + a’nyn))
sorozat a feltevés szerint korlatos. Viszont

f(anxn +ﬁnyn)f(_ﬁnxn + a’nyn) = _a'n,Bn(f(xn))2 + (a/i —ﬁﬁ) f(xn)f(yn) + a’nﬁn(f(yn))2 .

A feltevés szerint (f(x,)f(y,)) korlatos, tovabba f(x,) > n miatt lim,_,, f(x,) = +oco, ezért

Tehat a fenti 0sszeg utolsé tagja nullsorozat, kdozépsd tagja korldtos, az elsé tagjanak ellentettjére

pedig
-1 2n  , n

2> - . > —
a’nﬁn(f(xn)) = n2 + 1 n2 + l n 2

teljesiil (ha n > 2), tehét az els6 tag — és vele egyiitt az 6sszeg — tart (—oo0)-hez, ellentétben a vele
egyenld (bal oldali) szorzat korlatossdgéaval. Eszerint az indirekt feltevés hamis.

7.1. Megjegyzés. Konnyen ellendrizhetd, hogy ha f: R — R egy (nem azonosan nulla) derivdcio,
akkor minden x €]0, 1] esetén f(x)f(V1 — x?) < 0 teljesiil, tehdt a feladat szovegében ezen szorzat
lokdlis korldtossdga nem gyengithetd tigy, hogy lokdlisan feliilrél korldtos.

A feladatra Kutas Péter és Nagy Janos adtak teljes megolddst.

8. feladat (Dardczy Zoltan). Legyen f: R — R folytonos és szigoriian monoton fiiggvény, amelyre

(2w

_ Xty %
. )(f(x)+f(y))—(x+y)f( : ) (%)

teljesiil minden x,y € R-re (f~! az f inverzét jeloli). Bizonyitsuk be, hogy ekkor léteznek olyan a # 0
és b valos konstansok, amelyekkel f(x) = ax + b minden x € R-re.
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Megoldas. (Agoston Tamas megoldasa alapjan) Egyszeri szdmolds mutatja, hogy ha f teljesiti a
(x) egyenldséget, akkor az x — f(—x) és x — —f(x) fiiggvények is teljesitik, igy az dltaldnossag
korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy f (és igy sziikségképpen f~! is) szigortian monoton ndvekvd, és
f(0) > 0. Ekkor minden x > O-ra f(x) > 0.

Be fogjuk latni, hogy f Jensen-affin a [0, oo intervallumon, azaz minden 0 < x < y-ra

F(EY) < LW

rry) S0

teljesiil. El6szor tegyiik fel indirekt médon, hogy valamely 0 < x < y-ra f ( > >

Ekkor

S (f)+ f(w)
o (fg

) @+ 1) > £ (52 e+ fwn =
NiC) ' @

Itt mindkét helyen szigorti egyenl6tlenség all, mert y > x > 0 miatt x + y > 2x > 0, és f(x) +
f(y) > 2f(x) = 0. Ez viszont ellentmond (*)-nak. Hasonl6képpen, ha valamely 0 < x < y-ra
x+y\ _ f)+ )
f >
2 2

() + f(y)
o (fg

- (x c+f(55Y).

lenne, akkor

) (o + 1) < £ (£(F52)) e+ fw =

SO+ 1 @) _
2

allna fenn, ami szintén ellentmondana (x)-nak. Ezzel tehat beléttuk, hogy f Jensen-affin [0, co[ f6l0tt,
amibdl, a folytonossiaggal egyiitt, j6l ismert médon kovetkezik, hogy f affin a [0, co[ intervallumon,
vagyis vannak olyan a > 0 és b € R konstansok, hogy f(x) = ax + b minden x > 0 esetén.

Végiil belatjuk, hogy f az egész R-en affin. Helyettesitsiink a (x) egyenldségbe y = —x-et:

(SO + f(=x)
(22

= (x+y) wrf(SY)

)(f(X) + f(=x) = (x + (=x))f(0) = 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy minden x € R-re vagy f(x) + f(-x) = 0, vagy [ (W) =0,

azaz f(x) + f(-x) = 2f(0). Mivel f folytonos, igy az x — f(x) + f(—x) fliggvény is az, vagyis
ha f(x) + f(—x) legfeljebb két lehetséges értéket vehet fel, akkor val6jaban konstans. Ha x = 0-t
helyettesitiink, akkor f(0)+ f(0) = 2f(0), igy minden x € R-re f(x)+ f(—x) = 2f(0) = 2b. fgy végiil
minden x < 0-rais f(x) = 2b — f(—x) = 2b — (a(—x) + b) = ax + b teljesiil. O

A feladatra Agoston Tamds, Bodor Bertalan, Mészdros Szabolcs, Nagy Dondt, Nagy Jdnos és Ta
The Anh adtak teljes megolddst. Mészdros Andrds egy kissé gyengébb dllitdst bizonyitott be, Weisz
Agoston megolddsa pedig hidnyos.

9. feladat (Maksa Gyula és Pales Zsolt). Bizonyitsuk be, hogy van olyan sehol sem folytonos f:
10, +00[—]0, +o0[ fiiggvény, amelyre minden x,y €]0, +oo[ és minden pozitiv raciondlis a szdm esetén

fenndll, hogy
1 1
x4y \7) _ (£ 4 )
—| || . 8
)< (2 ®
Van-e olyan sehol sem folytonos f: 10, +0o[—]0, +oo[ fiiggvény, amely eleget tesz a fenti egyenlotien-
ségnek minden x,y €10, +oo[ és minden pozitiv irraciondlis a esetén?
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Megoldas. (Maksa Gyula és Pales Zsolt) Jelolje R a valos, Q pedig a racionalis szamok halmazat.

El6szor azt mutatjuk meg hogy létezik olyan nem Lebesgue mérhetd f fiiggvény, amelyre (8)
minden pozitiv raciondlis « esetén fenndll. Legyen d : R — R egy nem azonosan zér6 derivacio, azaz
egy olyan nem azonosan z€r6 fliggvény, amelyre egyidejtileg teljesiil, hogy

dix+y) =dx)+d(y) és d(xy) = xd(y) + yd(x) (x,y € R).

Ilyen d fliggvény 1étezése ismert, tovdbba az is ismert, hogy egy ilyen fiiggvény nem lehet Lebesgue

mérhetd, de a definici6jabol kovetkezik, hogy
d(x") = rx" 1d(x) (x €]0,+0[,0 < r € Q).
(Lasd példaul [1]-et.) Definidljuk ezek utdn az f :]0, +oo[—]0, +oo[ fliggvényt az
S = xexp(xd(x))  (x €]0,+0)
képlettel. Vildgos, hogy f nem Lebesgue mérhetd. Az aldbbiakban igazoljuk, hogy

Jf (Mo(x,y)) < Mo (f(x), f(y))

mégis teljesiil, ahol

al : Y ) (x,y, @ €]0, +o0[, @ € Q).

My(x,y) = (
Valéban, - felhaszndlva a d derivaci6 fenti tulajdonségait - kapjuk, hogy

1 1.9
x* +y*\e 1 (x*+y*\* 1
d - _ —d @ a

1 Mo(x, pa(x*"'d(x) + y*~'d(y))
a XY+ y” ’

d(Mo(x,y))

Igy

d(Mo(x,y)) _ x*d(x) + y*'d@y) _ X d) LY dy)
MQ(X, y) XY + ya X2 + y(x X X2 + yw y

adddik, ahonnan — f definiciéjat figyelembe véve —
L e
J (Mo(x, ) = Mo(x, )X fOO)T (5™ f ()™
kovetkezik. Felhaszndlva itt a silyozott mértani és szdmtani kozép kozotti egyenltlenség

u'' < (U + (L= Do) (v €]0, +eol, A € [0, 1)

kovetkezményét, azt kapjuk, hogy

X f(x)® y*  f(y)" ;
f(Ma/(x7 y)) < Ma/(x’ y) (xa + ya X + xX¢ + ya ya
(M) = M, (). f).
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A megoldds mésodik felében megmutatjuk, hogy ha (8) minden pozitiv irraciondlis « esetén fenn-
all, akkor folytonos (tehat nem lehet nem mérhetd). A hatvanykozepek kozépérték tulajdonsdga miatt

f{(%)) < (M) < max(f(x, f), ©)

ha a pozitiv irraciondlis szam. A hatvdnykozepek Osszehasonlitasi tétele miatt, x # y esetén a

102 (02

2

a+— ( ) (a@>0)

fiiggvény szigortian monoton novd €s folytonos, €s igy értékkészlete a | /xy, max(x, y)[ nyilt inter-
vallum. Ezzel a leképezéssel a pozitiv irraciondlis szimok halmazédnak képe | /xy, max(x, y)[\C(x, y)
alaku, ahol C(x, y) egy megszamlalhat6é halmaz. Tehat (9) szerint f korlatos a

1 Vxy, max(x, y)[\C(x, y)

halmazon, ami pozitiv Lebesgue-mértékli. Masrészt, egy rogzitett a irraciondlis szdm esetén (8)
szerint az f,(x) := (f(x"))" képlettel definidlt f, fiiggvény Jensen-konvex és emellett korldtos a
] vxy?®, max(x, y)*[\C(x, y)* halmazon, ami szintén pozitiv mértékdi. Ezért a Bernstein—Doetsch-tétel
Sierpiniski-féle altaldnositasa szerint (1d. [1]) £, konvex, tehat folytonos. Igy f is folytonos kell legyen.

Hivatkozas. [1] M. Kuczma, An Introduction to the Theory of Functional Equations and Inequ-
alities, Prace Naukowe Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach, vol. 489, Paristwowe Wydawnictwo
Naukowe — Uniwersytet Slaski, Warszawa—Krakow—Katowice, 1985. O

Mészdros Szabolcs jol oldotta meg a feladat mdsodik részét és a megolddsa az elsd résszel kapcsolat-
ban is tartalmazott jo gondolatmenetet. Nagy Jdnos helyesen oldotta meg a feladat mdsodik részét.

10. feladat (Tamassy Lajos és Kertész David). Legyen adva az R" valés vektortéren egy Riemann-
metrika, amelyre nézve bdarmely két a és b pont kozott egyetlen g(a, b) tdvolsdgminimalizdlo geode-
tikus szakasz létezik. Tegyiik fel, hogy minden a € R" esetén a tole vett Riemann-tdvolsdagot méro
o.: R" — R fiiggvény konvex, és differencidlhato az a-n kiviil. Mutassuk meg, hogy ha egy x # a,b
pontra

0i04(x) = —0i0p(x), i=1,....n

teljesiil, akkor x a g(a, b) egy pontja, és forditva.

Megoldas. (Mészaros Szabolcs megoldasa alapjan, kis kiegészitéssel) Legyenek a,b € R” rogzi-
tett pontok, d := d(a,b), és jelolje y: [0,d] — R" a g(a, b) geodetikus ivhossz szerinti paraméte-
rezését. Atfogalmazva a feladatot, azt kell megmutatni, hogy a o, + 0»: R" \ {a,b} — R fiiggvény
gradiense pontosan azokban az x pontokban tlinik el, amelyek elemei a y geodetikus képhalmazéinak.
Vizsgaljuk meg tehat az f := o, + o, fliggvényt:

Egyrészt f(a) = f(b) = d, mésrészt barmely x € R"-re f > d, hiszen f(x) = d(a, x) + d(b, x) <
d(a, b) ellentmondana a haromszog-egyenldtlenségnek. Emellett f konvex, mivel konvex fiiggvények
Osszege. EbbSl mar kovetkezik az allitas konnyebbik irdnya: ha x = y(¢) valamely ¢-re (és a # x # b),
akkor o,(x) < t, hiszen vy egy t hossziisdgu 0sszekotd gorbe a és x kozott. Hasonldan, o,(x) < d — ¢,
mert y egy d — t hosszusagu gorbe x és b kozott. Ebbdl d < f(x) < t+ (d —t) = d, vagyis f(x) =d
kovetkezik. A feltételek szerint f differencidlhaté a-n és b-n kiviil, ezért egy globélis minimumhelyen,
mint amilyen x, a gradiense eltiinik.

Megforditva, tegyiik fel, hogy f gradiense x-ben O (a # x # b). Ekkor sziikségképpen f(x) = d
kell, hogy teljesiiljon. Tekintsiik ugyanis az [a, x] szakasz édltal meghatdrozott egyenest R"-ben, és
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f lesziikitését erre, jeldlje ezt f . Ekkor f konvex, egyparaméteres fiiggvény, a-n kiviil derivalhat,
igy folytonosan derivdlhat6 is, és a derivéltja x-ben eltlinik. Ez csak ugy torténhet, ha x lokalis
minimumhely, amely konvex fliggvény esetén globdlis minimumbhely is, igy f(x) = d. Ekkor viszont
a feladat feltételei szerint létezik (egyetlen) g(a, x) geodetikus, d(a, x) hosszal, és hasonldan 1étezik
g(x, b) geodetikus d(x, b) hosszal. Ezt a két gorbét Osszefilizve, egy d(a, b) hosszisagu gorbét kapunk
a és b kozott, amely — mivel minimalis hossztisagu — kénytelen geodetikus lenni (1d. pl. P. Petersen,
Riemannian Geometry 2nd ed., 128. oldal, Theorem 13). A g(a, b) geodetikus azonban egyértelmd,
igy x benne van y képhalmazdban. O

A feladatra Csizmadia Gdbor Béla, Mészdros Andrds, Mészdros Szabolcs, Nagy Dondt, Nagy Jdnos
és Virosztek Ddniel helyes megolddst nyujtott be.

11. feladat (Tran Quoc Binh). (A) Adva van egy ellipszis a sikban. Bizonyitsuk be, hogy létezik
olyan Riemann-metrika, amely az egész sikon értelmezve van, és amelyre nézve az adott ellip-
szis geodetikus. Igazoljuk, hogy minden ilyen Riemann-metrika Gauss-gorbiilete felvesz pozitiv
értéket is.

(B) Legyen adva két, egymdst nem metszd, egyszerii sima zdrt gorbe a sikban. Mutassuk meg, hogy ha
egy, az egész sikon értelmezett teljes Riemann-metrikdnak a két adott gorbe geodetikusa, akkor a
metrika Gauss-gorbiilete valahol eltiinik.

Megoldas. (Tran Quoc Binh) (a) 1. Alkalmas koordindtarendszer bevezetésével az adott ellipszis
2
egyenlete 2—2 + % = 1 alakd. Tekintsiik az f : R? — R?;

e ()

ésag:R?— S2\{(0,0, 1)},

(X, y) —

1
m(Zx, 2y, -1+ X2 + y2)

fliggvényeket.

Konnyen beldthatd, hogy f €s g is diffeomorfizmus. f az adott ellipszist az egységkorbe viszi, g
pedig nem mds, mint az egységgomb északi polusabol torténd standard sztereografikus projekcionak
az inverze, mely az djonnan kapott egységkort viszi at az egységgdmb "vizszintes" f6korébe.

Tekintsiik most az S? egységgdmbon az R Euklideszi térbdl 6rokolt kanonikus metrikat. Ekkor S?
minden f6kore geodetikus. fgy a "vizszintes" f6kore geodetikusa lesz a S?\{(0, 0, 1)} lyukas gombnek.

Az f~! o g7! diffeomorfizmus visszahizza a gombi metrikét a sikra. f o g és inverze is izometria.
Mivel az izometria geodetikus gorbét geodetikus gorbébe visz at, az adott ellipszis geodetikusa a
. visszahuzott” metrikanak.

2. Vegyiink most egy tetsz6leges Riemann-metrikat a sikban, melyre nézve az adott ellipszis
geodetikus. Alkalmazzuk a Gauss-Bonnet tételt az adott ellipszis dltal hatarolt M tartomédnyra. Mivel
az adott ellipszis geodetikus, fM KdA = 2my(M), ahol y(M) az M tartomany Euler-karakterisztikdjat.

Koénnyen beldthaté, hogy az ellipszis 4ltal hatarolt sikbeli tartomény Euler-karakterisztikdja 1. Igy
fM KdA = 2r > 0, amibdl kovetkezik, hogy a Gauss-gorbiilet biztosan felvesz pozitiv értéket is az
ellipszis altal hatarolt tartomanyon beliil.

(B) A feladat (A) részébdl tudjuk, hogy a sikban minden olyan Riemann-metrikdnak, melyre
nézve az adott egyszer(, sima gorbék geodetikusok, a Gauss-gorbiilete pozitiv értéket is felvesz leg-
alabb a gorbék altal hatdrolt tartomdnyokban. Elegendd tehat beldtnunk, hogy nem létezhet olyan
teljes, pozitiv gorbiiletli Riemann-metrika az egész sikban, melynek a két adott egyszer, zart és sima
gorbe geodetikusai . Ezt indirekt médon l4tjuk be.
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Tegyiik fel, hogy létezik teljes, pozitiv gorbiiletli Riemann-metrika, melyre nézve a két adott zdrt
gorbe geodetikus. Jeloljiik a két adott zart gorbét C; ill. C,-vel. Tetszbleges (x,y) € C; X C;
pontparhoz rendeljiik hozzd az Sket 0sszekotd legrovidebb geodetikus gorbe hosszdt. Ezt mindig
megtehetjiik, hiszen a metrika teljes. Konnyen beldthatd, hogy az igy definialt fiiggvény folytonos.
Mivel mind két zart gérbe kompakt halmaz, a direkt szorzatuk is az, kovetkezésképpen a rajta definidlt
folytonos fiiggvény felveszi a minimum értékét is. A mi esetiinkben azt kapjuk, hogy 1étezik egy
legrovidebb gorbe, mely Osszekoti a két adott zart gorbét. Jeloljiik ezt a gorbét y-val és a hosszat [-el.
Tekintsiik y {vhossz-paraméterezését: y : [0, [] — R2. Tegyiik fel, hogy ¥(0) = p € Cy, y(I) = q € C».
Az els6 variaciés formuldbdl tudjuk, hogy v merdleges C-re ill. Cs-re.

Legyen V(0) € T,,R? olyan egységvektor, mely merSleges a y(0)-ra, tehét egység érint$ vektora
Ci-nek az x, pontban. Toljuk el parhuzamosan a V(0) vektort y(s) mentén. Igy kapjuk a V(s) par-
huzamos vektormez6t a y gorbe mentén. Nyilvan V(I) egység érintd vektora C,-nek az y, pontban.
Legyen

Q:[0,11 X (—€,€) > R, (5,1) b Q(s,1) 1= exp,, (tV(s)),

o1(t) :=Q(0,1), oa(t) := Q(,1).

Ekkor Q(s, ) olyan varidcidja a y(s) gorbének, melyre megfeleld kicsi € esetén Q(0,7) = o(f) €
Ci, Q1) = 05(t) € C, mivel a Cy és a C, gorbék geodetikusok és minden pontbdl minden irdnyba
lokdlisan egyetlen geodetikus indul ki. Az Q(s, f) megaddsabdl azt is kapjuk, hogy Q(s, 0) = y(s) és

V(is) = s li=o0-
T [,09(s,0) 0Q(s, 1)
L(1) -—j; \/( 5 o Yds.

ot
Legyen tovabba
Ekkor L(t) az Q(s, t) gbrbe hossza rogzitett ¢t esetén, mely 0sszekoti a o7y (¢) € Cy pontot a 0,(t) € C,
. .. 2
ponttal. Mivel Q(s, 0) = y(s), L(f) minimum értéket vesz fel a t = 0-ban, igy % lo=10¢és % lo=> 0.
A masodik variaciés formula szerint:

O*L

or* o
Mivel V parhuzamos vektor mez6 y mentén, V,V = 0. Tovabba C, és C, geodetikus, Vs o =
Vs,02 = 0. Igy azt kapjuk, hogy

= fo V3V, Vi V) = RV, 77, Vids + (Vi 072, (D) li=0 =V, 01, 7(0)) =0 -

PL
or?

= —f RV, 7)y, Vyds <0,
0 0

hiszen a gorbiilet pozitiv. Ez ellentmondés. O
A feladatra adott megolddsok koziil Nagy Jdnos és Mészdros Szabolcs megolddsa jo. Virosztek Ddniel
a feladat (A) részét helyesen megoldotta, a (B) részének csak egy specidlis esetét tudta beldtni.

12. feladat (Mori Tamas). Egy zsdkban n golyé van, ezek koziil néhdny (legaldbb egy, de nem mind)
fehér, a tobbi fekete. A zsdkbol egymds utdn, visszatevés nélkiil véletlenszeriien kihiizzuk az dsszes
golyot. Jelolje X; a fehér golyok szdmdnak ardnydt a zsdkban az i-edik hiizds eldtt, és legyen

T:max{|X,~—Xj|:1£iSan}.

Bizonyitsuk be, hogy E(T) < H(E(X;)), ahol H(x) = —xInx — (1 — x) In(1 — x).
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Megoldas. (Virosztek Daniel) Legyen n tetszGleges, fix. Elég belatni, hogy

k k
E(T X, = —) < H(—) (10)
n n
hak € {1,...,n—1}, mert a toronyszabaly €s a H fiiggvény konkavitdsa (Jensen egyenl6tlenség) miatt
ezesetben 1
C k
E(T):E(]E(Tle)):Z]E( ' )P(Xl——)s
k=1 n
n—1 k k
< ZH(—)P(X1 = —) E(H(X)) < HEX)). (11)
— n n

k
n+l1

Az {X j};le sztochasztikus folyamat martingal, mert ha X; =
szamra, akkor

— valamely k € {0,...,n+ 1 —j}

k k
P (a j. hizaskor fekete golyodt hizunk) = ( 1 = —) =1-—-
n—j n+1-j
és
k-1 k
P (a j. huzaskor fehér golyot hizunk) = P X, = | = -
n—j n+1-j
gy

k k k-1 k
E(X/+1|Xj):n_j(l_n+1—j)+n—jn+1—j:

k 1- k k-1 k
- ntl-j- = X, (12)
n+1-j n—j n jl n+1-
T definici6jabdl latszik, hogy
T = sup,;.,X; — infi<jc, X = sup ., Xj — (1 = SUp; <<y (1 - Xj)). (13)

Behelyettesitéssel adédik, hogy T = sup,_ ., X, ha X, = 0,és T = sup,_., (1 - X;). ha X, = 1.
(Nyilvan mindig X, € {0, 1}.)
Vagyis
T = (Supl<,<nX )]I{X =0} T (SUP1<,<n (1 - Xj)) Lix,=1y =

= sup;je, X; + 5Py, (1= X;) = (5uP1<jen X)) Tty = (sUP1< s (1= X)) Lm0y =
= sUp; e, X; + sup e, (1 - X5) - 1, (14)

hiszen X, = 1 = sup1<]<nX =1, X, =0=sup,_;, (1 - Xj) =1éslx-1+Ix-0 =1
Vilagos, hogy {X;}_, €s {1 — X;}"_, is nemnegativ €rtékd martingalok, igy a Doob-féle martingal
egyenldtlenség szerlnt

1
P (sup;<je, X; > t )< E(X)Vt1>0 (15)

P(supyoje, (1 - X)) 2 1) < %E(l ~X,) V1, >0. (16)

Az els6 megjegyzésiink értelmében feltehetjiik, hogy X; = ﬁ (k € {1,...,n — 1}), ebben az esetben

{X;)7_, martingdlsiga miatt E(X,) = £ és E(1 - X,) = 1 - £,
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Ha Y egy nemnegativ, integralhaté valdszintiségi valtozo, akkor

]E(Y):f P(Y >1)dz. (17)
0
Tehat (15) és (17) alapjén
E(SUP1<j<an):‘fo P(311P1<,<n = )dll
k 00
:f P(SUP1<,<n > dtl f sup1<j<n > )dt1 f P(supl<l<n > )dt1
0 k 1
1
E f—E(Xn)dt1+0:]—€—§ln(l—€), (18)
“n kT n n n

mert P(suplgjanj > t1) =1l,haf < f, és P(suplSanXj > tl) =0,har > 1.
Teljesen hasonldéan

1-& 1
g 1 k k k
E (sup;. e, (1 - X)) < 1ds, + —E(-X)d+0=1-~-—[1-=|In[1=-2]. (19
I<jsn ! 0 1k B n n n

Vagyis (14), (18) és (19) alapjan, feltéve, hogy X, = f,

E(T) = E(sup0, ;) + E (sup je, (1 - X,)) — 1 <

SE_Eln(k)+1_5_(1_5)111(1_5)_1:H(E), (20)
n n n n n n n

ezzel a bizonyitas kész. O

Virosztek Ddniel megolddsa kiemelkedd, nagyon szépen kidolgoztott. Mészdros Andrds megolddsa
helyes, jol kovethetd. Bodor Bertalan megolddsa helyes, de az egyes lépések joval bovebb magyard-
zatot igényelnének, a megolddsdban nem haszndl martingdlokat, elemi eszkozokkel bizonyit.
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