JELENTES A 2011. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat 2011. oktéber 28. és november 7. kozott
rendezte meg a 2011. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A verse-
nyen azok vehettek részt, akik a verseny megrendezésekor Magyarorszagon vagy ma-
gyar allampolgarként kiilfoldon valamely egyetem, f6iskola hallgatoi, vagy kozépisko-
lai tanulok voltak, vagy a verseny megrendezésének évében szereztek egyetemi,
féiskolai oklevelet. PhD-hallgatok csak akkor vehettek részt, ha egyetemi, f&iskolai
diploméajukat a verseny megrendezésének évében szerezték.

A verseny megrendezésére a Tarsulat a Szegedi Tudoményegyetem Bolyai In-
tézetét kérte fel. A Bolyai Intézet tanacsa bizottsdgot nevezett ki a verseny lebonyo-
litasara, amelynek elnoke Hatvani Lészlo, titkdrai Maroti Miklos és Rost Gergely,
tagjai pedig Czédli Gabor, Fodor Ferenc, Hajnal Péter, Kérchy Laszlo, Kincses
Janos, Kramli Andras, Krisztin Tibor, Major Péter, Makay Géza, Moricz Ferenc,
Nagy Béla, Nagy Gabor, Pap Gyula, Stach6 Lészlo, Szab6 Léaszlo Imre, Szendrei
Maria, Totik Vilmos, Varja Péter és Zadori Léaszlo voltak.

A Versenybizottsag felhivasara itthon és kiilféldon dolgoz6é magyar matematiku-
sok 29 feladatot javasoltak kittizésre; szerencsére mindazon témakbol allt rendelke-
zésiinkre elegendd feladat, amelyek a hagyomanyok szerint a versenyen szerepelni
szoktak. Ezuaton is koszonjiik minden javaslattevé munkajat; nélkiiliik a versenyt
nem tudtuk volna sikeresen lebonyolitani. Ellenérzés és mérlegelés utédn a bizottsag
tiz feladatot tlzott ki.

A 2011. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny feladatai

1. feladat. Legyenek F, Fy, ... olyan Borel-mérheté halmazok a sikon, amelyek
unidja az egész sik. Igazolando, hogy van olyan n természetes szam és S korvonal,
amelyekre az S N F), halmaz stird S-ben. Mutassuk meg azt is, hogy az allitds nem
feltétleniil igaz, ha az F; halmazok mérhetéségére vonatkozo feltételt elhagyjuk.

2. feladat. Tegyiik fel, hogy egy n ponti G egyszert graf fokszamainak 6(G) mi-
nimuma legalabb 3n/4. Bizonyitsuk be, hogy G éleinek barmely 2-szinezésében van
olyan legalabb §(G) + 1 pontu Osszefliggd részgraf, melynek minden éle ugyanolyan
szind.

3. feladat. A d-dimenzios R? térben egy n x n x -+ x n-es kockardcs sszes (azaz
nd szamu) pontjat lefogtuk 2n — 3 hipersikkal. Bizonyitsuk be, hogy ezek koziil

kivalaszthatd n hipersik tgy, hogy méar azok is lefogjak a racs 0sszes pontjat.

4. feladat. Legyen GG, H két véges csoport, és legyen p,1: G — H két sziirjektiv,
de nem injektiv homomorfizmus. Igazoljuk, hogy létezik G-nek az egységelemtdl
kiilonb6z6 olyan eleme, amelynek képe ¢ és 1) mellett azonos.

5. feladat. Legyenek n,k pozitiv egészek. Az x = (x1,...,7;) € RF és a €
RF vektorok esetén legyen f,(z) := ||z —al|*", ahol ||-|| az euklideszi norma, és
tekintsiik az f, (a € R*) fiiggvények altal generalt Q,; vektorteret. Melyik az



a legnagyobb N egész szam, amelyre @), tartalmazza az xi,...,x; Osszes olyan
polinomjat, amelynek teljes fokszama legfeljebb N7

6. feladat. Legyenck (1, . .., C; kompakt és Osszefiiggé halmazok R?-ben, és tegyiik
fel, hogy mindegyik C; konvex burka tartalmazza az origét. Bizonyitandd, hogy
minden i-re van olyan ¢; € Cj;, amelyekre az origd benne van a cy,...,cq pontok
konvex burkaban.

7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy nemnegativ valos szamok tetszéleges (an), -,
sorozatara

1
liminf (n* (4a,(1 — ay—1) — 1)) < 1
8. feladat. Adott a < 1/e nullatol kiilonb6zs valds szam esetén legyenek z1, ..., z,

€ C olyan nem valés szamok, amelyekre ze* + a = 0 teljesiil, tovabba legyenek
C1y. .0 € C tetszolegesek. Mutassuk meg, hogy az f(z) = %(Z?Zl cjezf“) =
RG(Z?:1 c;e¥”) (z € R) fiiggvénynek minden 1 hosszisagl zart intervallumban
van zérushelye.

9. feladat. Legyen z: [0,00) — R differencialhato fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy
ha minden ¢ > 1 esetén teljesiil az

SRR

/ _ 3 l
() = —2°(t) + ;

egyenlGség, akkor lim; .., x(t) = 0.

10. feladat. Legyenek Xy, & ,er (4,7, k € N) fiiggetlen, nemnegativ egész érték
valoszintségi valtozok. Tegyiik fel, hogy & ; (i,j € N) azonos eloszlastak, ¢, (k €
N) is azonos eloszlastak, E(£11) = 1, tovabba E(X{) < oo, E(£],) < oo és E(e]) <
oo valamely ¢ € N esetén. Tekintsiik az X, := 5n+2§(:"1’ Y&, (n € N) valoszintségi
valtozokat, ahol Z?Zl &n,j = 0. Vezessiik be az M,, := X,, — X,,_1 —E(¢,) (n €N)
sorozatot. Bizonyitando, hogy van olyan legfeljebb ¢/2 foku P, polinom, melyre
E(MY) = Pi(n) (n € N).

Az els6 feladatot Totik Vilmos, a mésodikat Gyéarfas Andras, a harmadikat
Karolyi Gyula, a negyediket Maroti Miklos, az 6tddiket Totik Vilmos, a hatodikat
Barany Imre, a hetediket Totik Vilmos, a nyolcadikat Krisztin Tibor, a kilencediket
Hatvani Laszlo, a tizediket pedig Pap Gyula javasolta kittizésre.

A versenyre 18 versenyzd Osszesen 59 megoldast nyujtott be. Név szerint, Back-
hausz Tibor megoldast kiildott a 2., 4., 5. és 7. feladatra, Csige Tamés a 2., 3. és
4. feladatra, Gerencsér Maté a 4., 7., 8., 9. és 10. feladatra, Grosz Daniel a 2. és 4.
feladatra, Gyenyizse Gergé a 2., 3., 4., 7., 9. és 10. feladatra, Kelemen Norbert a
6. feladatra, Kiss Viktor az 1., 2., 3. és 4. feladatra, Kovacs Kristof a 2. feladatra,
Mészéaros Szaboles a 2., 3., 4., 7. és 9. feladatra, Nagy Abris a 6. feladatra, Nagy
Csaba a 2., 4., 5., 7. és 9. feladatra, Nagy Déniel az 1., 2., 3., 4. és 7. feladatra,
Ozsvart Laszlo a 2. és 4. feladatra, Soltész Daniel a 2. feladatra, Szakacs Nora a
2., 4. és 6. feladatra, Tomon Istvan a 2., 3., 4., 5., 7., 8. és 10. feladatra, Udvari
Baléazs a 2. feladatra, Virosztek Déaniel pedig az 1., 7. és 10. feladatra.

A Versenybizottsag 2011. november 30-an megtartott iilésén a kivetkezs hataroza-
tot hozta:



A 2011. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny dijazottjai

I dijban és 70 000 forint pénzjutalomban részesiil Tomon Istvin, az ELTE
Matematika alapszak harmadéves hallgatoja;

I1. dijban és 50 000 forint pénzjutalomban részesiill Gyenizse Gergd, az SZTE
Matematikus mesterszak elsGéves hallgatéja;

I11. dijban és 40 000 —40 000 forint pénzjutalomban részesiilnek Gerencsér Mdté
és Nagy Csaba, az ELTE Matematikus mesterszak méasodéves hallgatoi.

Indoklas

Tomon Istvan teljes megoldast adott a 2., 3., 4., 5., 7., 8. és 10. feladatra.
Gyenizse Gergd teljes megoldéast adott a 2., 3., 4., 7., 9. és 10. feladatra.
Gerencsér Mdté teljes megoldast adott a 4., 7., 8., 9. és 10. feladatra.

Nagy Csaba teljes megoldast adott a 2., 4., 5., 7. és 10. feladatra, és kittint a
megoldasok vildgos, pontos lefrasaval.

A feladatok megoldasai

1. feladat (Totik Vilmos). Legyenek Fi, F, ... olyan Borel-mérheté halmazok a
sikon, amelyek unidja az egész sik. Igazolandd, hogy van olyan n természetes szam
és S korvonal, amelyekre az S N F), halmaz stird S-ben. Mutassuk meg azt is, hogy
az &llitas nem feltétleniil igaz, ha az F; halmazok mérhetéségére vonatkozo feltételt
elhagyjuk.

Megoldas. I. rész (Kiss Viktor). Tegyiik fel, hogy az F; halmazok Borel-mérhets-
ek. Baire kategoria tétele szerint valamelyik Fj nem I. kategoriaja. Mivel Fj Borel-
halmaz, megvan a Baire tulajdonsiga, azaz van olyan G nyilt halmaz, hogy F} a G és
G nem {ires, igy tartalmaz egy B korlapot. Legyen ennek sugara r és kozéppontja P.
Tekintsiik a P koriili p < r sugara korvonalakat. Ha Fj egyikben sem strt, akkor
minden ilyen korvonalnak van olyan ive, amely diszjunkt téle, azaz amely E-ben
van. Az E halmazt P koriil elforgatva minden racionéalis szoggel és az elforgatottak
E megszamlalhato sok elforgatottja uniojanak). Ez az ellentmondas igazolja, hogy
Fy. stird valamelyik P koriili p < r sugart korvonalon.

II. rész (Elekes Méarton, versenyen kiviil). Legyen K a sik koreinek halmaza, és
minden C' € K korre vegyiink fel diszjunkt [o(C'), I,(C),. .. iveket ezen a korén. A
sik pontjait meg fogjuk szinezni a 0,1, 2, ... szinekkel, és minden C' € K kor minden
I(C) ivéhez is hozza fogjuk rendelni ezen szinek valamelyikét 1-1 értelmd modon
gy, hogy minden j-re a j szind iven nincs j szind pont. Ez adja a feladat mésodik
részének a megoldasat, hiszen ha Fj a j szind pontok halmaza és C' egy kor, akkor
Fj-nek nincs pontja a C' kor j szind ivén, és igy nem lehet stirtd C-ben.

Egy H C R? U K halmazt nevezziink zartnak, ha

1. z,y, 2z € H nem kollinearis pontok esetén az altaluk meghatarozott kor is eleme
H-nak,



2. H-beli korok metszéspontjai (érintési pontjai) is elemei H-nak.

Jelolje egy tetszbleges S halmazra cl(S) azt a legsziikebb zéart halmazt, amely
tartalmazza S-et. Mivel ez a cl(S) lezart megszamlalhato sok 1épésben generalhato
S-bol korok metszeteit, illetve pontharmasokra illeszkeds koroket véve, |cl(H)| <
|H|+w. Azt is vegyiik észre, hogy ha X = {z4 }a<x egy jolrendezése egy X C RPUK
halmaznak, akkor a {cl({z¢ |{ < a})}a<r n6V6 lanc folytonos, azaz limesz o-ra

A({ze € < a}) = | d({ze| € < 8Y).

[B<a

Egy H C R?U K halmaz egy j6 szinezésén a kovetkezdt értjiik:

1. minden x € H ponthoz egy természetes szamot rendeliink ami a szine,

2. barmely H-beli C korre az Iy(C), I;(C), ... korivekhez 1-1 értelmten hozzaren-
deljiik a 0,1,2... szineket (ez lesz a sziniik),

3. egyetlen j-re sincs a j szind iven j szind pont.

A kovetkezot fogjuk igazolni: Tegyiik fel, hogy eqy H C R*> U K halmaz elddll
véges sok zdart halmaz unicojaként. Ha adott a H eqy jo szinezése, és adott eqy H-tol
diszjunkt X C R? U K halmaz, akkor H jo szinezése kiterjeszthetd H U X eqy j0
S2iNnezEsEVe.

Marmost ennek a H = (), X = R? U K specialis esete adja a feladat masodik
részének megoldasat.

A fenti allitast az X széamossagara vonatkozo indukcioval igazoljuk.

1. eset: |X| < w. Legyen X = {xg,z1,...} az X egy (esetleg véges) felsorolasa.
Legyen Z, = cl({zx | & < n}). Ez megszamlalhato. n-re vonatkozo rekurzidval
szinezziik a Z,,1UH halmazokat ugy, hogy a Z,UH halmazon mar meglévé szinezést
megtartjuk. Elegendd tehat szinezni Gy = Z,41 \ (Z,UH) elemeit. Ezt egy tjabb
rekurzioval csinaljuk: ha G,i1 = {go,01,...} egy felsorolas, akkor a g; elemeket
sorban szinezziik a kovetkez6 modon.

a) Ha g; a sik pontja, akkor a zartsag definicioja miatt legfeljebb egy Z,,-beli kor
mehet at rajta, és ugyanilyen megfontolasbol csak véges sok H-beli kor mehet at raj-
ta. Az alrekurzioban a korabbi j < i lépésekben mar megszineztiink véges sok kort
(pontosabban azok iveit), és H szinezésében is a H-beli korok ivei mar szinezettek,
de, mint mondtuk, OGsszesen csak véges sok eddig megszinezett kor megy at g;-n.
Az I.(C) ivek diszjunktsaga miatt minden ilyen kérnek legfeljebb egy szinezett ive
tartalmazhatja g;-t, igy csak véges sok szine van ezeknek az iveknek az eddig mar
megadott jo szinezésben. Legyen g; szine tetszdleges ezektdl kiilonb6z6 szin.

b) Ha ¢g; = C a sik egy kore, akkor 7, zéartsaga miatt legfeljebb két Z,-
beli pont lehet rajta, és ugyanilyen okbol csak véges sok H-beli pont lehet raj-
ta. Az alrekurzidban a korabbi j < i lépésekben megszineztiink véges sok pon-
tot, és H szinezésében is a H-beli pontok mar szinezettek, de az éppen mondot-
tak szerint Osszesen csak véges sok eddig megszinezett pont van g;-n. Marmost az
I(C), I,(C), ... iveket szinezziik meg a 0,1, ... szinekkel gy, hogy minden szint
pontosan egyszer hasznalunk, és ha egy mar megszinezett j szind pont valamelyik
I(C) iven van, akkor [ (C) szine j-t6l kiilonboz6 legyen.



Konnyen lathato, hogy ez jo szinezést ad a Z,,; U H halmazon. Mivel az igy
kapott szinezés a Z,, U H szinezésének Kkiterjesztése, végiil kapjuk egy jo szinezését
a H U X-nél bévebb H U cl(X) = H U (U2 Z,) halmaznak.

2. eset: |X| > w. Legyen X = {z,}a<|x| az X elemeinek egy jolrendezése | X|
tipusban. Legyen Z, = cl({z¢ | < a}). A fenti els6 megjegyzés alapjan |Z,| < |X|.
A maésodik megjegyzés szerint {Z,}a<|x| folytonos névs lanc, igy elég a Goy1 =
Zas1 \ (Zo U H) halmazokat tgy szinezni, hogy a Z, U H mar meglévs szinezésével
egyiitt a Z, 11 U H egy jo szinezését kapjuk. Ezt a-ra vonatkozé rekurzidval tessziik:
alkalmazzuk az indukcios feltevést Z, U H-ra (vegytk észre, hogy ez véges sok zart
halmaz uni6ja), ennek az eddig megkonstrualt jo szinezésére és a G,,1 halmazra,
ahol |Gat1| < |Zas1| < |X|, igy az indukcios feltevés hasznalhato.

Ismét konnyen lathato, hogy ez jo szinezést ad H U cl(X)-en.

Erkezett 3 dolgozat, ebbél értékelhetd Kiss Viktoré, aki megoldotta a feladat elsé
részet.

2. feladat (Gyarfas Andras). Tegyiik fel, hogy egy n pontu G egyszeri graf fok-
szdmainak §(G) minimuma legalabb 3n/4. Bizonyitsuk be, hogy G éleinek barmely
2-szinezésében van olyan legalabb §(G) 4 1 pontu Gsszefiiggs részgraf, melynek min-
den éle ugyanolyan szint.

1. megoldas (T6bb versenyz6 megoldasa alapjan). Feltessziik, hogy az élszinezés a
piros és kék szineket hasznalja. Tegyiik fel, hogy a piros élek nem tartalmaznak egy
feszit6fat (amikor is az allitas nyilvanvalo). Ekkor grafunk csticshalmaza szétvaghato
két nemiires halmazra tgy, hogy az Osszes keresztél kék legyen. Legyen a két rész
koziil A a kisebb elemszémi, B a masik (|A| < n/2). Legyen = € A egy tetszdleges
csucs.

Allitas: © dsszes szomszédja elérhetd x-bol kék éleken vald sétdkkal.

Ez a feladatot megoldja, hiszen x és szomszédjai legalabb 1 + d(z)
> 0(G) + 1 csues, amelyek az allitas szerint egy kék Osszefliggs grafba esnek.

A B-beli szomszédokra az allitas nyilvanvald. Legyen y egy A-beli szomszéd.
Minden A-beli pontnak van legalabb 6(G) szomszédja, amelyek koziil legalabb
d(G) —(J]A| —1) darab B-be esik. A B-be es6 szomszédok mindegyike kék-szomszéd.
Az x és y csticsok B-be es6 szomszédai nem lehetnek diszjunktak, hiszen

0(G) = (A= 1) + (6(G) = (JA[ = 1)) = (2(G) = |A]) = |A] +2 > n— [A[+2 > |B].

x és y kozos B-beli, azaz kék szomszédjanak 1éte bizonyitja az allitast és igy megoldja
a feladatot.

Igazabol a bizonyitas azt is adja, hogy = Gsszes szomszédjat és A Osszes cstcsat
Osszeftizik a kék élek.

2. megoldas (T6bb versenyzé megoldasa alapjan). Most is feltessziik, hogy az
élszinezés a piros és kék szineket hasznalja. Legyen x egy tetsz6leges cstucs. Legyen
P az x-b6l piros éleken torténd sétaval elérhets csiicsok halmaza. Legyen K az x-bol
kék éleken torténd sétaval elérhets csicsok halmaza. P és V(G) — P kozti Gsszes €l
kék, K és V(G) — K kozti 6sszes ¢él piros.
P és K cstcshalmazokon alapulva V(G)-t négy diszjunkt halmazra bonthatjuk
fel:
V(@)= (PNK)U(PNK)U(PNK)U(PNK). (1)

b}



PNK ¢ PN K kozott nem vezethet él, hiszen egy olyan él sem piros, sem kék szint
nem kaphatna. Hasonléan nincs él PN K és PN K kozott.

Feltevésiink alapjan P N K nemiires, hiszen tartalmazza z-et. Ha P N K vagy
P N K iires lenne, akkor P U K P-vel vagy K-val egybeesne. Feltehetjiik, hogy
PUK = P. Mivel PU K tartalmazza x egész szomszédsagat és x-et, ezért legalabb
0(G) + 1 cstcsa lenne, tovabba a piros élek osszeftizik ezeket a pontokat. Ebben
az esetben készen vagyunk. Feltessziik, hogy P N K és P N K is nemiires. Ha
PN K iires, akkor egy y € PN K csics Osszes szomszédja P-be esik. Ekkor ismét
készen vagyunk. Tehat feltehetjiik, hogy (1) jobb oldalan mind a négy tag nem iires
halmaz. Ha valamelyikbdl kivesziink egy csiicsot, akkor ez a cstcs és szomszédai
legalabb §(G) 4 1 csticsot adnak, amelyekrsl tudjuk, hogy a négy tag kozil csak
héaromba eshetnek. Specialisan

IPNK|+|PNEK|+[PNK|>6G)+1,
IPNK|+|PNK|+|PNK|>6G)+1,
IPNK|+|PNK|+[PNK|>4§G)+1,
IPNK|+|PNK|+|[PNK|>4§G)+1.

Az egyenl6tlenségek Osszege
3n > 4(6(G) + 1) > 3n,

ami ellentmondas.

Megjegyzések: A 6(G)+ 1-es hatéar természetes, hiszen elképzelhets, hogy grafunk
ekkora komponensekbdl all.

A §(G)-re adott egyenl6tlenség az optimalis feltétel, ha 4|n. Ezt a kovetkezd
élszinezett graf mutatja: Legyen V(G) = AU BU C U D, |A| = |B| = |C| = |D|.
Két pont pontosan akkor nincs Osszekotve, ha egyik A-beli, masik C-beli, illetve
ha egyik B-beli, a masik D-beli. Az A-B és C-D élek legyenek pirosak, az A-D
és B-C' élek legyenek kékek (a tobbi él szine tetszélegesen valaszthato). Ekkor
d(G) = 3n/4—1 és alegnagyobb Gsszefiiggd, azonos szint élekbsl allo graf pontszama
n/2.

Erkezett 14 dolgozat. Teljes megoldast adott Backhausz Tibor, Grész Déniel,
Gyenizse Gergs, Kiss Viktor, Kovacs Kristof, Nagy Csaba, Nagy Daniel, Ozsvart
Laszlo, Soltész Daniel, Szakacs Nora, Tomon Istvan és Udvari Balazs. Ertékelhet
részeredményeket ért el Csige Tamas.

3. feladat (Karolyi Gyula). A d-dimenziés R? térben egy n X n X -+ X n-es
kockaracs Osszes (azaz n? szami) pontjat lefogtuk 2n — 3 hipersikkal. Bizonyitsuk
be, hogy ezek koziil kivalaszthaté n hipersik ugy, hogy mar azok is lefogjak a récs
Osszes pontjat.

1. megoldas (Tomon Istvan megoldéasa alapjan). A feladat allitdsa d = 1 esetén
nyilvanvaléan igaz, ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy d > 2. Tovabba azt is
feltessziik, hogy n > 4, mert n < 3 esetén az allitas trividlisan igaz.

Jelolje e;,i = 1,...,d, az R? térbeli standard bazisvektorokat. Egy ponthal-
maz hipersikokkal valo fedését nevezziik tengelymerdleges fedésnek, ha létezik olyan
standard bézisvektor, amely meréleges a fedésben résztvevé mindegyik hipersikra.



Az alabbiakban a koévetkezd, a kittizottnél altalanosabb allitast bizonyitjuk be.

Allitas.  Legyenek Ai,..., Ay C R véges halmazok, a; = |A;|,i = 1,...,d és
a; < - < ag. Leqgyen C = Ay x -+ x Ag C R és tegyiik fel, hogy C' pontjait
lefedi a1 + ao — 3 hipersik. Megmutatjuk, hogy ebbdl a fedésbdl kivdlaszthatok olyan
hipersikok, melyek C' eqy tengelymerdleges fedését adjdk.

Ebbdl a feladat eredeti allitasa mér kovetkezik, hiszen ha A; = --- = A; =
{0,...,n—1},akkor ay = -+ =ag=nés C = Ay X--- X Ay éppen egy n X - - - X n-

es kockaracs, amit 2n — 3 hipersik lefed, s ebbdl kivalaszthato egy tengelymerdleges
fedés, azaz kivalaszthatd n olyan hipersik, amely lefedi C-t.

Az allitast dimenzi6 szerinti indukcioval igazoljuk.

El6szor tegyiik fel, hogy d = 2, C' = Ay X Ay és a1 + as — 3 egyenes lefedi C-t. A
fedésben résztvevs a; + as — 3 egyenes koziil hagyjuk el az 6sszes tengelymerdlegest,
és legyen C" az a ponthalmaz, amelyet gy kapunk C-bdl, hogy elhagyjuk az dsszes
olyan pontot, amely tengelymersleges egyenesen fekszik. Ha b, az e;-re meréleges
egyenesek szama és by az ex-re merdleges egyenesek szama, akkor C'-nek (a;—by)(ay—
be) pontja van. Ha C' = (), akkor a; = by vagy as = bs, és ekkor nyilvanvaloan
kivalaszthatdé C-nek egy tengelymerdleges fedése. Tegytik fel, hogy C' nem iires.
Ekkor C’-t lefedi az eredeti fedésbdl el nem hagyott a; +as —3 — by — by egyenes. Ha
ay; — by = 1, akkor a C’-ben 16v6 as — by pont mind egy ep-vel parhuzamos szakaszon
van, igy ezeknek a lefedéséhez ay — by egyenes kell. Azonban as — by > ag — by — 2 =
aj + as — 3 — by — by, ami ellentmondés. Nyilvan ugyanez a helyzet, ha ay, — by = 1.
Most tegyiik fel, hogy a; — by > 2 és as — by > 2. Ekkor C' konvex burka egy
téglalap, melynek hataran 2(a; —by)+2(ay —by) —4 pontja van C’-nek. Barmely nem
tengelymerdleges egyenes legfeljebb két pontot tartalmazhat a téglalap hatararol, igy
az a1 +ay—3—b; —by egyenes legfeljebb 2(a;4+as—3—by —by) < 2(a1—b1)+2(ay—bs)—4
pontot fedhet le a téglalap hataran, azaz nem fedheti le C’-t, ami ellentmondas.
Ezzel a d = 2 esetet bebizonyitottuk.

Ezutan tegytik fel, hogy d > 3 és hogy d—1-re igaz az allitas. Megmutatjuk, hogy
ekkor d-re is igaz az allitds. Hagyjuk el a fedésbdl a tengelymersleges hipersikokat és
C-bél a tengelymersleges hipersikokon fekvé pontokat. Igy kapjuk a C' téglaracsot.
Jelolje b; az e;-re merdleges hipersikok szamat i = 1,...,d esetén. Ekkor C’-nek
(a1—0b1) - - - (ag—ba) pontja van. Legyenek Af, ..., Al C R azok a halmazok, melyekre
C'=A x--xA,ésa,=|A]=a;—b,i=1,...,d. Ha C' =0, akkor a; —b; =0
valamely 1 < ¢ < d-re és ekkor a fedésbdl kivalaszthato b; darab e;-re merdleges
hipersik, amely lefedi C-t.

Most megmutatjuk, hogy ha C” # (), akkor ellentmondéashoz jutunk. Tegytik fel,
hogy az aj, ..., a; szdmok koziil a, < a;, (p # q) a két legkisebb. Ekkor

ar+ag—3—(by+---+by) <ap+a;—3—(by+ -+ bg)
<ap+ag—3—b,—by = a,+a; — 3.

Legyen t; € A} tetszGleges és tekintsiik az
S={(z1,...,24) ERY |2, =1,}

hipersikot.  Ekkor S N C' egy (d — 1)-dimenzids téglaracs, melynek mérete

ay---a, qa,. . ---ay. Jeldlje a C'-t lefedd hipersikokat rendre Hy,..., Hy (k =

ai; +ay—3 — (by +---byg)). Ekkor L; = SN H;, i =1,...,k ((d — 2)-dimenzios)



hipersikok S-ben. Mivel C" N S mérete aj---a;,_ja,,,---a; és C' N S-t lefedi a
k < a, + a; — 3 darab S-beli Ly, ..., L, hipersik, igy az indukcids feltevés alapjan

ezekbdl kivélaszthato Lj , ..., L; S-ben tengelymerdleges fedése C' N S-nek. Ekkor

m > min{al,...,a, \,a,,,,...ay} = a;. Tegyiik fel, hogy Lj,, ..., L;, merSleges
az e, standard bézisvektorra (p # w). Ekkor L, ,...,L;, meréleges e,re is, igy

H; normalvektora n; = «j e, + (3; €, alakban irhat6 alkalmas «;, , 3, szémokra
r = 1,...,m esetén. Legyen | # p,u és S’ egy e-re merdleges hipersik. Ekkor
H; NS, r=1,...,m nem tengelymerdleges S’-ben. Rogzitsiink egy 1 < [ < d
indexet gy, hogy [ # p,u és legyen ty € A; tetszéleges. Tekintsiik a

T:{(xla"'axd)eRd’xl:tQ}

hipersikot. Ekkor C'NT egy a} - --a;_,a;, - - - ay méret téglardcs, amelyet lefed a k
darab H,NT,..., H,NT T-beli hipersik, amelyekbdl az indukcios hipotézis alapjan
kivalaszthatd egy T-ben tengelymerdleges fedés. Azonban ez a tengelymerdleges

fedés legaldbb M > min{ay,...,a;_y,a;,,,...,a,} = a, elemet tartalmaz. Legyenek
ezek H;y NT,...,H;,, NT. A fentiek alapjan a H,,,..., H;,, mind kiilénboz6ek a

Hj,, ..., Hj, hipersikoktol, igy m+M > a,+a;, > a,+a;—3 > k, ami ellentmondas.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

2. megoldas (Gyenizse Gergs megoldasanak felhasznéalasaval). Feltehets, hogy
d > 2, hiszen d = 1 esetén az allitas evidens. A feladatbeli kockarécs

K:A1X"'XAd

alaka, ahol Aq,..., Ay valos szamokbol all6 n-elemd halmazok. Vezessiik be az
alabbi jeloléseket, feltéve hogy a € A;, b€ A; és i # j:

S(x; =a) = {(x1,...,29) € R : 2, = a},
K(ZEZ:CL) Z:A1X"'XAZ‘_1X{G}XAH_lX--'XAd,
S(x; =a,x; =0b) = {(z1,...,24) eRY: z; =a, z; = b}

Nyilvan K(z; = a) egy (d — 1)-dimenziés n¢~!-elemti kockaracs, amely részhalmaza
az S(x; = a) hipersiknak. Tovabba S(z; = a,z; = b) egy (d — 2)-dimenzioés affin
altér. (A K(...), illetve S(...) jelolés a ,kocka”, illetve a ,sik” kezd&betiijébdl ered.)
A feladatnal erésebb alabbi allitast bizonyitjuk.

Allitas. Ha E az R? legfeljebb 2n — 3 hipersikjdbol dllé halmaz és K C Uper H,
akkor van olyan i € {1,...,d}, hogy minden a € A;-re S(x; = a) € E.

Az allitast d szerinti teljes indukcidval igazoljuk. A d = 1 eset trivialis. A d = 2
(sikbeli eset) ugyanigy bizonyithatd, mint az 1. megoldasban.

Legyen d > 3, és tegylik fel, hogy (d — 1)-dimenziés kockaracsokra az allitas
igaz. Fel fogjuk hasznalni azt a kozismert tényt, hogy R%ben két kiilonbozs de
nem diszjunkt hipersik metszete (d — 2)-dimenzios affin altér. (Ez kénnyen adodik
a vektorterek altereire vonatkoz6 dimenzidegyenlGségbdl, ha az origot a két hipersik
valamelyik k6z6s pontjaba eltoljuk.)

Tegyiik fel indirekt modon, hogy az allitas nem igaz. Ekkor minden ¢ € {1,..., d}
esetén le tudunk rogziteni egy a, € A, szamot gy, hogy

S(I'g :ag) ¢E



Mivel S(zy = as) ¢ E, a (d — 1)-dimenzios K (z, = ay) kockaracsot az S(zy = ay)
hipersiknak bizonyos [E-beli hipersikokkal vett metszetei fedik le. Ezek a metszetek
a fenti megjegyzés szerint (d — 2)-dimenziosak, és szamuk legfeljebb |E| < 2n —
3. Az indukcios hipotézis miatt van olyan w(¢) € {1,...,d} \ {¢}, hogy minden
b€ Arpre az S(xy = ag, xr@ = b) affin altér (amely S(z; = a¢)-nek hipersikja)
egy E-beli hipersik metszete S(x, = ay)-lel. Ez a 7(f) egyértelmd, mert ha egy
t6le kiilonbozd + is hasonlo tulajdonsagu lenne, akkor |A.| + |A,| = 2n metszet
keletkezne, holott | E| < 2n. Tehat 7 egy egyértelmtien meghatarozott {1,...,d} —
{1,...,d} fizpontmentes leképezés azzal a tulajdonséggal, hogy

(Vee{l,....d}) (Vb e Ary) (3H € E)
<S(l‘g == ag,l'ﬂ(g) = b) =HnN S(Ig == ag)). (2)

Most megmutatjuk, hogy 7 involicid, azaz minden i € {1,...,d}-re i = w(w(i)).
Indirekt modon tegytik fel ennek az ellenkezgjét. Ekkor azt is feltehetjiik (hiszen ez
csak indexelés kérdése), hogy (1) = 2 és 7(2) = 3.

Ha a (2) osszefiiggést ¢ = 1-re alkalmazva fellepd H € E hipersikok mindegyike
kiilonbozne az £ = 2 esetben fellépd hipersikoktol, akkor E-nek legalabb |Axq)| +
|Ar2)] = 2n eleme lenne, ami lehetetlen. Ezért van olyan H € E, amely ¢ = 1 és
¢ = 2 esetén is fellép (2)-nak megfelelGen. Ehhez a kézos H € E hipersikhoz létezik
olyan by € Ay = A1) és bz € Az = Ar(2), hogy

HN S(l‘l == al) == S(ZEl = a1, T9 = bg) és HN S(ZEQ == CLQ) == S(l‘g = a9,T3 = bg)
Ennélfogva barmely ys, ..., yq, 21, 24, - - -, 24 € R esetén
u=(ay,ba,ys,...,yq) € H és v = (z1,a,b3,24,...,24) € H. (3)

Elgszor tegyiik fel, hogy as = by. Nyilvanvalo, hogy S(xs = as) minden pontja
eléall Au + (1 — A)v alakban, (3)-nek megfelel alkalmas u és v pontokkal. Ezért
S(zg = ay) € H. Mivel H nem tartalmazhat valodi részhalmazként egy mésik
hipersikot, az S(xs = az) = H € E ellentmondéashoz jutunk.

Legyen most ay # by. Ekkor R4\ (S(xg =ag)US(zg = bg)) minden pontja elGall
Au+(1—\)v alakban, (3) szerinti u-val és v-vel. Igy R%\ (S(z2 = a2)US(z2 = by)) C
H, azaz R? el6all harom hipersik, jelesiil a (d-dimenzioban 0 Lebesgue-mérték)
S(xj = az), S(z; = by) és H hipersikok uni6jaként, ami ismét ellentmondas. Ezzel
belattuk, hogy 7 involicié. (Megjegyzendd, hogy paratlan d esetén innen az allitas

maéris kovetkezik, hiszen akkor nincs fixpontmentes {1,...,d} — {1,...,d} invola-

ci6.)
A kovetkezd 1épésben azt fogjuk igazolni, hogy barmely i,j € {1,...,d} esetén
ha j ¢ {i,7(i)}, akkor m(j) € {i,m(q)}. (4)

Indirekt modon tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Az egyszertibb jel6lés érdekében azt is
feltehetjiik, hogy (i, 7 (i), 7, 7(5)) = (1,2,3,4), azaz w(1) = 2 és w(3) = 4. A korabbi
megfontolashoz hasonloan, az (2) 6sszefiiggést ¢ = 1-re és ¢ = 3-ra alkalmazva megint
csak lesz egy kozos H € E. Ezért alkalmas by € Ar1) = Az és by € Ay = Ay esetén
S(r1 = a1, = by) = HNS(z1 = a1) és S(x3 = as, x4 = by) = H N S(x3 = a3).



Tehéat barmely ss, ..., Sq,t1,t0,ts5,...,tqg € R esetén u = (a1, by, s3,...,84) € H és
v = (t1,t2,a3,by4,t5,...,t5) € H. Azonban R? barmely eleme \u + (1 — \)v € H
alakit, ami ellentmondas és bizonyitja (4)-et.

Az el6késziiletek utan a d > 3 esetben az allitds konnyen adodik. Legyen j €
{1,...,d} \ {1, 7(1)}. (4)-bsl kapjuk, hogy m(j) = 1 vagy 7(j) = m(1). Azonban
mindkét eset ellentmondashoz vezet: ha 7(j) = 1, akkor akkor j = w(w(j)) = 7(1),
ha pedig 7 (j) = w(1), akkor j = 7(7(j)) = n(n(1)) = 1.

3. megoldas (Varju Péter, versenyen kiviil). d szerinti teljes indukciéval megmu-
tatjuk, hogy van a lefog6 hipersikok kozott n olyan, amelyek mindegyike merdleges
ugyanarra a koordinatatengelyre, és amelyek egyiitt mér lefogjak a réacsot.

A d = 2 (sikbeli eset) ugyanigy bizonyithatd, mint az 1. megoldasban. Tegyiik
fel, hogy az &llitas d — 1-re igaz. Ha valamely i-re (1 <i<n)aV; = {z; =i} C R?
nincs a lefogd hipersikok kozott, akkor a racsnak a Vi-vel valé R; metszetére és a
lefogé hipersikok V;-vel valé metszeteire alkalmazhatjuk az indukcids feltevést, igy
van olyan Lgi), e LS ) a lefog6 hipersikok kozott, hogy az L,(f) NV; d— 2-dimenzios
sikok merd6legesek pl. az zo-tengelyre, és egyiitt lefedik R;-t. Ha Vi (j #1) szmten
nincs a lefedd hipersikok kozott, akkor a Vj-hez definialt L NV, ... L nv;
d — 2 dimenzios sikok is mind az xo-tengelyre lesznek merolegesek ellenkezo esetben
ugyanis L( ) . L%), LEJ ), R LS{ ) o szami kiilonbozo hipersik lenne, ami szintén
lehetetlen 2n > 2n — 3 miatt. Ezt is 1nd1rekt uton bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy
L,(j) Ly U) Ekkor L( ) V; parhuzamos LY ﬁ V vel, hiszen V; parhuzamos Vj-vel,
tehat LY ﬂV merdleges az ro-tengelyre. Ha LY ﬂV egy, az xro-tengelytdl kiilonbozé
tengelyre is meréleges, akkor az LY NV, d—2-dimenziés stknak a V; d—1-dimenzi6s
sikra vonatkoz6 kodimenzidja legalabb 2, ami lehetetlen. '

Most vegyiik észre, hogy ha L,(;) N V; merdleges az xo-tengelyre, akkor az L,(j)
hipersik mer6leges az [x1, z5] sikra. Valoban, az Lg) N V; 2 kodimenzi6s sik R-ben
merdleges az xi-tengelyre, az xy tengelyre és az Lg) sik n; normalvektoréara, tehat
n;-nek parhuzamosnak kell lenni az [z, o] sikkal.

Azt kaptuk tehat, hogy ha csak az [z1,xs] sikra merdleges lefogd hipersikokat
tartjuk meg, akkor méar azok is lefedik a racsot (ha egy V; a lefogo hipersikok kozott
van, akkor ¢ is merdleges az [xq, 25| sikra). Marmost vetitsiink mindent az [z, x5
sikra; ezzel visszavezettiik a problémét a d = 2 esetre.

Megjegyzés. A feladat allitasa éles abban az értelemben, hogy d > 2 esetén
a kockaracs lefedheté 2n — 2 hipersikkal tgy, hogy a fedd hipersikok egyike sem
hagyhato el.

Erkezett 6 dolgozat. Teljes megoldast adott Gyenizse Gegrs, Nagy Daniel és
Tomon Istvan. Ertékelhetd részeredményeket ért el Kiss Viktor és Mészaros Sza-
bolcs.

4. feladat (Maroti Miklos). Legyen G, H két véges csoport, és legyen o, ¢: G — H
két sziirjektiv, de nem injektiv homomorfizmus. Igazoljuk, hogy létezik G-nek az
egységelemtdl kiilonbozé olyan eleme, amelynek képe ¢ és 1) mellett azonos.

Megoldas (Szakacs Nora). Azt igazoljuk, hogy ha ¢, 1: G — H két olyan sziirjek-
tiv homomorfizmus a G véges csoportrol H-ra, amely kizarélag G egységeleméhez
rendeli ugyanazt az elemet, akkor ¢ és i sziikségképpen injektiv is. Ehhez elég
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belatni, hogy |G| < |H|, azaz elég megadni egy G — H injektiv leképezést. Meg-
mutatjuk, hogy a 7: G — H, g — (g¢)~ " - g¢» leképezés injektiv. Ha ugyanis
a gi1,92 € G elemekre g7 = go7, akkor (g19)™" - g1 = (ga)”' - g2¢, amibdl
910 (g20) ™t = grip - (g20) ! kdvetkezik. Mivel o és 1) homomorfizmus, ez az egyen-
16ség ekvivalens azzal, hogy (9195 )¢ = (9195 ). Tehat a gig, " elemhez ¢ és ¢
ugyanazt az elemet rendeli, ezért a feltevésiink értelmében g, g, ' az egységelem, azaz
g1 = g2. Ezzel belattuk, hogy 7 valoban injektiv.

Erkezett 12 dolgozat. Megoldotta Backhausz Tibor, Gerencsér Maté, Gyenizse
Gergd, Kiss Viktor, Mészaros Szabolcs, Nagy Csaba, Ozsvart Laszlo, Szakacs Nora
és Tomon Istvan. Kissé hidnyos megoldast adott Csige Tamas. Javithatd hibéval
megoldotta Nagy Daniel.

5. feladat (Totik Vilmos). Legyenek n, k pozitiv egészek. Az x = (z4,...,2;) € RF
és a € R* vektorok esetén legyen f,(z) := ||z — a||*", ahol ||-|| az euklideszi norma,
és tekintsiik az f, (a € R”) fiiggvények altal generalt @, vektorteret. Melyik az
a legnagyobb N egész szam, amelyre @), tartalmazza az x;,...,x; Osszes olyan
polinomjat, amelynek teljes fokszama legfeljebb N7

Megoldas (Kittiz6). A megoldasban ,fokszam" mindig a teljes fokszamot jelenti.
Tetsz6leges a esetén

fal@) = |z — al*" = (llz — a]*)" = (Z(%‘ - aj)2>

J=1

az x1, ..., xy valtozok legfeljebb 2n-edfokt polinomja, ezért @), egy altere az osszes,
legfeljebb 2n-edfokt polinomok Iy, linearis terének, ezért polinomoknak egy véges
dimenziés vektortere. Ez a vektortér zart az R* kompakt halmazain egyenletes
konvergencia altal definialt topologiaban (a Ily, elemeinek a konvergencidja ebben a
topologidban ekvivalens azzal, hogy a polinomsorozat egyiitthatoibol allo sorozatok
konvergensek). Masrészt, ha P(x) = 2221 ¢jfa;(x), akkor P(z + a)

= Z§'=1 Cjfa;—a(x), tehdt Qx zért az v — x + a eltolasokra nézve is. Ezért, ha
P € @, akkor

OP(z)
ij
— lim P(I'l, ey L1, T + h,ZL’j_H, ce ,l‘k) - P(I'l, ey L1, L5 Tjg1y - - ,l‘k)
h—0 h

is Qnr-ban van, ami azt jelenti, hogy ), zart a parcidlis derivalasra, és igy a
tetsz6leges rendi parcidlis derivalésra.

Mivel ||z||** = (||z]]*)" = fo(z) € Qnx, ezért ennek a fliggvénynek tetszéleges
x; szerinti parcialis derivaltja is @, x-ban van, vagyis n||z||** 2z; € Q, i Meége-
gyszer differencidlva az eredményt x; szerint azt kapjuk, hogy 2n|/z||**~2 + 4n(n —
Dljz|**~*23 € Qui. Ezeket a fliggvényeket Osszegezve a j = 1,2,...,k indexek-
re az adodoik, hogy (nk + 2n(n — 1))||z]|*"2, és igy [|z]|*"? is Q,i-ban van.
Kovetkezésképpen, az osszes ||z||** 2 Py(x) alaki polinom, ahol Py az x koordinAtéi-
nak legfeljebb elséfoki polinomja, ), x-hoz tartozik.
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Ha az el6bb bizonyitott
12]1*" € Qui = [|2]I*"~* € Qu

implikaciot (ill. annak bizonyitasat) ismételten alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy
|z||*"~2™ € Qn barmely m = 0,1,...,n esetén.

Ezek utan m szerinti teljes indukcioval konnyd belatni, hogy az ||z||*"~*™P,,(z)
alakit polinomok minden m = 0,1,...,n esetén @), ,-hoz tartoznak, ahol P, az
x1,...,x valtozok legfeljebb m-edfoki tetszéleges polinomja. Valoban, ezt méar
bizonyitottuk m = 0, 1-re, és most tegyiik fel, hogy az allitas igaz valamilyen m < n
esetén. Akkor tetszdleges ||z||*"~2™ait - - ay, s14 -+ -+ 8 < m, is Q, x-hoz tartozik,
ahonnan z; szerinti differencialassal azt kapjuk, hogy a

2n — m)||z|| 222 g Sk

Tia T Ty
) 2n—2m .51 . .5i-1,8771 Si+1 sk
+s;| Ly L1 Ty Ty L

polinom is @), x-ban van. Az indukciés feltevés miatt ennek az Gsszegnek a masodik
tagja Q x-beli, ezért az

2n—2m—2,s1 sj—1 .81 _sj—1 Sk
[Ea ) S T S O
kifejezések is @, p-ban vannak. Ezek kozott el6fordul az ||z||*" 2™~ 2-nek tetszdleges,

legfeljebb (m + 1)-ed foku egytagtval valé szorzata, kivéve magat a |lx|[*"—2™~2

kifejezést, amirdl viszont mar korabban lattuk, hogy @, i-hoz tartozik. Ezzel az
indukcids 1épést bebizonyitottuk.
Masrészt vegyiik észre, hogy az

k
(x,a):ijaj, r=(x1,...,2x), a=(ay,...,a;),
7j=1

jeloléssel

n

Pua) = (le? = 26o.a) + ol = 3 (el (260, ) + al?) "

m=

és itt a jobb oldalon ||z||*"~*"P,,(x), m = 0, ..., n, alakt polinomok &sszege all. Ko-
vetkezésképpen, Q,, . megegyezik az ||z|*"~*" P, (x), m = 0, ..., n, alakt polinomok
linearis kombinacidinak, azaz ezen polinomok 6sszegeinek halmazéval.

Ha k = 1, akkor Q,, 1, vagyis az 2" ~*™ P, (z), m = 0,...,n, z € R alaki poli-
nomok 0Osszegeinek halmaza tartalmazza az Osszes, legfeljebb 2n-edfokti polinomot
(hiszen tartalmazza az Gsszes P, 0 < p < 2n, hatvanyt), tehat ekkor a feladatban
definialt NV szam egyenlé 2n-nel.

Legyen most k > 2. Az m = n eset azt adja, hogy ), tartalmazza az Osszes,
legfeljebb n-edfokt polinomot. Ugyanakkor belatjuk, hogy #7" & @, 1, tehét ekkor
a feladat kérdésére a valasz N = n. Valoban, az indirekt bizonyitashoz tegytik fel,
hogy lehetséges egy

n

=3 (l2l?) " Pu(e)

m=0
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elséallitas. Akkor ez egy algebrai azonossag, és igy érvényes komplex zq,...,z,
valtozokra is. Legyen xy = ixy, v3 = x4 = --- = x, = 0. Ezen valasztas esetén
|z||* = 0, tehat az el6z6 azonossig az

+1_ :
2y = Py(xq,121,0,...,0)

alakot Olti, ami nyilvanvaldan lehetetlen, hiszen a jobb oldal az x; valtozonak egy
legfeljebb n-edfokt (komplex) polinomja.

Megjegyzés. A @), feladatban szerepls elGallitasa speciélis esetként tartalmazza
Jose L. Martinez-Morales egy eredményét, miszerint m,n > 0 esetén Qa(n4m),2 tar-
talmazza az r"*2™ cos(nf) fiiggvényt, ahol re?® = x; + izo (Functions on the plane
as combinations of powers of distances to points. Abstr. Appl. Anal. 2010, Art. 1D
713241).

Erkezett 3 dolgozat. A feladatot megoldotta Backhausz Tibor, Nagy Csaba és
Tomon Istvén.

6. feladat (Barany Imre). Legyenek C,...,Cy; kompakt és sszefliggd halmazok
Rben, és tegyiik fel, hogy mindegyik C; konvex burka tartalmazza az origét. Bi-
zonyitand6, hogy minden i-re van olyan ¢; € C;, amelyekre az origd benne van a
c1,...,cq pontok konvex burkaban.

Megoldas (A kitiz6 megoldasa alapjan). Jelolje egy K halmaz konvex burkat
convK, relativ belsejét relint(K).

Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas, és legyenek a; €
Ci,...,aq € Cq azok a pontok, melyekre az S = conv{ay,...,as} szimplex és az
O origo tavolsaga a legkisebb, tovabba legyen z € S az origbhoz legkozelebbi pont.
Legyen most H az origot tartalmazo, Oz-re mer6leges hipersik. Minden i-re létezik
b, € C;N H, mert O € conv(C; és C; Osszefiiggs. Ha van olyan a;,, amelyre z €
conv{a; |i # iy}, akkor a conv{b;,,a;|i # iy} szimplex kozelebb van az origohoz
mint S, ami ellentmondas. Ebbdl adodik, hogy az S szimplex (d — 1)-dimenzios és
z az S relativ belsejében, relint(S)-ben van.

Legyen eq, e, ..., eq az RY standard bazisa, és legyen Q a

conv{ey, —€1, €, —€a,...,€q, —€4}

keresztpolitép hatdra. Definidljuk az f: Q — R? leképezést tgy, hogy f(e;) = aj,
f(—e;) = b; és aztan terjesszik ki f-et Q-ra szimplicidlisan. Vegytiik észre, hogy

e () barmely lapjanak az f melletti képe olyan szimplex, aminek csiicsai egy-egy
pont C;-bél,

e f linearis homeomorfizmus conv{es, ..., e} és S kozott,
e f(Q) minden pontja az S sikja és a H kozott (vagy ezeken) van,
e ha egy y pontra f(y) az S sikjaban van, akkor y € conv{ey, ..., eq}.

Ha az Oz egyenesnek csak z a kozos pontja f(Q)-val, akkor f(Q) \ relint(S)
merdleges vetiilete S hipersikjara nem tartalmazza z-t. Igy ez a vetiilet a z pont-
bol centralisan kivetithets S hatarara. Mivel fentiek alapjan f(Q) \ relint(S) =
f (Q \ relint(conv{ey, ..., ed})), ezért végiil kapunk egy folytonos leképezést @ \
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relint(conv{ey, ..., eq})-b6l conv{ey, ..., e} hatarara, ami a hataron identitas. De
ez ellentmond annak, hogy a (d — 1)-dimenzios gombnek (amivel @ \ relint(conv{e;,
...,€eq}) homeomorf) nem retraktuma a (d — 2) dimenzios gombfeliilet (amivel
conv{ey,...,eq} hatara homeomorf); 1d. Patterson, Topologia vagy Hatcher, Al-
gebraic topology konyveket.

Ha viszont az Oz egyenesnek van egy z-t6l kiilonb6z6 x metszéspontja f(Q)-
val, akkor a konstrukcié miatt az x pont csak az [O, z) szakaszon lehet, és ezért
kozelebb van O-hoz, mint z. Ugyanakkor x egy conv{cy,...,cqs}, ¢; € C;, 1 <i <k,
szimplexben van, ami ellentmond annak, hogy .S volt az O-hoz legkozelebbi szimplex.

Ez az ellentmondés igazolja az allitéast.

Erkezett 3 dolgozat. Ertékelhetd részmegoldéast adott Szakics Nora.
7. feladat (Totik Vilmos). Bizonyitsuk be, hogy nemnegativ valos szamok tet-

27 (o] 2
sz6leges (ay,), ., sorozatara

1
liminf (n? (4a,(1 — ay—1) — 1)) < 1

n—oo

Megoldas (Ryszard Szwarz, versenyen kiviil). Konnyt latni, hogy az allitas ekvi-

valens a kovetkezdvel: ha létezik olyan ¢ konstans és N szam, hogy

c
16m2

1
an(l - anfl) 2 Z +

teljesiil n > N esetén , akkor ¢ < 1. Ezt fogjuk bebizonyitani.
Feltehetjiik, hogy ¢ > 0. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ha ¢ = ¢ — ¢, akkor létezik
olyan N’ > N, hogy

(1 ) > 1 N d
Al ST ) = T dn? — 1)
feltéve, hogy n > N’. Ha d := ¢/ /4, akkor
1
an(1—a,_1) > 1 + 1 (n > N'). (5)

Azt kell megmutatni, hogy barmilyen kicsi is volt € > 0, ebbdl d < 1/4 kovetkezik.

Mivel d > 0, vagyis a,(1 — a,—1) > 1/4, és ap—1(1 — a,—1) < 1/4, tudjuk, hogy
az {a,} sorozat nem-csokkend, tehat létezik a lim, .. a, =: @ hatéarérték, amely
eleget tesz a 4a(l — @) > 1 egyenlStlenségnek. Ez azt jelenti, hogy a = 1/2, és
a, = (1 —0,)/2 teljesiil alkalmas 9,, € [0, 1] szamokkal. Ha ezt az elsallitast (5)-be
helyettesitjiik, akkor a

d
571—1 - 671 - 571—1671 Z F (6>

1
egyenlGtlenséget kapjuk. Ebbdl a
d d

6n—1_6n> -
- 1 1

becslés adodik. Ezek n + 1-t6l végtelenig torténd osszeadasaval a

5, >

T (n2N) ™
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egyenlGtlenséget kapjuk. Vezessiik be a

D := inf §, (nT—H), En = Op (n+1) - D (8)

n>N' 2
jeloléseket. (7) szerint D > d. (8)-at (6)-ba helyettesitve kapjuk:

D2—D+d De, De,
- -

En—1—E&n — Epn—1&n Z

n®—1 n—3 n+i3
Tehat D Dad
— 1 1
ez 2P o pra (- )
Ezeket 6sszeadva
D?—-D+d
€n T
n+§

adodik, amelybdl D definicidja miatt

) 1\’ 1
02D*-Dtd=(D-5) +d— .

Ebbdl mar latszik, hogy d < 1/4.
Megjegyzés. A ¢ <1 becslés éles, mivel

1+ 1 _n 1 n—1
4 4(4n2—1) 2n+1 2n—14+1)"

Erkezett 8 dolgozat. Megoldotta a feladatot Gerencsér Maté, Gyenizse Gergd,
Nagy Csaba, Nagy Daniel és Tomon Istvan. Ertékelhetd részeredményt ért el Vi-
rosztek Déaniel.

8. feladat (Krisztin Tibor). Adott a < 1/e nullatol kiilonb6z6 valos szam esetén
legyenek zq,...,z, € C olyan nem valos szamok, amelyekre ze* + a = 0 teljesiil,
tovabba legyenek c1,...,¢c, € C tetsz6legesek. Mutassuk meg, hogy az f(x) =
%(Z?Zl c;e") = RG(Z?:1 c;e%”) (z € R) fiiggvénynek minden 1 hossziségi zart
intervallumban van zérushelye.

Megoldas (Gerencsér Maté és a kitiiz6 megoldasa alapjan). Vegyiik észre, hogy
ha z € C-re fennéll ze* + a = 0 és ¢ € C, akkor Lce®® = ce*(*"Vze* = —qce*@Y
teljesiil, tovabbd R 3 z — R(ce**) € R analitikus, és -LR(ce*”) = —aR(ce”™ V).
Innen kévetkezik, hogy f analitikus, és f'(x) = —af(z —1). f =0 esetén az allitas
trivialis. Tegyiik fel, hogy f # 0.

2. Ha Rz; = Nz, akkor a ze* + a = 0 egyenlet alapjan |z;le la| = |zx|e
bol |zj| = |zi| kovetkezik. Igy 2 = z; vagy 2z, = Z;. Ha z-re fennall ze* +a = 0,
akkor Z-re is.

Ha r, ¢, p, v valosak, ¢ = re'®, z = p + iv, akkor R(ce*®) = ret* cos(¢ + va). Igy
¢,d € C, z = p+iv esetén R(ce*™ + de*™) irhatod ae’* sin(vx + b) alakban alkalmas
valos a, b szamokkal.

Rzy Rzp_
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A fentiek alapjan — az indexek felcserélésével — f(x) irhato
f(z) = Z a;je’® sin(v;x + b))

Jj=1

alakban, ahol a;,b;, u;,v; € R, p; + ivj-re teljesiil a ze* +a = 0 egyenlet, v; > 0,
j€{1,...,m}, tovabba
M1 > o > o0 > .

Mivel f # 0, az is feltehets, hogy a; # 0.
3. Allitas: 1y > m. Legyen z = pu+iv a ze* + a = 0 megoldésa, és tegyiik fel,
hogy 0 < v < m. Ekkor z + ae™* = 0 is teljesiil, és igy u, v-re

= —ae Pcosv, v=ae Fsinv.

Innen a # 0 és v > 0 miatt v # m. Ezért p = —vcotv és a = A(v) adodik,
ahol A(v) = e v e (0,7). Az A: (0,7) — (0,00) fiiggvény folytosan

sinv

differencialhato, A(v) — 1/e, ha v — 0+, és

sinv — veosv)? +1v?sin®v

sin® v

A/(l/) — e*l/cotu( > 0.
Ekkor az a = A(v) egyenlet nem teljesiilhet, ellentmondés. Tehat vy > .
4. A 2. lépés alapjan

f(z) = e® <a1 sin(vyx + by) + Z a;e T sin (v;x + bj)> )

Jj=2

ahol a1 # 0, g > pj, 7 = 2,...,m. Innen 1y > 7 (3. 1épés) alapjan kévetkezik
olyan xq létezése, hogy az (g, 00) intervallumon f-nek végtelen sok zérushelye van,
és a szomszédosak tavolsaga 1-nél kisebb.

5. Tegyiik fel, hogy a és b az f két szomszédos zérushelye, amelyekre zo < b—1 <
a < b teljesiil. Ilyenek vannak a 4. lépés miatt. Ekkor a kozépérték-tétel miatt van
¢ € (a,b), amelyre f'(c) = 0. Az f'(x) = —af(z — 1) egyenlet és a # 0 alapjan
f(c—1) = 0 kévetkezik. Tovabba, a c—1 zérushelyre c—1 € (a—1,b—1) C (a—1,a)
teljesiil. Igy lesz f-nek a-t6l balra, a-t6l 1-nél kisebb tavolsagra is zérushelye.

Mivel f zérushelyei nem torlodhatnak a végesben (f analitikus), ezzel az eljaras-
sal balra lépegetve a kovetkezs zérushelyre, minden = < b esetén az (v — 1,x)
intervallumban lesz f-nek zérushelye. x > b esetén a 4. 1épés eredménye garantalja
zérushely létezését (z — 1, x)-ben.
Megjegyzések. Az éallitas nyilt intervallumra is igaz. Az a > 1/e esetben az
allitas nem igaz, mivel ekkor 1y € (0,7), és igy f(x) = e** sin(vyx) zérushelyeinek a
tavolsdga 1-nél nagyobb.

Erkezett 2 dolgozat. Megoldotta a feladatot Gerencsér Maté és Tomon Istvan.

9. feladat (Hatvani Laszlo). Legyen x: [0,00) — R differencialhato fiiggvény.
Bizonyitsuk be, hogy ha minden ¢ > 1 esetén teljesiil az

—_ 1953(15 -1)



egyenlGség, akkor lim; .., x(t) = 0.

1. megoldas (Nagy Csaba megoldéasa alapjan). Vezessiik be az

% := limsup z(t), M, = max x(t)

t—00 ly,y+1]
jeloléseket. Ekkor z*° = limsup,, M,,, ahol n € N. El6szor belatjuk, hogy 2> < 0.
Ha M, < 0 valamely y-ra, akkor M,; < 0. Legyen ugyanis ¢ € [y + 1,y + 2]
olyan, hogy M, = x(c) (t6bb ilyen c is létezhet). Ha ¢ = y + 1, akkor M, ., =
z(y+1) < M, <0. Hac>y+1, akkor 2/(c) > 0, igy az egyenletb6l

c—1

0<a'(c) = —a%(c) + .

l.?)(c - 1)7

ezért
—1

23(c) ¢ (c—1). 9)

Mivel ¢ — 1 € (y,y + 1], z(c — 1) < M, <0, igy M,+; = z(c) < 0. Tehat mindkét
esetben M, ; < 0, ebbdl indukcioval kovetkezik, hogy minden & € N esetén M, <
0 és ekkor z=° < 0.

A tovabbiakban feltessziik, hogy M, > 0 minden n-re.

Ha M, = x(c) és ¢ > y + 1, akkor (9) miatt

—1 1
T L e—1) < ¢, (10)

M, = <
y+1 z(c) - Y+ 2

Ha ¢ = y + 1, akkor is M, < M,. Indukciéval adédik M., < M,. Ekkor az
is teljesiil, hogy ha y < z, akkor M, > M,. Valoban, legyen z(c) = M,. Ekkor
c € y+k,y+ k+ 1] valamilyen k egész szamra, igy M, = x(c) < My, < M,. M,
tehat egy monoton csckkend pozitiv sorozat. Tegyiik fel, hogy lim,, .., M, =d > 0.
Azt allitjuk, hogy minden n-re

My < {’/1—d—2-L-Mn. (11)
d2+1 n+5

Két esetet kiilonboztetiink meg: (a) van olyan ¢ € [n + 1,n + 4], amire 2/(t) > 0.
Ekkor ¢t nem lehet maximumbhely, igy M; = z(c) valamilyen ¢ > t-re, ezért (10)-bdl

My < (/5 - My Kapjuk, hogy

t n+4
M, <M<\3/—~M7 <\3/ - M,.
+4 t t—|—1 t—1 7’l+5

n+4 1 d? 1
=1- <l—- = —
n+5 n-+>5 ?+1 n+5
és M,, > 0, (11) teljestil. A (b)esetben minden t € [n+1, n+4] esetén 2'(t) < 0 és x(¢)
monoton csokkend az [n + 1,n + 4] intervallumon. A Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint van olyan ¢ € [n + 2,n + 3|, amire

Mivel

() =x(n+3)—x(n+2) > x(n+3)—x(n+1).
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A monotonités és x(n + 1) = M, 11 > 0 miatt

t— 2
Y1) = —2*(t) + ot — 1) < —2*(n+3) + 2P (n + 1),
n-+3
tehéat
3 nt2 3
z(n+3)+2°(n+3) <z(n+1) z°(n 4+ 1).

Legyen k = a(n +1) = Myyy > d > 0 és r = 2003 — 2028 € (0,1). Ezekkel a

jelolésekkel az el6z6 egyenldtlenség rk + r*k* < k + “E2k3. Egyszertisitve k-val és
felhasznalva r® < r-t kapjuk, hogy r3(1 + k?) < 1 + a2 k? , amib6l k > d miatt

n+3
dtrendezéssel
i/l_ az 1 >T:Mn+3>Mn+4
?+1 n+5 M, 11 M,

adodik, ami éppen (11). Képezziik (11) alapjan az alabbi szorzatokat:

m—1 m—1
1
Mz ]\4Z .
H 4i+5 = H(\/ d2+1 4Z+6 4+1>

1

Egyszertsités utan és 1 —x < e™* (x > 0) miatt

m—1 m—1
1 e 1
My, (M) < (M)
(Mam1)” < (M) H( d2+1 4z+6) (1) eXp<d2+1;4i+6>

1=

adodik. Ezért My, 1 tart O-ba, ami ellentmond d > 0-nak, tehat x> < 0.
Ha z(t) megoldéasa a feladatban szerepls egyenletnek, akkor —x(t) is, amibgl
kapjuk, hogy > > 0, vagyis lim;_,, z(t) = 0.
2. megoldas (Kitiiz6). Azt fogjuk belatni, hogy tlim zi(t) = 0.
Mivel
1 ’ t—1 t—1 t—1
(—x4(t)) = —2%(t) + Tx?’(t)x?’(t -1)< - (1 — 2—) 2%(t) + ——a%(t — 1),

2t

konnyd latni, hogy az M(t) := max {z%(s)} nem-névekvs. Bebizonyitjuk, hogy

t—1<s<t
tlim M(t) = 0. Ha ez nem igaz, akkor létezik olyan {t;}°, sorozat és ¢ > 0, hogy
tii+1 <t <ti1+3,i=23,..., ¢ x*t;) > e'. Mivel M korlatos, x is

korlatos, és a feladatban megkivant egyenléség szerint 2’ is korlatos. Vagyis van
olyan ¢ € (O, %), hogy t; — 0 <t <t;+ 6 esetén x*(t) > (g/2)*.
Egészitsiik ki az 2*/4 fiiggvényt gy, hogy monoton legyen:
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Ekkor

1 /e\6 ¢ [it0 t—1
V(ti+5)§V(0)—— - / (1——) dt—>—oo7 hai—>oo7
P

ami ellentmond annak, hogy V'(t) > 0.

Erkezett 4 dolgozat. Megoldotta a feladatot Gerencsér Maté, Gyenizse Gergé és
Nagy Csaba. Ertékelhetd részeredményt ért el Mészaros Szabolcs.

10. feladat (Pap Gyula). Legyenek Xo,&; ;. (4,7, k € N) fliggetlen, nemnegativ
egész értéki valoszintségi valtozok. Tegyik fel, hogy &; ; (7,7 € N) azonos eloszlasi-
ak, e, (k € N) is azonos eloszlastak, E(&1) = 1, tovabba E(X{) < oo, E(£] ) < 0o
és E(g]) < oo valamely ¢ € N esetén. Tekintsiik az X,, 1= ¢, + Zj{:"{l &nj (neN)
valoszintiségi valtozokat, ahol 2?21 §nj = 0. Vezessiik be az M, = X,, — X, —
E(e,) (n € N) sorozatot. Bizonyitando, hogy van olyan legfeljebb ¢/2 foka P,
polinom, melyre E(M¢) = P;(n) (n € N).

Megoldas (Gerencsér Maté megoldasa alapjan). ElGszor megmutatjuk, hogy van
olyan legfeljebb ¢ fokid @, polinom, melyre E(X%) = Q,(n) (n € N). Ezt az
allitast ¢ szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk. Az allitas trividlis ¢ = 0 esetén.
Most tegyiik fel, hogy az allitas igaz 0,1,...,¢ — 1 esetén. Ekkor

B(X!) = B Z()(XZs) ONEEEY (ng>

=0 =0

A polinomialis tétellel

Xn—1 ‘ g

1! ; an,
Z 5"7] = Z | . | 5:11,1 U gn,Xnil
=1 21-°°°1Xx .

i1tix, =i, n-l
D] 5uees an 1EZ+
Al
- Z (2‘)]{32(3‘)]{33 (m')km Skl ..... km(gn 17 7571 Xn_1)7

k1+2ko+---+mkm=t,
ki, km€Zy, 1<m<i

ahol Sk:1 ,,,,, km(ylp SR 7an71) az

2 2 m m
Yi-o YUk +1 - Ykitko - Yki otk 141 Ykt

polinom altal generalt X1 valtozos szimmetrikus polinom. Az
Skrrdem (Enty - - €nx, ) Osszeg tagjal azonos eloszlastak, a tagszam
Xn—l Xn—l — kl Xn—l — kl — e = km—l
(i)
Xn—l(Xn—l_]-)"'(Xn—l_kl_k2_"'_km+1)
N klko! - - k!

fiiggetlen a tagoktol, ezért az E[Sk, . (§n1s---.&nx, )] varhato érték megha-
----- ko (En1s - - €nx,_,)  Osszeg
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tagszama X, _; polinomja, melynek fokszama ki+---+k,, < k1+2ko+---+mk,, =
i. Ez a fokszam csak az S;(&n1,...,&nx, ) Osszeg esetén ¢, amikor a tagszam
(*71), a tagok kozds varhato értéke E(&,1...&) = E(&ur) ... E(&i) =1, ésa

K]
(Zj{:”f ! é}w-) kifejtésében hozza tartozo egyiitthatd i!l. Ezeket felhasznélva

N (Z fw‘) = E[Xms (X = 1)+ (Xos =14 D]+ QL (X))

ahol Q) _, legfeljebb i —1 foku polinom. Az E(X!) kifejtése alapjan
-1
E(X)) = E[Xp 1 (Xp1 = 1)+ (X1 = €4+ D]+ Q1 (Xu1)] + ) EIQY (X)),
i=0
ahol @7 legfeljebb i foku polinom. Az indukcits feltétel alapjan
E(X,) = E(X;_1) + Q4 (n — 1),

ahol Q)" , legfeljebb ¢ —1 foku polinom. Igy

E(X,) = E(Xg) + ) QiLy(k —1) = Qu(n),

ahol @, legfeljebb ¢ foku polinom.
Ezutan hozzafogunk a feladat allitdsanak bizonyitéasahoz.

14

E(M,)=E ((&‘n —E(en)) + i (&nj — 1))

J=1

- () Blter ~ By (Xf@n,jl))i

i j=1

Ujra a polinomialis tétellel

(i (fn,j - 1))

j=1

1!
- Sk ..... km fn,l_]-y”wgn,Xn, —-1).
k1+2k2§mkmi, (2)F2(3N)ka -+ (ml)re = | Y
k1, km €24, 1Sm<i

Ismét hasznalhatjuk a Wald-azonossagot az E[Sk, k. (&1 — 1, ..., & x,  — 1))
varhato értékek meghatarozasara, azonban most E(&,; —1) =0 (j € N) miatt
..... ko (Ena—1, ... & x, . — 1) Osszegben a tagok kézos varhato
értéke 0, ezért E[Sy, x.(Snn—1,...,6x,, —1)] =0. Igy

P (Z (€0 - 1))

Jj=1

7!
= Z - SO,ICQ ..... km(gn,l - 17 <. 7§n,Xn—1 - 1)

o RS (i)

Eg,....km €Z 4, 1<m<i

20



Mivel az  So k... (Ena — 1,...,&nx, , — 1) Osszeg tagszama X,_; polinomja,
melynek fokszdma ko + -+ + ky, < (2ky + 3ko + -+ - +mky,) /2 = i/2, ezért

E <"Z (6nj — 1)) = E[R;i(X,-1)],

Jj=1

ahol R; legfeljebb i/2 foku polinom. Az elsg allitas alapjan E[R;(X,,—1)] = R}(n),
ahol R! legfeljebb i/2 foki polinom. Az E(MY) kifejtése alapjan ebbél kivetkezik,
hogy E(M!) = Py(n) , ahol P, legfeljebb ¢/2 fokt polinom.

2. megoldas (Kitiiz6). Fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok Gsszege-
inek momentumaival kapcsolatban felhasznaljuk a kévetkezd lemmat:

Lemma. Legyenek Z, (k € N) figgetlen, azonos eloszldsu valdsziniségi valtozok
ugy, hogy E“Zlm < oo wvalamely ¢ € N esetén.

(i) Ha E(Zy) #0, akkor van olyan € foki Q, polinom, melynek féegyitthatdja
[E(2)]", és

E[(Zi+---+2Zn)]=Q«N) (N eN).

(ii) Ha E(Z;) =0, akkor van olyan legfeljebb (/2 foki R, polinom, hogy

E[(Zi+ -+ Zn)"] = Ri(N) (N €N).

A Lemma bizonyitasa. (i) A polinomialis tétellel

14
R RN DI el G
Gittly=t, N
£ ,enes ZNeZ+

14
= Z AT E(Z;')---E(Z")

12k sty \F1 k2 ks

K1 ks €2y, 1<s<E
4
X
(21)k2(31)ks - - (s!)

Y

NN=1)(N—ki—ky— - —ks+1)
keilko! - - k|

—[E(z)]" - [E(Z)] "

Mivel

polinomja az N valtozonak, melynek fokszama ki +---+k, < £, igy valéban van
olyan legfeljebb ¢ foku ), polinom, hogy E[(Z1+~ . ~—|—ZN)£] = Q¢(N). Mivel ¢
foku tag csak ki +---+ ks = { esetén keletkezhet, ami csak tgy lehet, hogy s =1
és ki ={, és az ekkor keletkezs tag N(N —1)--- (N — £+ 1) [E(Zl)]é, ezért @y
valoban ¢-foku, és fGegylitthatoja [E(Zl)]g.
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(ii). Ujra a polinomialis tétellel

!
E[(Z+--+2n)]= ) .7 E(Z) - 2
Gtly=, N
01, ANEZY
=Y R B
N AN !
)

01, b €L {1}

S N\ (N =k N—ky——Fkos
- ks ks ks
2ko+3ks3+-+sks={,

ko,....ks€Zy, 2<s<L

14
8 (2N)k2(3N)ks . . . (s1)ks

O

N(N—1)- (N —hy—ky— - —ky+1)
Tolk! - - &)

[E(ZD)" - [B(z)]".

Most az

polinom fokszadma ko + -+ - + ks < £/2, igy kapjuk a Lemma mésodik allitasat.

A megoldas folytatasa. ElGszor megmutatjuk, hogy van olyan legfeljebb ¢ foku
P, polinom, hogy E(X!) = Pyu(n) (n € N). Ezt az allitdst ¢ szerinti teljes
indukcioval bizonyitjuk. Jelolje F, az Xi,...,X, valoszintségi valtozok altal
generélt o-algebrat. Mivel E(X,, |F,-1) = X,,-1 +E(e,), igy E(X,) =E(X,_1)+
E(e), amibsl E(X,) =nE(c)+E(Xy) (n € N), ezért az allitas igaz £ =1 esetén.
Most tegyiik fel, hogy az allitas igaz 1,...,¢ —1 esetén. Mivel

(Fe) £ (Ee)

ésa &4, en (j € N) valoszintségi valtozok fliggetlenek egyméastol és az  F,_4
o-algebratol, igy

sotim =3 (0| (Se) || me

k=0 N=X, 1

A Lemma (i) allitasa és E(§1) = 1 alapjan E {(Zj\fl fn]>k] az N valtozo
k  foku polinomja, melynek f6egyiitthatoja 1. Ezért van olyan legfeljebb ¢ — 1
foki Qe_; polinom, hogy E(X!|F._1) = X! | + Qr1(X, (n-1) (n € N). Az
indukcios feltevés alapjan van olyan legfeljebb ¢ — 1 foku Pg 1 polinom, melyre
E[Qr-1(Xn_1)] = Proi(n —1) (n € N). Ezért E(XY) = E(X!_)) + Pr_i(n—1)
(n € N), amibsl E(XY) = S", Py(i — 1) + E(X{) = Py(n) (n € N), ahol P,
legfeljebb ¢ foku polinom.
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Ezutan hozzafogunk a feladat allitasanak bizonyitasahoz. Nyilvan

M, Z €nj — 5n]) (H_E(Sn»’

ezért

k

= i ( ) CZI €n.i —E(fn,j))> (en — E(en)) "

k=0

Mivel a &, — E(&.;), en — E(e) (j € N) valoszintiségi valtozok fiiggetlenek
egymastol és az F,_1 o-algebratol, igy

B 1) =3 () B (Z (60 - E@n,j))) E (20 — B(e:))].

k=0 j=1 N=X,_1

k
A Lemma (ii) allitasa alapjan E {(Zﬁvl (én; —E 5,”))) ] az N valtozo legfeljebb

k/2 foka polinomja, ezért E(M!|F, 1) = Re(X, 1) (n € N), ahol R, legfel-
jebb ¢/2 foku polinom. Felhasznélva az E(Xf;f) (k = ...,ﬁ) momentumokrol
bizonyitott allitast, azt kapjuk, hogy E(M!) = E(E(M!|F,_1)) = Ti(n) (n € N),

ahol Ty legfeljebb ¢/2 foku polinom.

Erkezett 4 dolgozat. Megoldotta a feladatot Gerencsér Maté, Gyenizse Gerg,
Tomon Istvan és Virosztek Daniel.

Szeged, 2012. februar 17.
A Versenybizottsdig
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