JELENTES A 2010. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 2010. oktéber 22. és november 2. koézott rendezte meg
a 2010. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kozépiskolai tanuldk,
egyetemi és foiskolai hallgatok, valamint 2010-ben egyetemet vagy f6iskolat végzettek vehettek
részt.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a verseny megrendezésére a kdvetkezs bizottsagot kérte
fel: Ruzsa Imre (elntk), Ambrus Gergely és Matolcsi Maté (titkarok), Abért Miklos, Buczolich
Zoltan, Keleti Tamas, Lempert Laszlo, Makai Endre, Moéri Tamés, T. Sos Vera. A versenybi-
zottsag 11 feladatot tdzott ki.

A versenyre 4 versenyzd Osszesen 18 megoldast nytujtott be, melyek koziil 15 volt helyes (vagy
lényegében helyes). Ezek értékelése utéan a versenybizottsag a kovetkezs dontést hozta:

L dijban részesiil Lovasz Laszlé Miklés, az ELTE harmadéves hallgatéja.
II. dijat a Bizottsag nem ad ki.

III. dijban részesiil Tomon Istvan, az ELTE mésodéves hallgatéja.
Indoklas:

Lovasz teljes megoldast adott az 1., 2., 3., 4., 5., 6., 11. feladatokra. A 8. feladatra adott megoldasa
apr6 hibat tartalmaz. A 7. és 10. feladatokndl részeredményt bizonyfit.

Tomon jo megoldast adott az 1., 2., 3., 5. feladatokra. A 4. feladatra adott megoldasa hianyos.
A feladatok és megoldasaik
Minden feladat sorszdma utan feltiintejiik a kittizék nevét.

1. Feladat (Balog Antal) Legyen p prim. Jelolje N(p) azon z egész szdmok szamat, melyekre
1<x<pés

r —

=1 (mod p).
Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan ¢ < 1/2 és py > 0 szamok, hogy
N(p) <p%,
amennyiben p > pg.

Megoldas (a kittiz6 megoldéasa alapjan). A megoldas soran kozismert elemi szamelméleti Gssze-
fiiggések mellett felhasznaljuk azt is, hogy

d(n) =) 1<nf (1)
dn

minden € > 0-ra, amennyiben n > ng(e).
Picit altalanosabban legyen N(p;a) azon z egész szamok szama, melyekre

T

z*=a (modp), 1<z<np.



Jeldlje tovabba ord(a) az a rendjét modulo p. Azt bizonyitjuk be, hogy minden ¢|p — 1-re
S(t)=: Y N(psa) <p'/**e/? (2)
ord(a)l|t

minden € > 0-ra, amennyiben p > pp(€). A t = 1 eset nyilvan a feladat megoldasa ¢ = 1/3 + ¢
kitevével.

ord(a)|t pontosan azt jelenti, hogy a'! = 1 (mod p), azaz S(t) azon z egész szamok széma,
melyekre

=1 (modp), 1<x<p-—1 (3)
(x = p nyilvan nem megoldas.) Legyen g egy primitiv gyok modulo p, és legyen ind(a) az a
indexe g-re vonatkoztatva, azaz a = ¢*d(®) (mod p). Ezen a nyelven (3) azzal ekvivalens, hogy

trind(z) =0 (modp—-1), 1<z<p-1,

illetve 1
zind(z) =0 (mod p%), 1<z<p-1. (4)
Ezek utén csoportositjuk (4) megoldésait
-1
Inko(z, 2= ") = d

szerint (Inko a legnagyobb kozos osztot jeloli), azaz rogzitett d|(p — 1)/t mellett legyen z = yd,
ahol

. p—1 p—1 p—1
d d d < < < = 1.
11 ( y) =0 (lllO ; ), 1 SYSs 5 1[ o(y, ; ) 1 (5)

Legyen az (5)-0t kielégit6 y—ok halmaza Yy és legyen az altaluk képviselt mod p maradék-
osztalyok halmaza Wy. Nyilvan #Y4 = # Wy, tovabba

Sty=: > Npsa)= > #Ya= > #Wa. (6)

—1 —1
ord(a)[t d et |2t

Két trivialis becslés is adhato #Y4-re (5)-bo6l. Az elss feltételnek pontosan td maradék-osztéaly
tesz eleget, mig a masodiknak pontosan (p — 1)/d egész szam tesz eleget, azaz

-1
#Ya < min(td, pT) (7)
Csak ezeket hasznalva mar bizonyithato egy a tételiinkhoz hasonlé allitas 1/3 helyett 1/2 kitevivel.
A kovetkezskben egy harmadik, kicsit mélyebb becslést is adunk #Y4—re, ami (7)—tel egyiitt ele-
gend§ lesz.
Bevezetiink egy utolsé jeldlést,

s(b) = #{(y1,42) : y1,¥2 €Ya, yiy2 =b (mod p)}.

Vegylik észre, hogy s(b) csak akkor nem 0, ha b egyike a wiwsy alakt maradékosztéalyoknak,
amelyekbdl (5) elss feltételébdl kivetkezden nincs sok, hiszen

—1
ind(d*wyws) = ind(dyy) + ind(dy2) =0 (mod %),
azaz legfeljebb td ilyen maradékosztaly lehet. Ebbgl pedig
2
(#Ya) E s(b) < td m?x(s(b)) (8)

b



Tetsz6leges b-hez, ha s(b) szamolja az y1, y2 part, akkor y1ys = b+ £€p, és (5) mésodik feltételébsl
b+ fp < (p—1)2/d?. Ilyen ¢ legfeljebb 1+ p/d? lehet, azaz (1)-re hivatkoava

O <3< W

amennyiben p > po(€). Ezt (8)-ba irva (7) ugy modosul, hogy

4Y, < min <dt, ;%17 (Ved + ﬁ)ﬁ) . (9)

d < (p/t)"/3-ra az els6, d > (p/t)*/*ra a masodik, mig a maradék esetben a harmadik becslést
hasznédlva a minimumbdl, a tétel allitdsa most mar egy rutin szamitassal kovetkezik, amikor
(9)-et (6)-ba irjuk, és ismét hivatkozunk (1)-re.

A feladatra Lovdsz Ldszlé Miklos és Tomon Istvdn adtak helyes megolddst.

2. Feladat (Abért Miklos, Lippner Géabor, Csoka Endre, Terpai Tamés) Legyen G megszam-
lalhatoan végtelen, d-reguléris, 6sszefliged, csucstranzitiv graf. Mutassuk meg, hogy G-ben van
teljes parosités.

Megoldas (Lovasz Laszlo Miklos) Feltehets, hogy G-ben nincs se t6bbszoros él, se hurokél. Ha
van hurokél, a csicstranzitivitds miatt minden csiicson ugyanannyi van, ezért ezeket elhagy-
hatjuk, és kisebb dj-re di-regularis, cstcstranzitiv lesz, és az Osszefiigglség se romolhatott el.
Ha van t6bbszoros €l, akkor ha minden parhuzamos élt eltorliink (tehéat ahol volt valamennyi él
két cstics kozott, ott egy marad), akkor az OsszefiiggGség nem romlik el, és ami eredetileg auto-
morfizmus volt, az marad. Ebbdl az is kévetkezik, hogy - esetleg kisebb da-re - dy -regularis. A
tovabbiakban tehat feltessziik, hogy G egyszerti.

Elgszor belatjuk, hogy minden véges halmaznak a foka legalabb d (egy halmaz fokan a beldle
kimen6 éleket eértjiik, legyen H foka d(H)). Legyen k a legkisebb szam, ami el6fordul véges
halmaz fokaként, és legyen X egy minimalis halmaz, aminek a foka k. (Mivel véges méretii
halmazokat néziink, van ilyen.) Tegyiik fel, hogy van X-ben legalabb két pont, vq, és ve. Ekkor
van egy automorfizmus, ami vi-et ve-be viszi. Legyen X képe Xi, nyilvan ennek is k a foka.
Ekkor X7 N X tehat nemiires (v2 mindkettGben benne van), ezért

d(X NX1) +d(XUXy) <d(X)+d(Xy) = 2k

Mivel X7 U X is véges, a bal oldalon mindkét tag legalabb k, igy csak az lehet, hogy mindketts
egyenld k-val. De ekkor XNX; C X, igy mivel feltettiik, hogy X minimélis k-fokt halmaz, a ketts
egyenld, ez csak ugy lehet, hogy X1 = X (mivel a méretiik egyforma). De ekkor az automorfizmust
megszoritva X-re, annak egy automorfizmusat kapjuk. Mivel tetsz6leges két X-beli vy, vy pontra
igaz, hogy van olyan automorfizmus, ami egymasba viszi Gket, ez azt jelenti, hogy minden X-beli
pontra az X-beli foka ugyanaz, legyen ez a. Ha X mérete [, akkor [ > a+1, mivel egyszert a graf.
Ekkor egy X-beli csics-bol d — a él jon ki. Tehat X foka Gsszesen I(d —a) > (a+1)(d —a) > d.
Itt ez azért legalabb d, mert a = d nem lehet, hiszen ekkor nem jonne ki él X-b6l, nem lenne
osszefiiggs a graf, tehat két pozitiv egész szam osszege d + 1, ekkor a szorzatuk legalabb d (Itt
hasznaljuk ki, hogy a graf osszefliggd).

Belatunk egy lemmat. Vizsgaljuk meg annak a feltételét, hogy ha egy tetsz6leges G véges grafban
a pontok két részre vannak osztva, A és B, mikor van olyan részhalmaza az éleknek, hogy
minden cstcs foka legfeljebb egy, és minden A-beli cstcs foka pontosan egy. Fel fogjuk hasznalni
Tutte tételét arrol, hogy mikor létezik teljes parositas egy (véges) grafban (ez a tétel szerepelt a
tananyagban). A tétel a kovetkezG: akkor és csak akkor létezik teljes parositas egy G = (V, E)



grafban, ha barhogy vessziink egy X C V halmazt, ha nézziik G— X-ben a paratlan komponensek
szamat, ez legfeljebb annyi, mint X mérete. (A tétel implicite kik6ti, hogy minden komponens
paros legyen, ha X-nek az iires halmazt vessziik.) Legyen B mérete b, vegyiink hozza a grathoz
b vagy b+ 1 csucsot, ezek alkossdk a C halmazt, ugy, hogy paros sok csics legyen. Barmely
két C-beli cstucs kozott menjen él, és minden C-beli csticsbol minden B-beli cstcsba menjen él.
Ekkor ebben a b&vebb grafban akkor és csak akkor van teljes parositas, ha eredetileg volt olyan,
amit akartunk. Ugyanis ha az eredetiben volt, akkor amelyik B-beli csiucsnak nem jutott par, azt
kiegészithetjiik egy C-be meng éllel, majd ami kimarad C-ben, azokat is 6sszepérosithatjuk, a
paritas miatt lehetséges lesz. Ha viszont a nagyobb grafban van teljes parositas, akkor egy A-beli
cstcesal szomszédos él az eredeti grafban is benne volt, igy ha csak azokat az éleket vessziik, azok
jok lesznek. Ezutan Tutte tételét alkalmazzuk a bévebb grafra. Vizsgaljuk meg, mi torténhet, ha
elhagyunk egy X halmazt AUBUC-bél. El6szor vegyiik észre, hogy C-t vagy egészében érdemes
belevenni, vagy egyik C-beli csiicsot se. Ugyanis ha van C-bél csiics, ami nincs X-ben, akkor ha
a t0bbi C-beli csticsot is kihagyjuk, csokken az X-beli csiicsok szama, viszont legfeljebb eggyel
csOkkenhet a paratlan komponensek szama (a komponensek nem valtozhatnak, csak az lehet,
hogy az a komponens, amelyikben a C-beli csucsok voltak, paroshol paratlan méretii lesz). Ha
viszont a teljes C benne van X-ben, nézziikk mi torténik, ha kivessziik ¢ket. Két eset van. Az
egyik, hogy volt B-beli csiics, ami nincs benne X-ben. Ekkor az olyan komponensek, amelyekben
szerepelt B-beli csucs, egy komponensé valnak. Ilyenbdl legfeljebb b volt, és (j komponens nem
johetett létre. Ha minden B-beli cstics benne volt X-ben, ekkor amikor kivessziik C-t, 6k egy
kiilon komponenst alkotnak, mas komponensek nem egyesiilnek. Ekkor azonban nem egyesiiltek
komponensek. Tehéat a komponensek szdma mindkét esetben legfeljebb b — 1-el csokkent (lehet
hogy nétt eggyel), viszont X mérete legalabb b-vel csokkent. Tehét csak az olyan X halmazokat
kell nézni, amelyek AUB-nek részhalmazai. Ekkor ha elhagyjuk, akkor a komponensek tigy néznek
ki, hogy van egy, ami tartalmazza az 6sszes megmaradt BUC-beli cstucsot, és esetleg vannak még
A-beli komponensek. Vegyiik észre, hogy az nem lehet, hogy X mérete pontosan eggyel kevesebb,
mint a paratlan komponensek szama, mivel a grafnak 6sszesen paros sok cstucsa van. Ezért elég azt
kikotni, hogy a tisztan A-beli csicsokbol 4ll6 paratlan komponensek szamanal nagyobb-egyenls
legyen az X mérete. Viszont ezzel az eredeti grafra kaptunk egy feltételt. Tehat azt kaptuk,
hogy G1-ben akkor és csak akkor van olyan pérositds, amiben minden A-beli cstcsnak jut él,
ha barhogy hagyunk el a cstcsoknak egy X részhalmazat, a maradék grafnak az olyan paratlan
komponenseinek a szama, amelyekben csak A-beli csticsa van, legfeljebb annyian vannak, mint
X mérete.

Most visszatériink a feladatban szerepls G grathoz. Bebizonyitjuk, hogy barhogy jeldliink ki véges
sok csucsot, legyenek ezek az A halmazban, van olyan részhalmaza az éleknek, hogy ezeknek a
foka pontosan 1. Vegyiik el6szor bele a B halmazba az 6sses A-beli cstics A-n kiviili szomszédjat.
Ellenérizzuk ezt a lemma feltételét az eredeti G grafban az A U B csucsok altal feszitett Gy
részgrafra. Ebben tudjuk, hogy minden pont foka legfeljebb d, és minden halmaznak, ami csak
A-beli csticsokbdl 4ll, a foka legalabb d (mivel minden A-beli cstics minden szomszédjat bevettiik).
Tegyiik fel, hogy van egy X halmaz, ami megsérti a feltételt, legyen a mérete k, és tegyiik fel,
hogy a maradék grafnak Ai, Ao, ..., A1 mind A-beli csicsokbol allé paratlan komponensek.
Szamoljuk meg, hany él megy X és valamelyik A; kozott. Egyrész legalabb (k 4+ 1)d, mivel
minden A;-bdl megy ki legalabb d él, és ezek csak X-be mehetnek. Viszont legfeljebb kd, mivel
minden X-beli csics foka legfeljebb d. Ez ellentmondés. (d = 0 nem lehet, nem lenne a graf
osszefiiggs). Ezzel belattuk, hogy a csucsok egy tetszdleges részhalmazahoz van az éleknek egy
részhalmaza, amelyre minden A-beli csiics foka pontosan egy.

Alkalmazni fogjuk az itélekkalkulus kompaktsagi tételét. Ez a kovetkezs: Ha vannak itéletval-
tozoink, és felettiik egy I' formulahalinaz, akkor és csak akkor lehet minden I'-beli formulét
kielégiteni, ha minden véges részhalmazat ki lehet elégiteni. Vegyiink be minden e élre egy A,
itelétvaltozot, az, hogy ez igaz, annak fog megfelelni, hogy az élt belevessziik az élek részhal-



mazaba. Minden v cstucshoz vegyiik be a kovetkezs formulakat: Ha ey, ..., eq azok az élek, amelyek
illeszkednek v-re, akkor
(A, UA, ULLUA.)

legyen egy formula, és minden ¢ # j élparra vegyiik be, hogy
—(Ae; N Ae,)

(Az els6 akkor teljesiil egy csucsra, ha a foka legalabb egy, a méasodik minden élparra akkor
teljesiil, ha legfeljebb egy.) Tegyiik fel, hogy ezekbdl véges sok adva van. Ekkor csak véges sok
csucs lehet, ami szomszédos valamelyik formulaban szerepld éllel. Ezért ha ezek a csicsok az A
halmazt alkotjak, ha vessziik az el6bb bizonyitott allitas szerint azt az élhalmazt, amire minden
A-beli csucs foka egy, akkor az kielégiti ezt a véges sok formulat. Tehat a kompaktsagi tétel
szerint lehet gy valasztani az itéletvaltozokat, hogy az Osszes formulat kielégitse, vagyis létezik
teljes parositas.

A feladatra Kirdly Csaba, Lovdsz Ldszlo Miklds és Tomon Istvdn adtak helyes megolddst.

3. Feladat (Gyéarfas Andrés) Egy n elemi alaphalmazon legfeljebb hany kiilonb6z6 Ay, ..., A,
részhalmaz adhaté meg tgy, hogy barmely 1 <i < j <k <t esetén A; N A, CA; 7

Megoldas (Tomon Istvan) Legyen H egy n elemi halmaz, és Ay, ... Ay C H el6irt tulajdonsagu
részhalmazok. Ekkor a feltételek alapjan minden x € H-ra és minden i < j-re igaz, hogy ha
x € A;jésx € Ajakkor x € A;, Aiq1, ... Aj. Tehat ha I, jeloli azon indexek halmazét, amelyekre
x € A;, akkor I, minden z esetén egy egész szamokbol 4116 intervallum. Mivel az Aj,... Ay
halmazok paronként kiilonbozsk, ezért minden 1 < ¢ < ¢ — 1 esetén létezik olyan x € H, hogy
x € Ajde x ¢ Ajpq, vagy forditva © ¢ A; de © € A;q1. Az els6 esetben az I, intervallum
végpontja ¢, mig a masodik esetben az I, kezd6pontja ¢ + 1. Rendeljiik hozz4 minden i-hez
(1 <i<t—1) az egyik olyan = € H elemet, amelyre az A; és A;11 halmazok kilonboznek -
ben. Ekkor az el§zéek alapjan minden z-et legfeljebb 2 kiilénb6z6 i-hez rendelhettiink. Ezenkiviil
ha A; nem iires, akkor minden y € Aj-et legfelejbb csak egy i-hez rendelhettiink, illetve ha A,
nem iires, akkor minden z € A;-t is csak legfeljebb egy i-hez rendelhettiink. Mivel ha ¢ > 2 akkor
Aj és A; kozil legalabb az egyik nem iires, igy lesz olyan H-beli elem, amit legfelejbb egy i-hez
rendeltiink. Igy azt kapjuk, hogy az (i,r) szdmpérok szama egyrészt t — 1 (hiszen ennyi i van),
mésrészt legfeljebb 2|H| — 1 (az z-ek szerint leszdmolva). Tehat ¢t — 1 < 2|H| — 1, azaz t < 2n.

Megmutatjuk, hogy ¢t = 2n fennéllhat. Legyen H = {1,2,...,n}, és 1 < j < n esetén legyen
A ={1,2,...,5},ésn+1 < j <2n—1esetén legyen 4; = {j+1—n,7+2—n,...,n},
és Ao, = 0. Ez 2n darab paronként kiilonboz6 halmaz, amelyek konnyen lathatoan kielégitik a
feltételeket.

A feladatra Kirdly Csaba, Kutas Péter, Lovdsz Ldszlé Miklds és Tomon Istvdn adtak helyes
megolddst.

4. Feladat (Ko6s Géza) Bizonyitsuk be, hogy han > 2 és Iy, Io, ..., I, {6idedlok egy egységelemes,
kommutativ gydriiben gy, hogy barmely nemiires H C {1,2,...,n} esetén »_ I is f6ideal,

heH
akkor
LIsly... I, +11Igly... I+ -+ 1L1s... 1,1

szintén féideal.

Megoldas (a kitiiz6 megoldasa alapjan).



Lemma. Ha A, B és A+ B mindegyike f6ideal, akkor AN B is fgidedl, és (A+B)-(ANB) = AB.
(Avagy, ha két elemnek létezik legnagyobb kozos osztoja és az el6all linedris kombinacioként,
akkor létezik legkisebb kozos tobbszordsiik is, tovabbé a legnagyobb kozos osztd és a legkisebb
kozos t6bbszoros szorzata megegyezik a két eredeti elem szorzataval.)

Bizonyitas.

Legyen A = 1a, B = 1b és A + B = 1d. Ekkor léteznek olyan u,v,p, q gytriielemek, amikre
d = au+bv, a = pd és b = gd. Megmutatjuk, hogy AN B = 1pqd.

Mivel 1pgd C 1pd = 1a = A és 1pqd C 1qd = 1b = B, teljesiil, hogy 1pgd C AN B.

A forditott tartalmazés bizonyitasdhoz legyen w € ANB egy tetszéleges elem; azt kell igazolnunk,
hogy w € 1pqd. Legyen s, illetve ¢ olyan gytiriielem, amire w = as = bt. Ekkor

pds = as =w = bt = qdt, és
w = pds = p(au + bv)s = pu - as + pvs - b = pu - qdt + pvs - gd = pqd - (tu + vs) € 1pqd.
Tehat az is igaz, hogy AN B C 1pqd, vagyis valéban AN B = 1pqd.

Végiil,
(A+B)-(ANB)=1d-1pgd = 1pd - 1qd = A- B. O

A feladat megolddsa. Legyen tetsz6leges Ji, Ja, ..., Ji idedlokra
S(Jl,...,Jk) =JodJsJy. .. Sy + 1 dsdy. . T+ ...+ Tido T

Azt kell igazolnunk, hogy S(I1, I, ..., I,,) f6ideal.
Az allitast indukcidval bizonyitjuk. n = 2-re az allitas trivialis. Legyen most n > 3, tegyiik fel,
hogy kisebb n-ekre az 4llitas igaz, és legyen

F=L+1, és M:5(11713714,...7171)ﬂS(IQ,Ig,I4,...,In).

A feltételek szerint F' f6idedl. Ezen kiviil bebizonyitjuk a kdvetkezdket:

(1) M fsideal,

(2) S(I1, Is,...,I,) = FM.
Az indukcios feltevés szerint S(Iy, I3, Iy,...,I,) és S(la, I3, 1y, ..., I,) is f6idedl; az (1) iga-
zoldsdhoz a Lemma alapjan elég megmutatnunk, hogy az Gsszegiik is f6ideal.

S(IlaI3aI47 o 7In) + S<127I37I47 .. 7ITL) -
= (Il S(Ig,,[n)—FIngIn) + (IQ'S(Ig,...,]n)—|—I3I4...In) =
= (Il—FIQ)S(Ig,,In)—I—I:ngIn:
=F-S(s,....I,)+ Isly... I, = S(F, I3, 14, ..., 1I).
Az F =11 + I, Is,..., I, sorozatra is teljesiil, hogy barmely nemiires részhalmazanak Osszege

féideal. Az indukcios felteves szerint tehat S(F, I3, Iy, ..., I,) f6idedl. Ezzel az (1) &llitast iga-
zoltuk.

Mivel I3l ... I, szerepel az S(I1, I3, Iy, ..., I,)-et és S(Ia, I3, 14, ..., I,)-et definialé Gsszegekben,

Lisly...I, CI- (S<117[37I47---;[n) NS(Ia, 13,1y, ... ,In)) C
C (Il —|—IQ) . (5(117[37147---;171) ﬁS(IQ,Ig,Ll,...,In)) =FM.

és hasonléan IoIsly... I, C FM.



A Lemma alapjan (I + Iz) - (I1 N Iz) = 1115, ezért tetszéleges 3 < iy < ig < ... < ip_3 < n
esetén

11[212‘111'2 . Iin73 c Lil- 5(13,14, - ,In) =
=i+ 1) (hNL) Ss Ly, ..., In)) C

(I + 1) - ((I1  S(I3, Iy, ., 1)) O (I - S(13,14,...,In))> c
C(Ii+I)- (S, Is, Iu, ..., In) N S(Ia, I3, Iy, . .., 1)) = F M.

Ezzel igazoltuk, hogy az Iolsly ... Iy, 1131y ... I, ..., I1 15 ... 1,1 idedlok mind részei F'M-nek,
tehat
S, 1oy ..., In) =113y ... Iy + L I3ly ... Ip+---+ 11Iy... 1,1 C FM.

A forditott iranya tartalmazas is teljesiil, mert
FM = (5(11,13,14, cen ,In) N 5(12,13,14, R ,In)) . (Il —1—12) C

C S(I27137I47... ,In) ~Il —l—S(Il,Ig,Ll,... ,In) 'IQ C S(Il,fg,... ,In)

Tehat S(I1,Ia,...,I,) = FM, ezzel (2)-t is igazoltuk és S(Iy,Ia,...,I,) = FM-et felirtuk két
f6ideal szorzataként.

A feladatra Lovdsz Ldszlo Miklés adott helyes megolddst. Tomon Istvdn megolddsa hidnyos.

5. Feladat (Solymosi Jozsef) Adottak a sikon a vy,...,v, és wy,...,w, vektorok a kovetkezs
tulajdonsagokkal: minden 1 < i < n-re |v; — w;| < 1, valamint minden 1 < ¢ < j < n esetén
lv; —vj| > 3 és v; —w; # vj —wj. Igazoljuk, hogy a V = {vi,...,v,} és W = {wy,...,wp}
halmazokra a V + (V U W) osszeghalmaz elemszama legalabb cn®/? valamely univerzalis ¢ > 0
konstansra.

Megoldas (Lovasz Laszlo Miklos) Készitsiink el egy n x n-es tablazatot, az i-edik sor j-edik
eleme legyen a v; +v; vektor. Minden Gsszeghez nézziik meg, hanyszor fordul el6. (Ha egy dsszeg
felirhaté v; + v; alakban, ahol i # j, akkor persze legalabb kétszer szerepel.) Szinezziik ki a
mezdéket pirossal és kékkel: egy mez6 legyen piros, ha a benne szerepls 6sszeg el6fordul legaldbb
/n-szer az egész tablazatban, kiilonben legyen kék. Két eset van: vagy van olyan sor, amiben
legalabb a mezdk fele piros, vagy nincs. Ha nincs, akkor minden sorban van legalabb n/2 kék
mez6, ez Osszesen legalabb n?/2 kék mez6. Mivel minden Gsszeg, ami valamelyik kék mez6hoz
tartozik, legfeljebb \/n-szer fordul el6, ez dsszesen legalabb 1/2n/n kiilonb6z6 6sszeg, ami V4V -
ben van.

Legyen minden i-re u; = w; — v;. A feltételek szerint u; # u;, ha i # j, és |u;| < 1.

Tegyiik fel akkor, hogy van olyan sor, amiben van n/2 piros mez6. Legyen ez az i-edik sor. Ha
két kiilonboz6 elemét vessziik, v; + vj, és v; + vy, ezek tavolsaga |v; — vg| > 3. Tehat ez t > n/2
darab kiilonboz6 0sszeg, legyenek ezek S1, S, ..., S;. Ha S; € V +V el6all v; + vy, alakban, akkor
Si+up = v +vptup =v+wp € V+W. Legyen H = {Sj +ug|3l S; = v+ v }. Ekkor tehat H
minden eleme benne van V + W-ben. Minden Sj-hez legalabb \/n kiilonb6z6 elemet tettiink be
H-ba, mivel egy S; szerepel legalabb /n-szer a tablazatban, tehat van legalabb /n olyan k, hogy
létezik [, amire v; +vi, = ;. (Itt kihasznaljuk, hogy egy oszlopban vagy sorban legfeljebb egyszer
szerepelhet egy Osszeg, mivel a v;-k kiilonbozdek.) Mivel az u;-k kiilonbozsk, egy Sj-hez csupa
kiilonboz6 elemet tettiink be, legalabb /n-et. Mar csak azt kell ellenérizni, hogy kiilonbozs
Sj, Sm-hez definialt elemek nem eshetnek egybe. Ez azért van, mert ekkor |S; — S| > 3, de
mindkett6hoz legfeljebb egy hosszu vektort adtunk hozza, igy a tavolsiguk még mindig legaldbb
egy lesz. Tehat |H| > 1/2n+/n.



Azt kaptuk, hogy vagy V+V | vagy V +W elemszama legalabb 1/2n+/n. Mivel mindkett6 benne
van V + (VU W)-ban, V 4+ (V U W) elemszama mindenképp legalabb 1/2n+/n.

A feladatra Lovdsz Ldszlé Miklds és Tomon Istvdn adtak helyes megolddst.

6. Feladat (Buczolich Zoltan) Létezik-e olyan f : R? — R folytonos fiiggvény, melyre minden
d € R esetén g, q4(x) = f(x, mx + d) szigortan monoton né R-en, ha m > 0, és egyetlen nem
iires nyilt intervallumon sem monoton, ha m < 07

Megoldas (Lovéasz Laszlo Miklos) Létezik ilyen fliggvény. Elgszor konstrualunk egy ¢ szig-
ortian monoton novd, folytonos fiiggvényt R-en, amelynek derivaltja A-majdnem-mindenhol nulla
(nem lesz mindenhol differencialhato6). A konstrukcio a kovetkezs: El6szor [0, 1]-re csinaljuk. Ezt
mértékelméleti modszerekkel konstrudljuk. Konstrudlunk egy p mértéket, ami szingularis A-ra
nézve, minden pont mértéke nulla, és minden nemiires belsejd intervallumnak pozitiv a mértéke.
Elgszor vegyilik a Cantor-halmazt. Ezen tudunk egy szinguléris po mértéket definidlni. Ugyanis
létezik egy megfeleltetés a [0, 1]-nek olyan pontjai kozott, amelyek nem diadikus tortek (tehat
egyértelmd a kettes szamrendszerben a felirdsa). Egy szamnak feleltessiik meg azt a szamot, amit
ugy kapunk, hogy vessziik kettes szamrendszerben a kettedestortalakjat (ebben tehat végtelen
sok 1-es és 0-s is van), ebben minden 1l-est kicserélink 2-re, majd harmas szamrendszerben
olvassuk le. Ekkor a Cantor-halmaz egy részhalmazanak feleltessiik meg a képének a mértékét.
(Ez igazabol a Cantor-fiiggvényhez tartozo Lebesgue-Stieltes mérték.) Ez szingularis, folytonos,
de nem lesz minden nemiires belsejd intervallum mértéke pozitiv. Végtelen sok p, szingularis,
folytonos mértéket fogunk 6sszeadni, tgy, hogy p, minden halmazon legfeljebb (1/2)" lesz (ez
ekvivalens azzal, hogy 1, ([0,1]) < (1/2)". Ekkor az dsszeg is korlatos mérték lesz, és minden
halmaz mértéke egyre né, ahogy egyre tébbet adunk 6ssze, de egy pont mértéke végig nulla lesz,
tehat az Osszeg is folytonos lesz. A pn-et a kovetkezSképpen konstruédljuk. Az eredeti po-t meg
tudjuk feleltetni egy mértéknek ami [0, (1/3)"]-en van, és akkor barmilyen ilyen hosszt intervallu-
mon. Vegyiik ezeket tehat minden [3%, k?j;l] intervallumon, ahol 0 < k < 3" egész. Ez szingularis
lesz, de a maximuma nem lesz (1/2)", ugyhogy osszuk le megfelelen nagy pozitiv szammal, hogy
ez is teljesiiljon. Ekkor p,-re igaz, hogy ,un([%, %]) > 0. Igy ha ezeket dsszeadjuk, arra is igaz
lesz, mivel mindegyik nemnegativ. Legyen tehat p az Osszeg, lattuk hogy minden pont mértéke
nulla, és megszamlalhato sok szingularis mértéket adtunk Gssze, tehat az Osszeg is szingularis.
Legyen a < b, és nézziik [a, b] mértékét (a szélét mindegy, hogy bevessziik-e). Mivel elég nagy n-re
létezik k, hogy [3%, k:;tll] benne van, ez pozitiv lesz. Most ha f(z) = u([0,z]), akkor f szigortan
monoton novs, folytonos, és f/ = 0 majdnem mindeniitt (szerepelt a tananyagban, hogy f' =0
majdnem mindeniitt ekvivalens azzal, hogy a mérték szingularis). Tehat van ilyen fiiggvényiink
[0, 1]-en. Ekkor van ilyen fliggvényiink minden egész n-re [n,n + 1]-en, és mivel konstans hoz-
zéadéasa nem véltoztat a tulajdonsigéin, ezeket Osszeilleszthetjiik. Legyen tehat g : R — R ilyen
figgvény.

A kovetkez6 tétel szerepelt a tananyagban: Ha a < b valos szamok, és f : [a,b] — R monoton
nove, akkor f A-majdnem-mindeniitt differencialhato, ez az f’ A-integralhato, és az integralja

b
/ Fldx < F(b) - f(a)

Tovabba itt akkor és csak akkor van egyenl@ség, ha f abszolut folytonos.
Vizsgaljuk g-t. Azt latjuk be, hogy tetszdleges [a,b],a < b intervallumban és tetsz6leges K > 0-
hoz léteznek olyan c¢; < co pontok, hogy % > K. Ha ugyanis nem, akkor g, az |a,b]

intervallumon Lipschitz lenne, tehat abszolat folytonos lenne. Viszont ez ekvivalens azzal, hogy
b
| =10t
a
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Itt a bal oldal biztosan nulla, hiszen majdnem mindeniitt nulla, de ez ellentmondés, mert f
szigortian monoton noéve.

Legyen f(z,y) = z+ g(y). Ekkor ha m > 0, akkor f(z,mx+d) = z+ g(mx +d), itt = szigortan
monoton néves, g(max—+d) konstans, ha m = 0, szigorian monoton névé, ha m > 0. Mindenképpen
az Osszeg szigorian monoton névs. Legyen m < 0, és nézziik a h(z) = hy, 4(z) = = + g(mz + d)
fiiggvenyt. Tegyiik fel, hogy egy [a, b],a < b intervallumon monoton (a feladatban nyilt nemiires
intervallum szerepel, de ez mindegy, nézhetjitk a nemiires belsejii zért intervallumokat). Két eset
van: monoton névs, vagy monoton csokkens. g-t az [mb+ d, ma + d] intervallumon kell vizsgéalni
(mivel a < bym < 0 — mb < ma — mb+ d < ma + d). Van olyan ¢ € (mb + d, ma + d)-ben
(majdnem minden pont ilyen), ahol ¢’(c¢) = 0. Mivel mx + d lineéris, nyilvan van (egyetlen)
z € (a,b), hogy mx + d = c. Ekkor h/(z) = 1+ ¢'(ma + d)m = 1. Ekkor h nem lehet monoton
csokkend [a, b]-n, tehat monoton névé. Azonban legyen K = —1/m, K tehat pozitiv. Van tehat
olyan mb+d < ¢; < cog < ma +d, hogy

g(c2) — g(e)
Cy — C1

> K < g(c2) —g(e1) > K(ea — 1)

Mivel mz+d linearis, és m negativ, léteznek egyértelmien 1 < x2, hogy mzi1+d = co, mza+d =
c1. Ekkor

h(z2)—h(x1) = zo—z1+g(mae+d)—g(ma1+d) = zo—x1+g(c1)—g(c2) < xa—x1+K(c1—c2) =

=x9—x1+1/m(ca—c1)=wzg—x1+21 —22=0

Tehat h(z2) — h(x1) < 0, vagyis h nem is monoton névs. Ez ellentmondas, vagyis h semmilyen
intervallumon se monoton. Tehat az f(x,y) = = + g(y) fiiggvény valoban jo lesz.

A feladatra Lovdsz Ldszlé Miklds adott helyes megolddst.

7. Feladat (Buczolich Zoltan, Julien Brémont) Van-e olyan a,, > 0, £>-beli sorozat, melyre

D) =

n>1  k>1

Megoldas (Buczolich Zoltan megoldasa alapjan). Van ilyen sorozat. Minden M € N esetén
véalasszuk ki kiilénboz6 primek egy Par = {pjar : j = 1,..., Iy} halmazat. Kiilénb6z6 M-ekre

1
legyenek ezek a halamzok diszjunktak. Tovabbé, kihaszndalva, hogy Z — = oo ugy valasztjuk

p prim
a Ppr-eket, hogy
Y 1
> — > VaM (10)
‘o1 PiM
Ezutan valasszuk mps-et ugy, hogy
(mar — 1)1
My
Legyen Ny = {p‘f}M . p?]ij”M 1 <a; <mu, j=1,...,1p}, és

a; .
N}, = {p(ll,lM . -plth 1<a;<my—1, j=1,...,lpu}

Az Nj; halmazok kiilonb6z6 M-ekre diszjunktak, és # Ny, = ml]\%, és #N); = (mpr — 1),



Ha n € Nys akkor legyen a, = . Ha pedig n € Up; Ny, akkor legyen a,, = 0.

1
s
M\/mM

Ekkor konnyen lathato, hogy (a,) € £s.

Tovabba
PIOIESE 2y Y o>
n>1 k>1 M= lneN]’W k>1
[e'e) . Iy 1
S SID DL TEED Sl piSE) ELSS

M=1neN}, kP M=1neny, MMy 5= PiM

(kihasznalva (10)-et és aztan (11)-et)

2 — ) &
DD DRI ST S SN

M=1nenN, "M  M=1 myy M=1

A feladatra nem sziiletett helyes megoldds.

8. Feladat (Halasz Géabor, Lempert Laszl6) Legyen D C R? véges Lebesgue mértéki, sszefiiggs
nyilt halmaz, és u : D — R harmonikus fiiggvény. Mutassuk meg, hogy vagy u konstans, vagy
pedig majdnem minden p € D -re az

f'(t) = (grad w)(f(t)), [f(0)=p
kezdetiérték-problémanak nincsen (mindeniitt differencialhato) f : [0,00) — D megoldasa.

Megoldas (a kittiz6k megoldasa alapjan). A feladatot altalanosabban R™-ben oldjuk meg. Elére-
bocsajtjuk, hogy a differencidlegyenlet jobboldala lokalisan Lipschitz 1évén, ha a fenti kezdeti
érték problémanak (roviden: k.é.p. -nek) van megoldasa egy [0,7] intervallumon, akkor az a
megoldas egyértelmii. A tovabbiakban a fenti k.é.p. -re (K) -ként hivatkozunk. Legyen D, azon
p € D pontok halmaza, amikre (K) -nak van z : [0,00) — D megoldasa.

1. Lemma. D, mérhetd.

Bizonyitas. Azt latjuk be, hogy tetszéleges 1" -re azon p € D pontok Dr halmaza, amelyekre
(K)-nak van z : [0,7] — D megoldasa, nos ez a Dr halmaz mérhet§ (valojaban nyilt is). Ha
K C D kompakt, valasszunk egy £ : R™ — R" sima vektormezGt, ami megegyezik grad v -val K
-n, és 0 D egy kompakt részén kiviil. Mivel £ tartéja kompakt, a

dy/dt =&(y),  y(0) =p
k.é.p. -nek tetszéleges p € R™ -re van y = y, : [0,00) — R"™ megoldésa, és az
R"™ x [0,00) 2 (p,t) — yp(t) € R"

leképezés folytonos. Nyilvin D7 azon p pontokbdl all, amikre valamely kompakt K C D -vel
Yp[0,T] C K. Ez utobbi halmaz pedig K1 = (;{p : yp[0,T] C G;}—ahol G; a K egy nyilt
kérnyezetbazisa—, vagyis nyilt halmazok megszamlalhaté metszete. Valasztva D -beli kompakt
halmazoknak egy K’ megszamlalhato bazisat, kapjuk, hogy

Dr =Kk %@1%:5%
) T=1
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is mérhets. O

Mivel a grad u vektormezs divergencidja = Au = 0, azért a lokalis folyama mértéktarto; ez
a lokalis folyam Do, -t dnmagiba képezi, és igy megszoritasa Do -en mértéktartd és injektiv
transzforméciok egy ¢g; : Doo — Do csaladjat adja, 0 <t < oo.

du(gi(p))/dt = (grad u(g:(p)), dgt(P)) = |grad U(Qt(P)|2 (12)

miatt « monoton né a trajektoridk mentén.

Ha a feladat allitdsa nem lenne igaz, akkor grad u # 0 m.m. és pu(Ds) > 0. Valasszuk ki Do
-nek egy olyan ¢ Lebesgue—stirtiségi pontjat, ahol grad u nem 0, és tekintsiik az E = {p € Do :
u(p) > u(q)} halmazt. Az implicit fiiggvény tétel szerint {¢ € D : u(q’) = u(q)} egy sima
hiperfeliilet lesz ¢ egy kornyezetében, amiért is u(E) > 0 (méasképpen ¢ nem lehetne stirtiségi
pont). Mivel u névekszik a trajektoridk mentén, g1 (E) C E. S6t, (12) szerint a névekedés szigorii
q egy kornyezetében. Kovetkezésképpen ¢ kiils6 pontja g1 (E) -nek, tehat u(g1(E)) < u(E). Ez
azonban ellentmond annak, hogy ¢ injektiv és mértéktarto.

A feladatra Lovdsz Ldszlo Miklos adott lényegében helyes megolddst, apré hibdval.

9. Feladat (Sziics Andras) Minden M m-dimenzids, zart C° sokasdghoz rendeljiink hozza egy
G(M), 2m-dimenziés, zart C™ sokasagot a kovetkezSképpen. Agyazzuk be M-et valamilyen RY
euklideszi térbe. Jelolje RP? a ¢-dimenzios valds projektiv teret. A G(M) C M x RPY sokasag az
olyan (x,e) parokbol all, amelyekre 2 € M C RY, és az e C RI*T! = R? x R egydimenzio6s linearis
altér benne van a T, M C R? C R? x R érintétér és a (0,...,0,1) € R vektor altal kifeszitett
(m+1)-dimenzios linearis altérben. Bizonyitsuk be, hogy ha N egy n-dimenzios zart C*° sokasag,
akkor P = G(M xN) és Q = G(M)xG(N) kobordansak, azaz létezik egy (2m-+2n+1)-dimenzios
kompakt, peremes C'* sokasag, amelynek pereme P és () diszjunkt unidja.

Megoldas (A kittiz6 megoldasa alapjan). Emlékeztets: Két zart C°° n-dimenzios sokasag kobor-

déans, ha létezik egy (n + 1)-dimenzidés kompakt peremes sokasig, melynek pereme a két n-

dimenziés sokasdg diszjunkt unidja. Ez egy ekvivalencia relaciot definidl az n dimenzids zart

sokasagok halmazan. Az ekvivalenciat ~ fogja jeldlni. Az ekvivalencia osztalyok IV, halmazat n-

dimenzioés kobordizmuscsoportnak nevezziik. Az 6sszeadast a sokasagok diszjunkt unidja definialja.
Az N, csoportok direkt Osszegén a sokasigok szorzdsa definial egy szorzést, ez lesz a kobordizmus

gydrd.

A bizonyitasban tekintett minden sokasag zart C*° sokaség lesz, és minden diffeomorfizmus C'™°

lesz, ezt a tovabbiakban nem {rjuk ki.

2. Lemma. G(M) koborddns M? -tel.

A Lemmébol nyilvanval6 a feladat allitdsa, ugyanis: G(M x N) ~ (M x N)? = M? x N% ~
G(M) x G(N).

A Lemma bizonyitdsa. A definicié alapjan G(M) = P(TM @ E'), ahol E! az M x R trivialis
nyaldb, és P a projektivizalast jeloli (a feladat szovege szerinti értelemben, tehdt a szokdsos
idealis pontok hozzavételével). Ekkor van egy P(TM @ E') — M fibralas, RP™ fibrumokkal.

A lemma bizonyitasa egy egyszerti geometriai konstrukcioval torténik. Tekintsiik az M? x [—1,1]
peremes sokasagot. Ezen tekintsiik a kovetkez6 T' involuciot: (x,y,t) — (y,x, —t). Ennek fixpon-
thalmaza {(x,z,0) | x € M}, ami diffeomorf az M sokasaggal. Tekintsiik a fixponthalmaznak
egy kis T-invarians csdszerti nyilt U kornyezetét, amelynek hatéara diffeomorf az S(TM @ E')
gémbfelszinnyalabbal. Ekkor M?2 x [—1,1]\U egy T-invarians peremes sokasag, amelynek pereme
[M? x {—1,1}]JUOU. Ezt a peremes sokasagot faktorizalva a T hatésa szerint, kapunk egy kobor-
dizmust M? és P(TM @ E') kozott.
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A feladatra nem sziiletett helyes megoldds.

10. Feladat (Major Péter, Elekes Mérton) Tekintsiik a {0, 1} teret a szorzattopolégidval (ahol
{0,1} diszkrét tér). Legyen T : {0, 1} — {0,1}" a bal-eltolas, azaz (Tz)(n) = x(n + 1) minden
n € N-re. Megadhaté-e véges sok Borel-halmaz: By, ..., B, C {0,1}" agy, hogy a

{T'(B)) |1 €N,1<j <m}
halmazrendszer altal generalt o-algebra egybeesik a Borel-halmazok rendszerével?

Megoldas (Elekes Marton megoldasa alapjan) Nem adhatok meg ilyen B; halmazok. Ezt indi-
rekt bizonyitjuk.

Ismert (pl. Laczkovich: Valos fiiggvénytan), hogy {0,1} egy teljes metrikus tér, igy érvényes
benne a Kategoria-tétel, valamint, hogy a tér szeparabilis is. (Valojaban homeomorf a Cantor-
halmazzal, de ezt nem hasznéaljuk.) Emlékeztetdiil, egy halmaz elss kategoriaju, ha el6all megszam-

M nyilvan zart a részhalmazképzésre és a megszamlalhaté unidra.
1. Lemma B € M = T(B) € M.

Bizonyitas. Kénnyen latszik abbol, hogy {0, 1} = {z € {0, 1}V | 2(0) = 0}u{z € {0,1}"V | 2(0) =
1} alakba frhato, és T mindkét részen homeomorfizmus. [

2. Lemma B ¢ M, B Borel = 3N e NVi > N {0,1}N\ T%(B) € M.

Bizonyitas. Ismert (pl. Laczkovich: Valos fiiggvénytan), hogy ha egy teljes szeparabilis metrikus
hijan tartalmaz. Itt nyilvin mondhatunk bézisnyiltat is, hiszen M lefelé zart.

Tehat U\ B € M valamely U bazisnyiltra. A szorzattopologia definici6ja alapjan legyen U = {x €
{0, 13N | 2(0) = dg,...,x(m) = i, } alaka, valamely g, . . .4, € {0,1} szamokra. Ekkor konnyd
latni, hogy T%(U) = {0, 1} minden i > m + 1-re. De ekkor {0, 1} \ T%(B) = T/(U) \ TY(B) C
THU \ B) € M minden i > m + l-re, igy N :=m + 1 megfelel. 0

Bj € M esetén az 1. Lemma ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy T°(B;) € M minden i-re.
Bj ¢ M esetén pedig a. 2. Lemma alapjan {0, 1}N\T%(B;) € M véges sok i-re kivételével. A hdrom
tipusit halmazt harom csoportba gyiijtve adédik, hogy {T%(B;) | i € N,1<j<n}=CUDUE
alakba irhaté, ahol € és D megszamlalhaté, & véges, VC € C esetén C' € M, és VD € D esetén
{0,1}\ D e M.

Legyen X = Ugece C'UUpep {0,131\ D. Ekkor X € M. Legyen Y = {0,1}N\ X. A Kategoria-
latni, hogy az {ANY | A € CUDUE} halmazrendszer dltal generalt o-algebra tartalmazza {y}-t
minden y € Y-ra. De ez a o-algebra véges, mivel ANY = () minden A € C-ra, ANY =Y minden
A € D-ra, € véges, és egy véges halmazrendszer véges o-algebrat general. Ellentmondés.

A feladatra nem sziiletett helyes megoldds.

11. Feladat (Székely Gabor)Az X és Y valos értéki véletlen valtozok maximélkorrelacioja
az f(X) és g(Y) valtozok korrelaciojanak szuprémuma az olyan f és g Borel mérhets, R — R
fiiggvényeken, amelyekre f(X) és g(Y') véges szorasi. Legyen U a [0, 27] intervallumon egyenletes
eloszlasn valoszintiségi valtozo, valamint n és m pozitiv egészek. Szamitsuk ki sin(n U) és sin(m U)
maximaélkorrelaciéjat.
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Megoldas (Lovasz Laszlo Miklos) Minden n-re 1étezik olyan f, Borel-mérhetd fiiggvény, hogy
fu(sin(a)) = |sin(na)|. Ugyanis létezik az U,_1 Chebysev polinom, ami n — 1-ed fokd, csupa
azonos paritést tag van benne, és sin(na) = sin(a)U,—1(cos(a)). Legyen f,(z) = |zUp—1(V1 — 2?)|,
ha —1 < x < 1, egyébként barmi, hogy Borel-mérhets legyen. (Ez lehetséges, mert [—1, 1]-en
folytonos, {gy akar ugy is valaszthatd, hogy az egész R-en folytonos legyen.) Ekkor f,(sin(a)) =
|sin(a)] - |Up—1(] cos(a)|)|. Mivel Up,_1-ben csupa azonos paritési tag van, a fiiggvény maga vagy
péros, vagy paratlan, igy |U,—1(|z|)| = |Un—1(x)|. Ebb6l f,,(sin(a)) = |sin(a)Up—1(| cos(a)|)| =
| sin(a)Up—1(cos(a))| = | sin(na)|.

Ekkor ha nézziik f,(sin(nU)) és fn(sin(mU))-t, mindketts |sin(mnU)|-val egyenls. Mivel m,n
pozitiv egészek, mnU egy egyenletes eloszlasu [0, 2rmn]-en. Ekkor |sin(mnU)| nemnulla szorést,
de véges szorastu, mivel az abszolut értéke mindenhol legfeljebb egy. Azt kaptuk, hogy ha X =
sin(nU),Y = sin(mU), akkor léteznek olyan f, g Borel mérhetd fiiggvények, amelyekre f(X) =
g(Y), és mindketts véges nemnulla szorasa. De ekkor ezek korrelacioja is egy, és mivel minden
korrelacio legfeljebb egy, ezért a maximalkorrelaciojuk egy.

A feladatra Lovdsz Ldszlé Miklds adott helyes megolddst.
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