JELENTES A 2009. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKATI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2009. oktober 30. és november 9. kozott rendezte meg
a 2009. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kézépiskolai tanulok,
egyetemi és fgiskolai hallgatok, valamint 2009-ben egyetemet vagy fGiskolat végzettek vehettek
részt.

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat a verseny megrendezésére a kdvetkezs bizottsagot
kérte fel: Gyéry Kalman (elndk), Figula Agota és Kovacs Tiinde (titkarok), Bérczes Attila,
Bodi Béla, Bodi Viktor, Dardczy Zoltan, Fazekas Istvan, Gaal Istvan, Gilanyi Attila, Hajdu
Lajos, Kormos Janos, Kozma Léaszl6, Losonczi Léaszlo, Lovas Rezs6, Major Péter, Maksa
Gyula, Molnar Lajos, Nagy Péter, Pales Zsolt, Pap Gyula, Pethé Attila, Pintér Akos, Szaz
Arpad, Székelyhidi Laszlo, Szilasi Jozsef, Sztrik Janos, Tamassy Lajos, Tengely Szabolcs,
Terdik Gyorgy, Tran Quoc Binh.

A versenybizottsag 12 feladatot tdzott ki. A feladatokat sorrendben Gyérfas Andras,
Gy6ry Kalméan, Ruzsa Imre, Pintér Akos és Volker Ziegler, Bodi Béla, Figula Agota, Muzsnay
Zoltan és Nagy Péter Tibor, Elekes Marton, Pales Zsolt, Szilasi Jozsef és Tamaéassy Lajos,
Molnar Lajos, Székely Gabor és Moéri Tamés bocséatotta a bizottség rendelkezésére.

A versenyre 20 versenyz6 98 megoldast nyujtott be, melyek koziil 84 volt hibatlan. Ezek
értékelése utdn a versenybizottsig a kovetkez6 dontést hozta:

1. dijban részesiil Strenner Balazs, az ELTE 5. éves matematikus hallgatéja;
1. dijban részesiil Lovasz Laszlé Miklés, az ELTE 2. éves matematika BSc hallgatdja;

II1. dijban részesiilnek Horvath Marton, Hubai Tamas és Racz Béla, az ELTE 2009-
ben végzett matematikus hallgatoi;

Dicséretben részesiil Nagy Csaba az ELTE 3. éves matematika BSc hallgatéja.

Indoklas:

Strenner Baldzs mind a 12 feladatra nyujtott be megoldast; az 1., 2., 3., 4., 5., 6., 7., 8.,
9. és 11. feladatokra adott megoldésa teljes, a 12. feladatra adott megoldasa kissé hidnyos, a
10. feladat megoldasa sordn nem jutott lényeges eredményre.

Lovdsz Ldszlo Miklos a 7., 10. és a 12. feladatok kivételével minden feladatot megoldott.
Kiemelked6 a 9. feladatra adott megoldésa.

Horvdth Mdrton megoldotta az 1., 2., 3., 6., 7., 8. és 9. feladatokat. Kiemelkedd a 3.
feladatra adott megoldasa.

Hubai Tamds megoldotta az 1., 2., 6., 8., 9. és 11. feladatokat, kissé hidnyosan oldotta
meg a 12. feladatot, részeredményt ért el a 3. feladatban és az 5. feladat megoldasa soran
nem jutott lényeges eredményre.



Rdcz Béla megoldotta az 1., 2., 4., 5., 6., 9. és 11. feladatokat, a 8. feladatra adott
megoldasa kissé hidnyos.

Nagy Csaba megoldotta az 1., 2., 6., 8. és 9. feladatokat.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat (Gyarfas Andras) Egy kartyapakli minden kartyajan a szabélyos 17-sz0g lathato
oldalaival és atloival egyiitt, csiicsai 1-t6l 17-ig vannak szdmozva. Minden kirtyan az Osszes
szakasz (oldalak és atlok) az 1,2,...,105 szinek valamelyikével van kiszinezve tgy, hogy a kovet-
kez6 tulajdonsag teljesiil: a 17-sz6g barmely 15 cstuicsa kozotti 105 szakasz csupa kiilonb6z6
szinnel van szinezve a pakli legalabb egy kartydjan. Minimum hany kartya kell a pakliba?

Megoldas: (Gyarfas Andras)

Nevezziik a cstucsok egy 15 pontii részhalmazat egy kiartyan tarkanak, ha minden szakaszanak

kiilonbo6z6 a szine. A kérdés az, hogy minimum hény kértya kell ahhoz, hogy barmely 15 csics
17

)
2/,

tarka részhalmaz legyen legalabb egy kirtydn. A véilasz 34 =
A bizonyitas két részbdl all.
A. 34 kartya elég:
Ehhez azt hasznaljuk, hogy a 17 pontu teljes graf élhalmazat 34 négy hosszu korre lehet parti-
cionélni. (A szabdlyos 17-sz0g forgasszimmetrikus megoldéast kinal: 1,2,10,8,1 és 3,6,12,8,3
korok nyolc élén a 17-sz6g cstucsai kozt fellépd nyole tavolsdg mindegyike megjelenik. Ezért a
korpar forgatésai a kivant particiot adjak.) Ha megvan a fenti particio, akkor az i. kor igy
definiélja az i. kartya szinezését (i = 1,2,---34): a C; = {a;, b, ¢;, d;} kor éleit 1-es szinnel
szinezziik. Legyen X; = {1,2,--- ,17}\Cj. Az a;-bdl és ¢;-b6l X;-hez mend 13 — 13 szakaszt
2,-+-,14 szinekkel, b;-bdl és di-b6l X;-hez mend 13 — 13 szakaszt 15, ..., 27 szinekkel, végiil
X;-n beliili szakaszokat 28, ---,105 szinekkel szinezziik. Az a;c;, b;d; szakaszok szine barmi
lehet (a 105 szinbdl). Ez a szinezés megfelel!

17
B. 34-nél kevesebb kartya nem elég. Ez - mivel 34 = (%) - adodik a kovetkezs allitasbol :
barmely kartyan legfeljebb négy tarka részhalmaz lehet.

Allitas bizonyitasa: Egy kartyan nevezziink egy szakaszt egyedinek, ha szine nem ismétls-
dik a kartyan. Kézenfekvé modon adodik, hogy az egyedi szakaszok szama legalabb (125) —
((127) — (125)) > (122), ezért az egyedi szakaszok végpontjai legaldbb 13 elemd V; halmazt de-
finidlnak a j-edik kartydn. Vegyiik észre, hogy V; részhalmaza kell, hogy legyen a j. kartya
tetszbleges tarka részhalmazanak! Ebbdl kovetkezik, hogy |V;| = 15 esetén legfeljebb egy,
|V;| = 14 esetén legfeljebb harom tarka részhalmaz van a j. kartyan. Veégiil, legyen |V;| = 13.
Ha 6t csucspar is kiegészitené Vj-t tarkéva, akkor lenne harom, melynek mindhérom pérja
ilyen. De ekkor e harom cstcs és V; kozott minden szakasz szine egymastol és V; parjainak
szineitdl is kiillénbozne, igy (123) + 313 > 105 szin lenne, ami ellentmondas. Tehat legfeljebb
négy csucspar egészitheti ki V;-t tarkava.

Altalanositas. 17 helyett barmely n = 8k + 1 alaka szamra (k > 2) is atvihets a kérdés -
ekkor n-szog van a kartyakon, ("52) szinnel szinezve - legalabb % kartya kell ahhoz, hogy
barmely n — 2 csiics tarka legyen valamely kartyéan.

A feladatra Borbély Jozsef, Borda Bence, Gosztonyi Baldzs, Grész Ddniel, Horvdth Mdrton,
Hubai Tamds, Hujter Bdlint, Jankd Zsuzsanna, Kirdly Csaba, Kordndi Daniel, Lovdsz Ldszlo
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Miklos, Mészdros Gdabor, Nagy Csaba, Rdcz Béla, Strenner Baldzs, Szics Gabor, Tomon Ist-
van, Wolosz Janos adtak helyes megolddst.

2. feladat (Gy6ry Kalman) Legyenek pq,...,p, primszamok, és legyen S az egész szamok
azon részhalmaza, melynek elemei nem oszthatok pi, ..., pe-tol kiillonb6z6 primszammal. Az
egeszek egy véges A részhalmaza esetén jeloljitk G(A)-val azt a grafot, melynek csicsai az
A elemei, élei pedig azon a,b € A péarok, melyekre a — b € S. Létezik-e minden m > 3-ra
egészeknek olyan m elemii A részhalmaza, melyre

i. G(A) teljes?

ii. G(A) Osszefiiggs, de minden cstucsanak a fokszdma legfeljebb 27
Megoldas:

i. Legyen q egy p1,...,pr-tol kiilonb6z§ primszam, és legyen m egy ¢-nal nagyobb egész
szam. Ekkor barmely, egészekbdl allo m elemii A halmaznak van legalabb két eleme,
melyek kongruensek (mod ¢). Az ilyen elemek kiilonbsége nem lehet S-beli, azaz az
ilyen elemek nem lehetnek G(A)-ban éllel dsszekotve. Tehat m > ¢ esetén G(A) nem
lehet teljes.

ii. Legyen m > 3 egész és P = p; - - - pr. Tekintsiik a kdvetkezd szamsorozatot:
a1 =1,an = an_1 + P"1, n=23...,m.
Ekkor tetsz6leges 1 < j < i < m egészek esetén
a; — a; =pl4 . 4+ Pl
Ha most j =4 — 1, 4gy a; —a; € S, mig ha j <1 — 1, ugy
aj—aj=PI(1+P+...+ P71

Am az utébbi esetben 14+ P+. ..+ P17 nagyobb mint 1 és relativ prim p, . .., pp-hoz.
Ezért ekkor a; — a; ¢ S. Ezzel belattuk, hogy A = {a1,...,an} esetén az ay,...,an
szdmok egy utat hataroznak meg G(A)-ban, melyben minden cstcs fokszama legfel-
jebb 2. Tehat minden m > 3 esetén van egészekbdl allo m elemii A halmaz a kivant
tulajdonsaggal.

A megoldds a versenyzdk kézds dtlete alapjin készilt. A feladatra Borbély Jozsef, Borda
Bence, Gosztonyi Baldzs, Grdsz Ddniel, Horvdth Mdrton, Hubai Tamds, Jankd Zsuzsanna,
Kiraly Csaba, Korandi Ddniel, Kutas Péter, Lovdsz Ldszlo Miklds, Mészdros Gdbor, Nagy
Csaba, Rdicz Béla, Strenner Baldzs, Szabé Tamds, Tomon Istvan, Wolosz Janos adtak teljes
megolddst. Sziics Gabor megolddsa hidnyos.

3. feladat (Ruzsa Imre) Bizonyitsuk be, hogy léteznek pozitiv ¢ és ng konstansok az alabbi
tulajdonsaggal. Ha A egész szamokbol allo véges halmaz, |A| = n > nyg, akkor

|A— Al — |A+ Al <n?—en®>.
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Megoldas: (Horvath Marton)

Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk, elgszor az indukcios lépést nézziik meg (és az alapjan
meghatarozunk egy ng kiiszobindexet), majd ezutén a kezdlépéshez meghatarozzuk a ¢ konst-
ans értékét, melyrsl azonban mér most feltessziik, hogy 1/12-nél kisebb.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n — 1-re, ebbdl bizonyitjuk, hogy igaz n-re. Legyen tehat A
egy egész szamokbol allo halmaz, melynek elemszéama n. Nyilvan |A— A| < n? (csak ennyiféle
kiilonbséget tudunk felirni A elemeibdl), igy |A 4+ A| > ¢n®/® esetén igaz az allitas erre az A
halmagzra, ezért a tovabbiakban feltehetjiik, hogy |A + A| < en®/5. Legyen az A 4+ A halmaz
elemei aq,az,...,a; (ahol k = |A 4+ A|), és jelolje b;, hogy az a; Osszeg hanyféleképpen jon
ki, azaz hany olyan rendezett szampar van A-ban, melyeknek az Osszege a;. A b;-k Osszege az
Osszes rendezett szAmpar szama, azaz Zle b; = n%. Mivel az a; szamot b;-féleképpen tudjuk
felirni 6sszegként, ezért Zle (bﬁ) darab olyan egyenletet tudunk felirni, mely két A elemeibdl
képzett 0sszeg egyenlGségét fejezi ki. Ezt becsiiljiik alulrdl a szamtani és négyzetes kozép kozti
egyenlGtlenség segitségével:

b 1 . (CF 52 1L
2 (3) - s2nz Bty e

=1 i=1 i=

2

n 12/5 1 12/5
- —2>6 - —>5 ,
2%k 2 oS 2 = 2 ~ "

ahol az utols6 1épésben feltessziik, hogy n elég nagy. Van olyan a € A szam, mely legalabb
5n7/% Ssszeg-egyenletben szerepel (ha minden szam ennél kevesebb egyenletben szerepelne,
akkor 6sszesen kevesebb, mint n - 5n7/5 = 5n12/5 egyenlet lenne, ellentmondasban az el6z6
becsléssel.) A tovabbiakban csak azokat az Gsszeg-egyenleteket tekintsiik, melyben szerepel
az a szam. Ebbdl zarjuk ki azokat az Osszegeket, melyben az egyik oldalon a + a Gsszeg
szerepel, ezekbdl legfeljebb n darab lehet (hiszen a mésik oldal els6 tagja legfeljebb ennyiféle
lehet, és a masik tag mar egyértelmiien meghatarozott). Zarjuk ki azokat is, melyekben
az egyenlet két oldalan allo két Osszeg csak a tagjai sorrendjében kiilonbozik, ezekbdl szintén
legfeljebb n lehet (csak ebben az esetben szerepelhet a méasik oldalon is a). Elég nagy n esetén
5n7/5 — 2n > 4n7/° fennall. A kizarasok miatt ezen Ssszeg-egyenletekben pontosan egyszer
szerepel a. Ha nem kiilonboztetjiik meg a csak sorrendben kiilonb6z6 6sszegeket, akkor is
marad n”/5 darab egyenlet. Minden egyenletet irjunk fel ugy, hogy a bal oldaldn szerepeljen
a. Ekkor az egyenletek jobb oldalan legalabb n7/10-féle szam szerepel, mert ennél kevesebb
szambol az Osszes pér is kevesebb lenne, mint ahany egyenletiink van (és egy szampar legfeljebb
egyszer szerepelhet az egyenletek jobb oldalan, mert meghatarozzak, hogy az a-hoz mit kell
hozzédadni). Ha a+b = e+ f, ahol b, e, f € A\{a}, akkora—e = f—b,a—f =e—b,e—a =b—f
és f—a=b—e.

Vizsgaljuk meg, hogy mennyi lehet az A — A halmaz elemszama. Ezt ugy szamoljuk ki,
hogy megnézziik az A\ {a} — A\ {a} halmaz elemszamat, és ehhez hozzdadjuk azt, amennyi
1j kiilonbség keletkezik az a szdm hozzavételével. Az a szdmmal lehet egyrészt a — a alakt
kiilonbséget csinélni, de ennek az értéke 0, amit mar nyilvan szamoltunk. Lehet a — e alaka
kiilonbséget csinélni, ahol e € A\ {a}, és igy n — 1-féle lehet, de az el6bb megallapitottuk,
hogy n'/1-féle szammal ezt felirva olyan kiilonbséget kapunk, amit fel lehet irni A \ {a}
halmazbeli szamok kiilénbségeként, ami igy méar nem lesz 4j kiilonbség. Az a — e alaka
kiillonbségekrsl ugyanezt el lehet mondani, Osszesen tehét legfeljebb 2(n — 1) — 2n7/10_nel
novekedett a kiilonbséghalmaz elemszéama. Az A\ {a} halmaz egy n — 1 elemi halmaz, igy



arra igaz az indukcios feltevésiink, azaz
AN\ {a} — A\ {a}] - [A\ {a} + A\ {a}| < (n = 1)* = ¢(n — 1)*/°.

Ha ezt felirjuk az A halmazra, akkor a kiilonbséghalmaz elemszama legfeljebb 2(n—1)—2n7/10-
nel né, az 6sszeghalmaz elemszama nyilvan nem csokken, tehat:

JA— Al —[A+ A < (n—1)%—c(n—1)¥°+2(n—1) — 22710,

8/5

Errél szeretnénk belatni, hogy legfeljebb n? — cn®/®, azaz

(n—12%—ctn—18%°+2(n—1)—2n710 <n? — nB/,

Mivel (n—1)2+2(n—1) < n?, ezért elegends belatni, hogy en®/® —¢(n —1)%/5 < 2n7/10 (ezek
Osszege a kivant egyenldtlenség). Ehhez becsiiljiik (n — 1)8/°-t a binomialis sor segitsegével:

1\%° 81 (8/5) 1 8/5\ 1 8
_1)8/5 — ,8/5 _ = — n8/5 B [ — > n8/5_2,3/5
(n—1) n (1 n> n (1 5n+<2>n2 <3>n3+...>_n Qe

A binomidlis sor mésodik tagjatol kezdve a tagok és a binomiélis egyiitthatok elGjele is valta-
koz6, igy minden tag pozitiv, ezért azokat alulrél becsiilhettiik 0-val. Ezt a becslést felhasz-
nélva:

en®/5 — c(n — 1)8/5 <en®® —¢ <n8/5 — §n3/5) = %cnz)’/‘r’,

ami elég nagy n esetén kisebb, mint 2n7/1% (mivel 3/5 < 7/10), ami hidnyzott a becsléshez.

A fentiek soran meghatarozunk egy ng kiiszobindexet, melytdl kezdve az 6sszes becsléslink
igaz. Ehhez az ng-hoz van megfelels ¢ konstans, hiszen |A — A| — |A + A| < n? — 1 nyilvan
mindig igaz, és igy ¢ = min (n68/5, 1/12) megfelels konstans, amivel igaz az allitas ng-ra, és a
fentiekbdl kovetkezik, hogy minden n > ng-ra is. Megjegyezziik, hogy ezzel a konstanssal az
allitas ng-nal kisebb n-ekre is igaz (ahogy ng-ra).

Végezetiil nézziik meg, hogy mit hasznaltunk a 8/5 kitevérsl. A bizonyités legvégén
hasznaltuk, hogy 3/5 < 7/10. A bizonyitast végignézve arra jutunk, hogy ugyanez az egyen-
I6tlenség k kitevs esetén
4—k—-1

2
2k—2<3—-k

3k <5
5

L< 2
<3

lenne. Tehat az allitas igaz 8/5 helyett minden 5/3-nal kisebb kitevére is. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy a tetszéleges pozitiv ¢ konstanshoz talalhatd ng kiiszobindex, hiszen az allitas
igaz nagyobb kitevdre is, és a kett¢ hanyadosa végtelenhez tart (még egy konstanssal szorozva
is), igy elég nagy n esetén nagyobb lesz a kivant ¢ értéknél.

k—1<

A feladatra Grész Ddniel, Horvdth Mdrton, Lovdsz Liszlé Miklés, Strenner Baldzs adtak teljes
megoldast. Kiemelkedd Horvdth Mdrton megolddsa, melyben a kérttél erdsebb becslést bizonyit.
Részeredményeket ért el Borbély Jozsef, Hubai Tamds, Kirdly Csaba és Tomon Istvin. Ok a
feladatban kitizitt becslésnél gyengébbet bizonyitottak.
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4. feladat (Pintér Akos és Volker Ziegler) Bizonyitsuk be, hogy az

"+ ™ -2
peed(m,n) _ 1

flz) =
polinom irreducibilis Q felett minden n > m > 0 egész szam esetén.

Megoldas: (Strenner Balazs)
El6szor vizsgaljuk meg a p(x) = 2™ 4+ 2™ — 2 polinom gydkeit.

|2+ 2" =2 >2— 2" —|2™ >0, ha |z <1,

tehat az egységkor belsejében nincs gyok. Legyen most |z| = 1, és 2™ + 2™ — 2 = 0. Ekkor
|2 = 1, |2™] = 1, tehat |2" + 2™| < 2. Egyenlgség akkor teljesiil, ha z™ és 2™ egy irdnyba
néznek, azaz 2" = 2™. Mivel 2" + 2™ = 2, igy 2" = 2™ = 1. Mivel létezik k,l € Z, hogy
kn 4 Im = ged (n,m), ezért 2804 (mm) — phntlm — (myk(;m)l — 1 Masszoval p(z)-nek a
|z| = 1 kérvonalon fekvé gydkei éppen a g(z) = 284 (»™) _ 1 polinom gydkei. (Lathato, hogy
ezek mind gyokei p(z)-nek.) Tovabbé ezek mind egyszeres gyokok. Tegyiik fel ugyanis, hogy
|z| =1 és z a p(z)-nek legalabb kétszeres gyoke. Ekkor z gyoke a p/(z)-nek is, s6t, gyoke a
kovetkezonek is:

m

np(x) — xp'(z) = (na"™ + nz™ — 2n) — (nz™ + ma™) = (n — m)a™ — 2n.

Tehat 2™ = nQ_—”m Mivel |z| = 1, igy =1,2n =n—m, n+m = 0, ami lehetetlen.

n—m
A fentiek miatt az r(x) = % = % polinomnak minden z gyokére |z| > 1. Legyen
o n _ m _
d= ng (n,m), W = u, W = v. Ekkor

mud +xvd —9

T = (V4 4 g w=2d 4 pd ) (0D 0D gl ),

fz) =
Tegyiik fel, hogy f(x) nem irreducibilis Q[z]-ben, azaz létezik g(x),h(z) € Q[z], melyek
legalabb elséfokuak és f(z) = g(z)h(x). A Gauss-lemma szerint feltehetd, hogy g(z), h(z) €
Z[z], mert f(x) € Z[x]. Legyen

g(x) = csz® + cs12° VL ez + o,

h(x) = dtxt + dt_lwtfl + ... +dix + do.

Mivel cgdy = 1, igy ¢s = dy = £1. Tovabba cody = 2, tehat példaul ¢ = +1, dy = £2.
Az s paritasatol fiiggben, g(x) gyokeinek szorzata <2-sel vagy ———sel egyenls, azaz +1 vagy

—1. Azonban g(x) minden z gydkére |z| > 1, ami ellentmondas mert feltettiik, hogy legalabb
els6foka. Tehat f(x) irreducibilis Q felett.

A feladatot Borbély Jozsef, Lovdsz Ldszlé Miklés, Rdcz Béla, Strenner Baldzs, Tomon Istvdn,
Wolosz Janos oldottdk meg teljesen. Kirdly Csaba részeredményeket ért el a feladat megolddsd-
ban.

5. feladat (Bodi Béla) Legyen G véges nemkommutativ csoport, melynek rendje ¢ = 2"m
ahol n, m pozitiv egész szamok és m paratlan. Bizonyitsuk be, hogy ha a csoport tartalmaz
2"-ed rendi elemet, akkor



i. G nem egyszeri csoport;

ii. G tartalmaz m-ed rendd normalis részcsoportot.

Megoldas: (Racz Béla megoldéasa alapjan a kitiz6 modositasaival)

Ertelmezziik a G csoport hatasat a G csoporton a kovetkezoképpen: ha g,a € G, akkor
g-a = ga. Legyen G = {aj,as,...,a;} és Sg a teljes transzforméaciocsoport a G halmazon.
Definialjuk a v leképezést a kovetkezGképpen:

¢(a):<a1 a; as ... at).

aa; aag aasz ... aag

Konnyen belathato, hogy ¢ a G csoportnak az Sg csoportba képezd izomorfizmusa.

Legyen u egy 2" rendii elem. A v (u) elem m darab idegen ciklusok szorzata és minden ciklus
hossza 2". Ezért ¢(u) az Sg csoport paratlan permutacioja. Legyen Ag az Sg csoport paros
permutécidinak részcsoportja és legyen H azon h € G elemek halmaza, melyekre ¢(h) € Ag.
Ekkor H részcsoportja G-nek és H # G. Az Ag részcsoport indexe az Sg-ben kettd, igy H
indexe is kett6 G-ben. Tehat H normadlis részcsoportja G-nek. Ha H = e, akkor G két elemi
és igy kommutativ lenne, ellentétben a feladat feltevésével. Tehat e # H <G, H # G, azaz G
nem egyszerd csoport.

Az allitds mésodik részét n szerinti indukcioval bizonyitjuk. Az n = 1 esetben a H rendje
m # 1, tehat az allitas igaz. Han > 1, akkor u? € H és az u? elem rendje 2" '. A H csoport
rendje 2" 'm és ismét ciklikus a 2-Sylow részcsoportja. Tehat az indukcios feltevés szerint
van H-ban m-rendd M normaloszt6. Allitjuk, hogy M a H-ban karakterisztikus részcsoport
is.

Tegyiik fel ugyanis, hogy M elmozdithatdé H egy automorfizmuséval;, ekkor mindenesetre
van egy méasik m-edrendii M’ normaloszté H-ban. Ezek metszete is normaloszté H-ban és
paratlan rendd. Ekkor H/(M N M’)-ben M/(M N M') és M'/(M N M') két norméloszto,
amelyek metszete csak az egységelem, vagyis a sajat direkt szorzatukat generaljak. Tehat
(M/(MOM"N)(M'/(MNM")) = MM'/(MNM') elemszama pératlan, csakagy, mint M N M’
elemszama. Igy belattuk, hogy az MM’ < H részcsoport elemszama paratlan, am ez a
részcsoport szigoriian nagyobb M-nél, ami nem lehetséges. M tehat a G-beli H normaloszto
karakterisztikus részcsoportja, vagyis G-nek is normalosztoja. Ezzel az indukcio kore lezarult.

A feladatot Borda Bence, Kirdly Csaba, Kordndi Ddniel, Lovdsz Ldszld Miklds, Mészdiros
Gabor, Rdcz Béla, Strenner Baldzs és Szics Gdbor oldottik meg helyesen. Tovdbbd Hubai
Tamds és Kutas Péter is foglalkozott a feladattal.

6. feladat: (Figula Agota) Egy véges (S, L) illeszkedési strukturat Steiner harmasrendszer-
nek neveziink, ha L # (), barmely két x,y € S, x # y pontra illeszkedik egyetlen ¢ € L egyenes
és minden ¢ € L egyenesre illeszkedik pontosan harom pont. Legyen (S, L) Steiner harmas-
rendszer, az x # y pontokra illeszked§ egyenes harmadik pontjat jeldlje zy. Legyen A olyan
csoport, amelynek a C(A) centruma szerinti faktorcsoportja primhatvany rendd. Legyenek
fyh S — A olyan leképezések, hogy C(A) tartalmazza f képhalmazat, h képhalmaza pedig
generalja A-t.

Igazoljuk, hogy ha S barmely két kiilonb6z6 x, y elemére

f(x) = h(z)h(y)h(z)h(zy)
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teljesiil, akkor A kommutativ csoport, és van olyan £ € A, hogy minden x € S elemre

f(x) = kh(x).

1. Megoldas: (Lovasz Laszlo Miklos)

Legyen g : A — A/C(A), a— aC(A), a természetes homomorfizmus. Tekintsiik a b’ = goh :
S — A/C(A) leképezést. A h' leképezés képhalmaza generéalja az A/C(A) faktorcsoportot.
Mivel f(x) € C(A) minden = # y € S esetén b/ (z)h'(y)h' ()’ (xy) = 1, ahol 1 a faktorcsoport
egységeleme. Tegyiik fel, hogy van olyan z elem, amelyre h'(x) # 1. Tetsz6leges y € S-re
legyen h/(x) = a, h'(y) = b, h'(zy) = c. A feltételekbdl adodik, hogy

abac =1, acab =1, babc =1, becba =1, cacb =1, cbca = 1.

Ez azt jelenti, hogy ha vessziik abc-nek egy permutaciojit, az érték a kozépss elem inverzével
egyenlé. Ebbdl tudjuk, hogy

c=b"tcla™ = abcacheab = ac " tec b = ac b
b=2¢"! = abeabcach = ac%ch = ac™'b.

Ebbél b2 = 2. Ez barmely két elemre igaz, igy
bi=c2=a2%=10%

Tehat b* = 1 és ugyanigy a* = ¢* = 1 és a®> = b> = 2. Mivel a # 1, az a elem rendje
kettShatvany és mivel az A/C(A) faktorcsoport rendje primhatvany, ez is kett6hatvany rendt.

Mivel

(abbc)® = abbcabbcabbe = ab’a e e = ada e 3 = a?t =1

igy az abbc = ac® = ac”! elem rendje osztéja haromnak, viszont kettGhatvany, tehat a
rendje csak egy lehet, ezért a = c¢. Ebb6l a = b = c¢ hasonléan kdvetkezik és mivel y
tetsz6leges, minden y-ra h'(x) = h'(y) teljesiil. Tehat a centrum szerinti faktorcsoportot

egy elem generdlja, viszont a faktorcsoport nem az egyelemi csoport. Ekkor A-t a centruma
és egy d elem generalja. Tehat minden a-beli elem felirhat6 cd® alakban, ahol ¢ centrumbeli.
Ekkor

(Cldil)(CQdm) = Clcgdildi2 = CQCldiQ—Hl = (ngm)(cldil),

igy az A csoport kommutativ, ami ellentmondas, mert a faktorcsoport nem egyelemi. El-
lentmondasra jutottunk abbdl a feltevésbdl, hogy van olyan z elem, amelyre h'(z) # 1. Ez
azt jelenti, hogy h minden elemet a centrumba képez, igy mivel h képhalmaza generalja a
csoportot, a csoport kommutativ.

Mivel a csoport kommutativ, tetszéleges x,y elemekre

(h(x)) ™" f(z) = h(y)h(@)h(zy) = h(z)h(y)h(zy) = (h(y))~" ().
Tehat ha ezt az z-ben allandé k = (h(x)) ! f(x)-t bevezetjiik, f(x) = kh(x).

2. Megoldas: (Borda Bence)
Lemma. Ha A Abel-csoport és teljesiilnek a feladat feltételei, akkor van olyan k € A, hogy
minden x € S-re f(x) = kh(zx).



Bizonyitds. Azt latjuk be, hogy a haromtényez6s [[, ., h(x) szorzat értéke fiiggetlen az £ € L
valasztasatol. Legyen ugyanis £1 # f5 két kiilonb6z6 egyenes. Ezek metszete csak 0 vagy 1
elemd lehet. Ha a metszet egyelemi, akkor az ¢; egyenes pontjai legyenek {x,y1,zy;} és lo
egyenes pontjai legyenek {x,yo,xys} alakuak. A feltétel szerint ekkor

f(x) = h(@)h(y)h(@)h(zyr) = h(z)h(y2)h(z)h(ry2),

amelybél adodik, hogy h(y1)h(z)h(zy1) = h(y2)h(z)h(xy2), azaz [[,cp, h() = [1,ep, h(2).
Ha ¢1 N4y = 0, akkor legyen x1 € {1 és w9 € lo tetszbleges. Az x1 és w9 pontokra illeszkeds
egyenest jeldlje 3. Ekkor ¢4 N3 és fy N l3 egyelemtek, ezért [[,c, h(z) = [[,ep, h(x) =
[I.ee, M(7). Legyen k = [[,c,h(x). Tetszbleges z € S-hez vilasszunk egy téle kiilonbozs
y € S-et, ekkor a feltétel szerint f(z) = h(x)h(y)h(z)h(xy) = h(x)k = kh(z), ezzel belattuk

a lemmaét.

Legyen A/C(A) rendje p™. Az éallitast n-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha
n = 0, akkor A = C(A), azaz A Abel és a Lemma miatt van megfelel§ k. Legyen n > 0 és
tegyiik fel, hogy az &llitds minden n-nél kisebb szamra igaz, ebbdl bizonyitjuk n-re. Legyen
g: A — A/C(A) a természetes homomorfizmus, azaz g(a) = aC(A) minden a € A-ra.
Tekintsiik a go f és goh leképezéseket S-bsl A/C(A)-ba. Mivel minden = € S-re f(z) € C(A),
ezért g(f(z)) = C(A) € C(A/C(A)). Jelolje Ry, a h értékkészletét, Ry, generalja A-t, igy
homomorf képe g(Rp) = Rgon generdlja A/C(A)-t, mivel g sziirjektiv. S barmely két = # y
elemere f(z) = h(z)h(y)h(x)h(zy), fgy 9(f()) = 9(h(x))g(h(y))g(hx))g(hzy).

Ismert, hogy véges nemtrividlis p-csoport centruma nemtrivialis. Tehat C'(A/C(A)) rendje
nagyobb, mint 1, igy (A/C(A))/(C(A/C(A))) rendje p™ valamely 0 < m < n. A gofésgoh
leképezések, valamint az A/C(A) csoport minden a feladatban szerepld feltételt teljesitenek.
Az indukcios feltevés szerint tehat A/C(A) Abel és van olyan kC(A) eleme, amelyre tetsz6leges
x € S esetén g(f(x)) = kC(A)g(h(x)). A g definicioja miatt f(x)C(A) = kh(z)C(A). De
f(z) € C(A), igy C(A) = kh(z)C(A), azaz kh(z) € C(A). Egy centrumbeli elem minden
konjugaltja onmaga. Konjugaljuk kh(x)-et k~'-gyel, kapjuk, hogy kh(x) = h(x)k. A k elem
felcserélhets h(x)-szel minden x € S-re, azaz egy generatorrendszer minden elemével. Ekkor
k minden elemmel felcserélhets, azaz k € C(A). Ebbdl és kh(x) € C(A)-bol kovetkezik, hogy
h(z) € C(A) minden z € S-re. A centrum tartalmaz egy generdtorrendszert, ez csak ugy
lehet, hogy A = C(A), azaz A Abel. A Lemma miatt készen vagyunk.

A feladatot Borda Bence, Horvdth Mdrton, Hubai Tamds, Kirdly Csaba, Lovdsz Ldszlo Mik-
los, Mészdros Gabor, Nagy Csaba, Rdcz Béla, Strenner Baldzs, Szics Gdbor és Tomon Istvdn
oldottdk meg helyesen. Gosztonyi Baldzs dltaldnosabb feltétel mellett vizsgdlja az dllitdst, ér-
velése szép, de eqy kovetkeztetés indokldsa hidnyzik.

7. feladat: (Nagy Péter Tibor, Muzsnay Zoltan) Legyen H az M differencialhaté sokasag
Diff*°(M) diffeomorfizmuscsoportjanak tetszéleges részcsoportja. Az X C°°-vektormezd a
H csoportot gyengén érinti, ha van olyan C*°-differencidlhaté k-paraméteres {¢(t17~--7tk) €
H}y,c(—c ) diffeomorfizmus csaldd, amelyre

(i) é(,...t) = Id, ha valamely ¢; =0, 1 <j < k;

O f(by...up))

(i) tetszoleges f: M — R C*>-fiiggvényre X f = Rl |(t1,-~,tk)=(0,.--,0)

teljesiil.



Igazoljuk, hogy a H C Diff**(M) csoportot gyengén érinté C>°-vektormez6k kommutatorai is
gyengén érintik H-t.

Megoldas: Legyen {3, 4,) € Diff**(U)},c(—c,c) az U CR™ kérnyezeten értelmezett olyan
C>°-differenciélhato h-paraméteres (lokilis) diffeomorfizmus csaldd, amelyre ¥, ;) =Id, ha
valamely t; =0, 1 < j <I[. Ekkor minden x € U pontban teljesiil

8i1+"'+il¢(t1,...,tl)
oty ... ot}

() =0, ha valamely p-re i, =0, 1<p<I. (1)
©0,...,0)

. o
Ebbél kovetkezik, hogy tetszéleges © € M pontban 3?;“78;’)

o 0)(3:) a fenti {¢(t1,.--,tz)}

diffeomorfizmus csaladnak a lehetséges legalacsonyabb foku nem-feltétleniil eltdns parcialis

alf("/’(tl ..... tl))

deriviltja. Ezért a C*°-fliggvények terén értelmezett D: f — ot . oh leképezés

0,....0)
linearis és kielégiti a D(fg) = D(f)g + fD(g) Leibniz-szabélyt. Eszerint D vektormez§ U-n,
© 0): U — R" leképezés hataroz meg.

Az (i) feltételt teljesitd {1, .1,y € DIff(U) by e (—e.c) diffeomorfizmusok inverz leképezéseibol
allo {(vy,..4)) " € Diff*°(U) },e(—e,c) h-paraméteres (lokalis) diffeomorfizmus csaladra is tel-

8l
amit az o606

jesiil az (i) feltétel. A b, 4 °¢(t1,4..,tl))_1 = |d leképezésre alkalmazva a #ﬁat, derivalast
az (1) megéllapitasbol nyerjiik az alabbi vektormezdk kozotti osszefiiggést:

O Wty) " (2) = _3l¢(t1,...,tl)

oty ... 0t (0,...,0) m (07.”70)($). (2)

Legyen {¢(s,,.. s} az U C R" kornyezeten értelmezett olyan C*°-differencidlhato k-para-
méteres (lokélis) diffeomorfizmus csaldd, amely teljesiti az (i) feltételt, azaz ¢, . ) =1d, ha
valamelyik s, paramétere a 0-értéket veszi fel. Ekkor a diffeomorfizmus csoportban kiszamitott
kommutatorokbol allo

{[(z)(sl,...,sk)?w(tl,...,tl)]} = {(ﬁ(_'gi,’sk) © w(_tll,...,tl) © ¢(S1,...,Sk) © w(tl,...,tl)}

(lokalis) diffeomorfizmus csalédra is teljesiil az (i) feltétel, azaz [¢s, . o )s P(ty,...4)] = Id, ha
valamelyik s, vagy t, paramétere a O-értéket veszi fel. Ebbdl kévetkezik, hogy

gt Figtii+.. i [D(si,.sn)s Litr,tr)]

dst ... Dot ... Ot (0,.--0:0....,0)

=0,

ha i, = 0 vagy j, = 0 valamely 1 < p < k vagy 1 < ¢ <[ indexre.
Az alabbi derivalast két lépésben végezziik el:

8k+l[¢(81,...,sk)7w(tl,...,tl)] ‘

ds1 ... 08y, Ot1 ... Ot 1(0,...,00,...,0)
o J' i i

081 ... 0sy, ‘(O,...,O) oty ... 0t ’(0,...,0) (gb(sl""’sk) ° w(tl""’tl) ° ¢(81""’8k) ° w(tl""’tl)(x)) ’

Kapjuk, hogy

o' -1 -1
5700 (ot a0 ittt © Bt Vit (@)) =

10
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alw—l 611/1
_ -1 (t1,.-t1) (t1,-5t1)
- d(d)(slv--»sk))(b(sl ,,,,, s (@) ot1 ... 0t (0,...,0)(¢(51""’S’“)(I)) * oty ... 0ty 1(0,....0)

-1
ahOI d<¢(517-"78k))¢(51 ..... sk)(x)
lyen. A kapott kifejezés mésodik tagja nem fiigg az si,...,s; paraméterektsl, tehat ezen
paraméterek szerinti derivaltja elttinik. Tehéat

M by, 510> Vitrty)] ‘ (2) = )
681 &Sk 8t1 8tl (0,...,05 0,...,0)

ok » M,
= ds1 ... 38k‘(0,...,0) {d(¢(81,...78k))¢(51 ..... ) (@) oty ... Ot (07”.70)(¢(517---,5k)(x)) :

A {@(s,..5) ) (lokalis) diffeomorfizmusok (i) tulajdonséga miatt

-1
d(¢(0,...,0))¢<51

jeldli a ¢(;1,...,s;c) leképezés Jacobi operdtorat a ¢, . 4,)(x) he-

..... @ =dd)g @)

.....

a konstans identikus linearis operator, ezért az s1, ..., s paraméterek szerinti derivaltja elttinik.
Tehét
k ko —1
N N =
051 ... sy 1(0,...,0) (5150015%)/ Dlspons) () 0s1 ... sy, 1(0,...,0) z

Ezért (3) jobboldala a kovetkezs alakban frhato:

ko —1 1, —1 1,—1
d(a Do, o0) ) ‘Wal,...,tz)(x)‘ +d(a Y, ) 3’“¢<sl,...,sk><fﬂ))
0s1 ... Osp, 10,..,00/z Oty ... 0t; 1(0,....0) Ot1 ... 0t 1(0,...00/« Os1...0s; 1(0,....0)

Ezt (2) felhasznalasaval tovabb alakithatjuk:

akgb(sl,...,sk)
(981 6sk

8l¢(t1,---,t1)

) ) _ ( ak(b(sl,...,sk)(x)
(0,..,0°% Oty ... 0t  1(0,...,0) oty ... Ot

0,..,00’% 081 ... OS )(0,.“,0)

I

d(

ami megegyezik a

al¢(t1,...,tl) ak¢(81,...,sk)
6t1 6tl (O,...,O)7 881 88k

:U — R,
©,...,0)

vektormezdk Lie-zérojelével.

A megoldds a kitiz6k javaslata alapjin készilt. A feladatot Gosztonyi Baldzs, Horvdth Mdrton
és Strenner Baldzs oldotta meg teljesen.

8. feladat (Elekes Marton) Legyen {4, },en a szdmegyenes mérhetd részhalmazainak egy
olyan sorozata, amely majdnem minden pontot végtelen sokszor lefed. Igazoljuk, hogy meg-
adhaté B C N nullstirtségi halmaz ugy, hogy {4, }n,ep is majdnem minden pontot végtelen
sokszor lefed. (B C N nullstirtiségi, ha lim, . w =0.)

Megoldas: (Hubai Tamas)

1. Lemma. Bdrmely [a,b] intervallumhoz, ng kezdGindezhez, m pozitiv egészhez és € > 0
valds szdmhoz megadhato véges sok nq,...,ny index igy, hogy minden i-re n; > ng, minden
i # j esetén |n; —nj| > m és AN(UjA,, N a,b]) > A([a,b]) — € (X jeloli a Lebesgue mértéket).
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Bizonyitds: Kezdetben legyen H = [a,b] és n. = ng. Jeldlje B; az A, 4; N H halmazt és
legyen Cj, = UfzoBi. Mivel A;-k a szamegyenes majdnem minden pontjat végtelen sokszor
lefedik, ezért B;-k is lefednek majdnem minden H-beli pontot (végtelen sokszor). Tehat a
Co € C1 C (O C -+ halmazok felszallo unioja U2 ,C; = U2, B; is majdnem minden H-beli
pontot lefed. A mérték folytonossaga miatt ilinoao ACs) = MUZ,Ci) = A(H), igy egy alkalmas

i-re A\(Cy) > %H), ekkor az A,,,, An,.+1, An,+i halmazok lefedik H-nak legalabb a felét.
Ezek koz0tt azonban még lehet két olyan halmaz, amelyek indexének a tavolsaga m-nél kisebb.
Gyjtsiik ezért kiilon a halmazokat az index m-es maradéka szerint m csoportba. A skatulya-
elv alapjan az egyik csoportban levs halmazok lefedik H-nak legaldbb az ﬁ részét (vagyis az
uniéjuk H-ba esd része legalabb % mértéki), és most méar az indexek kiilonbségével sincs
probléma.

A kapott indexeket vegyiik hozza a kezdetben {ires I C N halmazhoz, majd ismételjiik meg az
eljarast H helyett a H\ U;es A; halmazra és n, = max;ecyi+ m-re. igy az 1j indexekkel sosem
sérthetjiik meg a feltételt és a még fedetlen részhalmaza H-nak minden lépésben a mértékének
o részével csokken. Tehat s 1épés utan (1 — 5-)*A([a, b]) mértékd kivétellel lefedtiik [a, b]-t.
Mivel lim (1 — 55)% = 0, igy alkalmas s-re (1 — 5-)% < Xy Ekkor s lépés utan ledllva [

S—00 ’

megfelel a feltételeknek.

Konstrualjuk meg a B halmazt a Lemma alapjan. Ehhez megszamlalhaté sok fazisban
egyenként véges sok szamot vesziink hozza B-hez, névekvd sorrendben. Az aktualis fazis
sorszamat jelolje t = 1,2, 3,.... Mindig a Lemmét hivjuk meg t-t6l fliggd paraméterekkel és a
kapott I halmazt adjuk B-hez. Az els6 fazisban ng legyen 0, a késébbiekben ng = max(B)+t.
Az [a,b] intervallum szerepét [—t,t] toltse be, m legyen t és € legyen % Jelolje a t. fazisban
kapott I halmazt I;.

2. Allitas. Bdrmely k pozitiv egészre az { Ap}nep halmazok a [—k, k] intervallumbdl legfeljebb
2% mértékd halmaz pontjait nem fedik le legaldbb k-szor.

Bizonyitds: Csak az Iy1q, Ix1o, ..., Ior halmazokat nézziik. A Lemma szerint az ilyen indexd
A; halmazokra teljesiil: Barmely 1 <1 < k-ra az Ui, A; halmaz lefedi [—Fk, k|-t legfeljebb

ﬁ mértekd kivétellel. Igy Uic Top 21Ul s 2Un-Ulag A; k-szor lefedi az 6sszes olyan pontot, ami

egyik kivételhalmazban sem volt benne, tehét Qk% + 21‘% +oot 21«% < 2% mértékd kivétellel
minden pontot.

3. Kovetkezmény. Az {Ay}nep halmazok a szimegyenes minden pontjdt végtelen sokszor
lefedik, nullmértékd kivétellel.

4. Allitas. B nullsiriséga.

Bizonyitds: Azt bizonyitjuk be, hogy a lim HBO{On=1}} iiriiség legfeljebb L, ebbél
Y y1t] , NOgYy n—00 n g legiel] k>
kovetkezik az allitds. Legyen B = Ulefi és By = U2, 11, igy B = B1U By, By-rdl tudjuk,
hogy a legkisebb eleme legaldbb k + 1 és barmely két elemének tévolsaga legalabb k, igy
By nA0,...,n — 1} legfeljebb [%] elemd. By N{0,...,n — 1}-r6l pedig csak azt hasznaljuk,
hogy legfeljebb annyi eleme van, mint Bi-nek, ami egy (k-tol és az A;-ktdl fiiggs) ¢ konstans.
#{Bﬂ{O;l...,n—l}} < c+7[l%] <eql #{BH{O;;-,n—l}} <1

Igy . Itt = hatérértéke 0, vagyis limy, .o
Ezzel az éallitdst bebizonyitottuk.

A feladatra Gosztonyi Baldzs, Horvdth Mdrton, Hubai Tamds, Lovdsz Ldszlé Miklés, Nagy
Csaba és Strenner Baldzs adtak teljes megolddst. Rdcz Béla megolddsa kissé hidnyos, Grdsz
Daniel pedig részeredményeket ért el.
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9. feladat (Pales Zsolt) Legyen P C R™ egy nemiires kompakt konvex halmaz és f : P — Ry
egy konkav fiiggvény. Igazoljuk, hogy minden £ € R™ esetén

/P (&) f(x)de < [m“ sup (£, ) + inf, <£,x>] : /P fla)dz.

m—+2 gep m+ 2 ze

Megoldas: (Lovasz Laszlo Miklos)
A feladat allitdsa ekvivalens azzal, hogy

1
sup(,z) — (£, x x)dx > sup(&, z) — inf (&, z / x)dr.
[ supte s~ (e s = o lsupte ) - inf 62 [ 160
Vegyiik az m 4 1 dimenzidés térben a kévetkez6 H ponthalmazt:

{(1'1,3}2,- "7xM7$m+1) : (xlaan" . 7$m) € P70 < Tm+1 < f(xla“ . 7xm)}

A H halmaz konvex, mivel f konkév, igy barmely két pontjat ha vessziik, az 6sszekots sza-
kaszon egyrészt az els6 m koordinata P-beli, mivel P konvex, és az m + l-edik koordinata
egyrészt nemnegativ, mivel a szakasz végpontjain nemnegativ, masrészt legfeljebb f(z), mert
a végpontjain ez igaz, és f konkdv. Mivel H korlatos, zart halmaz van mértéke, ami éppen

fpf(x)dx.
Supz€P<£7Z>
/P (suplé, ) — (€,2))f(x)da = /P ( /( T (o -

zeP

Supz€P<£7z)
// f(x)dydx.
P J (&)

Legyen K az m + 2-dimenzi6s térnek a kovetkezd részhalmaza:

{(x1,22, . s Ty, Tt 1, Tmt2) © (1,22, .+ oy T) € PO < Xppy1 < f(21,. .., Tm),
0 S Tm+2 S SUP<§; Z> - (55 I>}
z€P

A K halmaz is konvex lesz, ugyanis ha vesziink egy szakaszt, aminek a végpontjai K-beliek,
akkor a rajta 1évg pontok elsé m+1 koordindtajara az el§zéekben leirtak teljesiilnek. Az utolsd
fiiggvény értéket veszi fel, és a g(z) fiiggvény nemnegativ, konkav (linearis). Mivel K korlatos,
zért van meértéke és ez éppen [, (sup,ep(€, 2) — (€, x))f(x)dz. Mivel P korlatos, zart, van
olyan v € P, amire inf,cp (£, 2) = ({,v). Vegyik a w = (v,0,sup,cp(&, z) — inf.cp (£, 2))
pontot. Ez benne van K-ban. Méasrészt H is benne van K-ban (H-t beagyazzuk az m + 2-
dimenzids térbe ugy, hogy az utolso koordinata 0 legyen). Legyen Hy a w és H altal kifeszitett
korlatos kip. Tehat H; a legsziikebb konvex halmaz, ami tartalmazza w-t és H-t. Ennek a
mértéke

1
su zy — inf (£, 2z x)dx.
s [t = nt (62 [ rto)
Mivel K tartalmazza H-t és w-t, igy tartalmazza Hi-et, mert H; minden pontja rajta van
egy szakaszon, aminek az egyik végpontja w a mésik H. Igy K meértéke legalabb annyi, mint
H, mértéke, azaz

[ sunte )~ (e sre = o supte ) - inf 62| [ f(adae

z€P m+2 |.ep
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A feladatra Horvdth Mdrton, Hubai Tamds, Lovdsz Ldszlo Miklos, Nagy Csaba, Rdcz Béla és
Strenner Baldzs adtak teljes megolddst.

10. feladat (Szilasi Jozsef és Tamassy Lajos) Legyen U C R™ nyilt halmaz, L : U x R" — R
folytonos, a méasodik valtozojaban els6foku pozitiv homogén, U x (R™\ {0}) {6l6tt pozitiv és
C?-osztalyn Lagrange-fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy tetszéleges p € U esetén a

{veR"L(p,v) =1}

hiperfeliilet Gauss-gorbiilete seholsem zérus. Hatarozzuk meg L extremadlisait, ha eleget tesz
a

> Y okOnul = yr 00kl (i€ {1,...,n})

k=1 k=1
parcialis differencialegyenlet-rendszernek, ahol y*(u,v) := v* ha (u,v) € U x R, v =
(v . om).
Megoldas:

1. Az R™ tér kanonikus bézisara az (e;)"; jeldlést hasznéljuk; ennek (€)™ ; dualisa R"
kanonikus koordinatarendszere. (Ekkor e'(e;) = 6;.) R"™ egy p pontbeli T,R" = {p} x R"
érintGterét azonosithatjuk R™-nel, és természetesen interpretalhatjuk a C°°(R™) fiiggvényal-
gebra p-beli derivacidinak vektortereként is. A feladatbeli 4 fiiggvények megadhatok ' =
e’ o pry alakban; legyen % := €’ o pr; (pry, ill. pry az U x R™ szorzattér elss, ill. masodik

, . , . . i i i ., . , 9 F) P}
tényezGjére valo természetes projekcio). Az e', x*, y* koordinatafiiggvények a B0 Balr Byl

derivaciokat (vagy vektormezdket) szarmaztatjak. Ha I C R nyilt intervallum, v : I — U sima

gorbe, +' := e’ oy, akkor « sebesség-, ill. gyorsulas-vektormezsje, alkalmazva az Osszegzési
megallapodést,

: g 0

v=" <8ei ° 7) 7 w

o[ 0 ; 0
- 1/ !
= 4 4 : 5
¥= <axzov>+7 <ayz°'7> (5)

Vegyiik észre, hogy
oy =79 yloy=A" (ic{l,...,n}). (6)
2. Az L-re vonatkozé Euler — Lagrange-differencidlegyenlet (a hagyoményos irdasmoddal)

oL  d oL
ozt dt oyt

0, ie{l,...,n}.

Ennek egy v : I — U sima gorbe pontosan akkor megoldasa, ha

oL . <8L

/
aﬂ,o*y— ayio'y) =0, i€{l,...,n} (7)
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Alkalmazva a lancszabalyt, itt
oL . (9L o (wko.)f+ L . <k0.>'_
oyt )= Oxk oyt 7 7 Oyk oyt Tp\eT) =

82L oA k/+ azL oA kn

—
=)
=

(7) ezért az

a$ioy—<axkayioy)7 —<aykayi0fy>’y =0 (ied{l,...,n}) (8)

alakba irhato.
A feltételben szereplé PDE a bevezetett jelolésekkel (és tovabbra is alkalmazva az Gsszeg-
zési megallapodast)

p O0°L p O0°L

- = . , 1€{l,...,n}.

Y Oxk oyt 4 Oxioyk ied n}
Mivel L els6fokt pozitiv homogenitasa miatt aa—ykak = L, ez utobbi relaci6é ekvivalens azzal,
hogy

0L , 0L )

Wy :%, 'Le{l,...,n}.

E feltétel mellett (8) a
L 2 kn :
<8yiayk0fy>7 =0, ie{l,...,n} (9)

alakra redukalodik.

3. Ratériink a gondolatmenet donté szakaszara. Kronecker egy klasszikus eredménye szerint
(1d. Kronecker: Werke, Vol. 1, 223-224) az

7, :={v € R"|L(p,v) = 1}

un. indikatrix-hiperfeliiletek egy v pontbeli Gauss-gorbiilete a

1 1 9?L?
<Zz‘—1 (ayi (Pﬂ’)) )

formuléval adhaté meg. Mivel a feltétel értelmében ez seholsem zérus, kovetkezik, hogy a

Ky(v)

(%) matrix rangja mindeniitt maximalis, és igy n — l-gyel egyenls. (Egy lehetséges

érvelés részleteit illetGen 1d. pl. M. Giaquinta—S. Hildebrandt: Calculus of Variations Vol. 11
(Springer, 2004), p. 196, Theorem 2.) A ( O°L ) métrix altal reprezentalt (g)—tenzor nullterét

Oyt OyI

aC=3" y a?ﬂ vektormezd generalja. (9) alapjan igy azt kapjuk, hogy

V=¥, ke {l,... n},
15



ahol p : I — R sima fliggvény. Innen kozvetleniil adodik, hogy ~ : I — U parametrizdlt
egyenes.

A megoldds a kitdz6k javaslata alapjin készilt. Strenner Baldzs foglalkozott a feladattal.

11. feladat: (Molnar Lajos) Jelolje H,, az n x n-es énadjungalt komplex méatrixok linearis
terét és ebben P, a pozitiv szemidefinit matrixok kupjat. Tekintsiik H,-en a szokasos belss-
szorzatot

(A,B) =trAB  (A,B € H,)

és a belgle szarmazo metrikat. Mutassuk meg, hogy barmely ¢ : P, — P, izometria (azaz a
fenti metrikara vonatkozo, nem felétleniil sziirjektiv tavolsagtarto leképezés) elGall

¢p(A) =UAU*+X (A€ H,)
vagy
p(A) =UATU*+X  (AecH,)

alakban valamely n x n-es U unitér matrix és X pozitiv szemidefinit matrix segitségével, ahol
T a transzponalast, * az adjungalast jelsli.

Megoldas: (Hubai Tamas megoldéasa alapjan a kitiiz6 modositasaival)

Jelolje M, az n x n-es komplex matrixok terét. Az aldbbiakban ennek elemeit néha mint a
C™ véges dimenzios Hilbert-tér operatorait tekintjiik. Jelolje ||.||2 a feladatban szerepld belss-
szorzatbol szdrmazo6 normat.

1. Allitas: A ¢ leképezés affin.

Bizonyitds: Jol ismert, és egyszertd gondolatmenettel konnyen igazolhaté, hogy belsészorzat
térben az egymastol d tavolsagra 1év6 x,y pontokat Osszekots szakasz A\x + (1 — \)y pontja
(A € [0,1]) egyértelmiien meghatéarozott az altal, hogy az x-t6l (1 — \)d, az y-tol pedig Ad
tavolsdgra van. Innen kovetkezik, hogy

6O + (1= NB) = A6(A) + (1= No(B) (A€ [0,1], A, B € Py),
azaz ¢ affin leképezés.

Tekintsiik a ¢¥(.) = ¢(.) — ¢(0) transzformaciot. Nyilvanvalo, hogy ¢ : P, — H, affin
leképezés, ami a 0-t 0-ba képezi. KEgyszerii algebrai szamolds mutatja, hogy ¢ additiv és
pozitiv homogén. Ezt felhasznélva konny latni, hogy a teljes Hy-en

V(A-B)=v(A)—¢(B) (A, Beh)
modon definidlt ¥ : H,, — H,, transzformécié joldefinialt, kiterjesztése i-nek, additiv és po-

zitiv homogén, tehit linedris. Emlékeztetiink ra, hogy H, minden eleme el§all két P,-beli
elem kiilonbségeként.
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2. Allitas: U : H,, — H,, linedris izometria.

Bizonyitds: Valoban,

(A = B)ll2 = [[¥(A) = ¢(B)ll2 = [#(A) = ¢(B)]|2 = [|A = Bll2

teljesiil minden A, B € P, esetén. Ezért |V (T)|2 = ||T||2 (" € Hy,). Specialisan, ¥ linearis
bijekcioja H,-nek.

3. Allitas: A U transzformdcié P, elemeit P,-be képezi.

Bizonyitds: Mivel A € P, esetén V(A) = ¢¥(A) = ¢(A) — ¢(0) > —¢(0), igy az A helyett
AA-t irva (A > 0), rendezés utan kapjuk, hogy W(A) > —¢(0)/A. Innen A\ — oo hatérérték
vételével adodik, hogy W(A) > 0.

4. Allitas: U egy-rangi projekciét eqy-rangi projekcidba képez.

Bizonyitds: El6szor is, mivel U egy Hilbert-tér linearis izometridja, igy megérzi a belsGszor-
zatot, azaz

(U(T),¥(S)) =(T,S) (T,S € Hy).

Allitjuk, hogy A, B € P, esetén (A, B) = tr(AB) = 0 pontosan akkor teljesiil ha AB = 0.
Nyilvan csak a sziikségességgel kell foglalkozni. Mivel P, elemeinek van P,-beli négyzetgydke,
igy a tr(vV/AByVA) = tr(AB) = 0 Gsszefiiggésbol - felhasznalva, hogy vV ABVA € P, - kapjuk,
hogy VABVA = 0. Ez azt jelenti, hogy (\/E\/Z)*(\/E\/Z) — 0 ahonnan vBVA = 0 és igy
BA = 0= AB kovetkezik.

Az AB = 0 0sszefiiggés fennéllasa azzal ekvivalens, hogy az A és B operatorok értékkészlete
egymasra meréleges. Innen kovetkezik, hogy egy A € P, operator pontosan akkor egy-rang,
ha beilleszthets egy n-tagu Ai,..., A, € P, nemzérus elemekbdl 4llo sorozatba, melynek
elemei egymésra (a fenti belsGszorzatra nézve) ortogondlisak. Az elézek alapjan adodik,
hogy ¥ a P, egy-rangu elemeit egy-rangu elemekbe képezi, azaz egy-rangu projekcidk pozitiv
skalarszorosait hasonlo elemekbe viszi. Mivel U a ||.||2 normat &rzi, kapjuk, hogy ¥ egy-rangu
projekciot egy-rangu projekcioba képez.

Tekintsiik a C™ standard bazisat {e1,...,e,} és az ennek egyes elemeihez tartoz6 egy-rangu
projekciokat: S; = e;e} (a f6atlo i. eleme 1-es, minden mas mez6 0). Mivel az S;-k paronként
ortogondlis egy-rangu projekcidk, ugyanez igaz a képeikre. A fentiekbdl kovetkezik, hogy
vannak olyan egyméasra meréleges v; egységvektorok C"-ben, melyekre W(S;) = viv}. A vk
ortonormélt béazist alkotnak C"-ben, igy a v} sorokbol all6 U matrix unitér, és Uv; = e;.
Tekintve a ¥/'(A) = UV(A)U* transzformaciot, ez is linearis izometria Hy-en, ami P,-beli
elemet P,-be képez. Tovabba

\IJI(SZ) = U\I/(SZ)U* = UUZ"U;(U* = UUZ'(UUZ')* = 62'6? = Sz

A bizonyitando allitast tekintve feltehetjiik, hogy mar W is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal,
azaz identikus az S;-ken.

. e;+e; e;—e; .
Legyen j—lL] = (67; + ej)(ei + e,])* Mivel Z\/ijv Z\/i],ela ce ey €i—1,€i415 - -+, €j—1,€5415 .-, €En 1S

ortonormélt bézis, igy a hozzajuk a ¥ leképezésen keresztiil tarsitott C™-beli egységvektorok
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is paronként merclegesek. Ebbdl kivetkezik, hogy a Tj; képe W(T;;) = (ae; + fe;)(ae; + fe;)*
alaku (csak az 4. és j. sorok/oszlopok metszete lehet # 0). Mivel

(Si, U(Ti5)) = (¥(5:), ¥(T3;)) = (Si, Tij) = 1,

igy az i. sor i. oszlopaban l-es van és hasonl6an a j. sor j. oszlopaban is. Tovabba ||T;;(|2 = 2,
igy a mésik két elem (ami egymas konjugaltja) 1 abszolutérteki. Igy

(1) = = Tfj'
g 1
Legyen
1
€2
U= . = diag(1,e2,€3,...,€n),
En

ahol ¢; jeloli a W(T};) felirasaban szerepls ¢ tagot. Ez az U nyilvan unitér és a ¥/(A) =
U¥(A)U* transzformaciot tekintve elérhetjiik, hogy ¥ az S;-k mellett a T7; matrixokat is
helyben hagyja.

5. Allitas: U minden T;;-t helyben hagy.

Bizonyitds: Jelolje € a W(T;;) felirdsaban szerepld e tagot. Vizsgaljuk a Ty; +T1; + T35 — S1 —
S; — Sj kifejezést (csak az 1., 4. és j. sort/oszlopot tiintjiik fel, a tébbi tgyis 0). Mivel

110 101 000 1
(110)—%(000)—%(011)——(0
000 101 011 0

pozitiv szemidefinit, igy a képe

110 101 000 100 000
(110)4‘(000)4-(015)—-<000>—-<010>—-<
000 101 01 000 000

is pozitiv szemidefinit. Tehat

[elelen)
[elelen)
[elenlen)

000 00 .
>_<858>_< 89>:(el+ei+€j)(€1+€z‘+eg‘)

[ev]eslen]
[ev]enlen]
OO
N—
Il
/N
=
M ==

— =
N—

11
‘11 >0,
12

1
g
1
azaz
l+e+e—1-1—c2=2Re—2>0=>Re>1=e=1,

és ezért T;; is helyben marad.

6. Allitas: Jelolje 75 a fentebb mdr definialt (e; + Ze;)(e; + Ee;)* mdtrizot. Ekkor W(T};) =
T35, vagy V(T35) = T5.
Bizonyitds: A W(T;;) alakjarol elmondottak itt is érvényesek, tehat W(1};) = Tf; valamilyen
g’-re. Mivel

(Tij, TE) =1+ e+8+1=2+2Re

ij
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és
(Tij, T5) =1+ +& +1 =2+ 2Re’
megegyezik, gy e = RNe’, vagyis ¢/ = € vagy ¢/ =&.
7. Allitas: Vagy globdlisan (minden i,7,c-ra) U(T3;) = T35, vagy mindig ¥(T3;) = Tfj
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy W(T};) = T7; és U(Ty) = T,g, ahol € és &’ egyike sem +1. Mivel
T = Re - Tij + Se - Tj; + (1 — Re — Se)(S; + 5;)

(i = v/—1), ezért a mar ismertekbdl kapjuk, hogy \I/(TZ‘]) = TZ‘J és hasonloan adodik, hogy
U(T}) = Ty, Vizsgaljuk meg W(T5)-t. Ha ez Tj;', akkor W ij-re és il-re viselkedik kiilon-
bo6zben, ha pedig Tzlla akkor il-re és kl-re. A két eset kozott formalis szimmetria érvényesiil,
ezért feltehetjiik, hogy az els6 all fenn. Vizsgéljuk a Tl‘] + Tz‘l + Ty — S; — S5 — 5 kifejezést
(csak az 4., j., l. sorokat/oszlopokat tiintetjiik fel). Mivel

1ii

) = (4 1 1)
—il1

1 i 1 0i 000 100 000
—il +1000)4+(011)—(000)—1{010]) —
00 —i01 011 000 000

pozitiv szemidefinit, igy a képe

0
0
1

ooOo
[elelen)

0
0
0

= (e; — iej; —iey)(e; — iej —ieg)”

1i0 10 —i 000 100 000 000 1i—i
(—ilO)—l—(OOO)—I—(Oll)—(000)—(010)—(000):<7i1 1)
000 i0 1 011 000 000 001 i1l
is pozitiv szemidefinit. Tehat
1i-i
—i11]>0
ill
Deez 14+i%+ (—i)2—~1—1—1= —4, ami ellentmondés. Ezért az indirekt feltevés hamis, és

igy minden Tz‘] képe 6nmaga vagy mindegyik képe a konjugéltja.

Barmilyen A ¢nadjungélt matrix el6all az S;, T;; és TZ‘J elemi matrixok valos egyiitthatos li-
nearis kombinaciojaként. Belattuk, hogy ¥ vagy mindegyiken identikus, vagy mindegyiken
a konjugélas (Sj-re és Tj;-re ez a kett§ ugyanaz), igy vagy mindig W(A) = A, vagy mindig
U(A)=A=AT.

Figyelembe véve a bizonyités soran alkalmazott redukciokat, kapjuk az eredeti allitast.

Megjegyzés: (1) Nyilvanvalo, hogy minden a feladat megfogalmazisaban szerepls alaku
transzformécié izometridja P,-nek.

(2) Mivel a fenti bels@szorzattal az 6nadjungalt matrixok H,, tere Hilbert-tér, konnyt l4tni,
hogy a teljes Hy-nek viszont vannak olyan izometrii, amelyek nem irhatok fel a feladatban
szerepld egyszeri alakhoz hasonldé forméaban.

A feladatra Hubai Tamds, Lovdsz Ldszlé Miklds, Rdcz Béla és Stremmer Baldzs adtak teljes
megoldast. Rdcz Béla megolddsa néhdny ponton vdzlatos.

12. feladat (Mori Tamaés és Székely Gabor) Legyenek Z1, Zy ..., Z, d-dimenzi6s standard
normaélis eloszlasu fliggetlen (oszlop)vektorok, n — 1 > d. Legyen tovabbé

= 1 IR - =T

Z==> Zi Su= N (Zi-2)(Zi - Z)

5 =1 ,
=1 =1

3
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a mintaatlag, illetve a korrigalt tapasztalati kovarianciamétrix. Tekintsiik az Y; = S, Y Q(Zi —
Z),i=1,2,...,n standardizalt mintat. Bizonyitando, hogy

E|Y; — Yy

—= 2,
E|Zy — Z,|

és a hanyados nem fiigg d-t6l, csak n-tél.

Megoldas: (Mori Tamas és Székely Gabor)
Legyen Z = (Z1,Za,...,Z,) n x d méreti standard normalis matrix, tovabba

<1 1)T (1 1 0 O)T
ag=\— ..., —=) ,a2=—F4=, ——=, U, ..., , ag, ..., Q
T\ NG 2 2 3 n

ortonormélt bazis R"-ben. Tekintsiik a & = Za; vektorokat, ezek fiiggetlenek és d dimenzios
standard normalis eloszlastak. Ezekkel

n—1
G=vnZ, (n—18,=Y && =&& +(n—2)S,
=2

ahol S ugyanolyan eloszlast, mint S,,_; (azaz, mint egy n—1 elemd mintaboél szamolt korrigalt
tapasztalati kovarianciamétrix), tovabba & és S fiiggetlenek.
Legyen ¢ = S~1/2¢; és E a (d dimenzios) egységmétrix. Ekkor

Sit=m=1) (&8 +(n-2)s) =
_n-1loap M o —1/2 _
—n_2S <E+n—2> S =
. n—1 —1/2 _ ¢¢T -1/2
"2’ <E <n—2>+ww>5 ’

ezéltal

V1 = Yal? = (Z1 — Z2) 'S ( 21 — Zo) = 265 ;16 =

n

_2(n—1)<n_(n_n2 >: (2(n—1)n

=2 2)+n n—2)+n’

ahol n = ¢ "4. Marmost 7 eloszlasa Hotelling-féle T?(d, n — 2), ezért megegyezik (n —2)U/V
eloszlasavall, ahol U és V fiiggetlen, és rendre X?lv illetve x%f 41 €loszlasa. Ezért |Y; — Ys|?

eloszlasa megegyezik 2(n — 1) WUV eloszlasaval. Itt WUV eloszlasa Beta(g, ”T_l), igy végiil is

ElY; —Ys| = (2(n — 1)) 2
L(3)T(3)
Masrészt pedig |Z1 — Zo|* eloszlasa 2 x3, azaz d/2 rendd, 1/4 paraméter gamma-eloszlas,
ezért it
(4L
B\ - 2] =2 1 Z )
(%)
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és igy
ElY; -Yy| T(%) [n—-1

Ez pedig azért nagyobb, mint 1, mert ha X olyan gamma eloszlasu valdszintiségi valtozo,
amelynek rendje és paramétere egyarant "771, akkor

I'(%) 2
F(é)’/n—leﬁ<\/ﬁ:1'

2

1 Bolla M., Kramli A., Statisztikai kivetkeztetések elmélete, Typotex, Budapest, 2005.

A megoldds a kitiz6k javaslata alapjan készilt. A feladatra Hubai Tamds és Strenner Baldzs
adtak kissé hidnyos megolddst.
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