A 2008. évi Schweitzer Miklés Emlékverseny feladatai
oktéber 22 - november 3.

1. Adott egy H C P(X) halmazrendszer az X alaphalmazon, valamint egy £ > 0 szdmossag
ugy, hogy barmely x € X-et kevesebb, mint x darab H-beli halmaz tartalmaz. Bizonyitandd, hogy
létezik X-nek olyan f : X — k szinezése, amiben minden nemiires A € H-nak van ,egyedi” pontja,
azaz olyan x € A, amelyre barmely = # y € A esetén f(z) # f(y).

2. Legyen t > 3 egész és 1 <1 < j <t esetén legyen A;; = Aj; az n elem X halmaz tetszéleges
részhalmaza. Igazoljuk, hogy létezik olyan 1 <7 < j < ¢, amelyre

X\ A U (a0 4)| 2tt__22n.
ki,

3. Egy G paros grafot az {z1,...,2,} és {y1,...,y,} csicsokon (azaz az élek wz;y; alakiak)
szelidnek neveziink, ha semelyik x;y;x,y; utjara (i,7,k,0 € {1,2,...,n}) sem teljesiil, hogy j < [,
dei+j>k+1

Hatdrozzuk meg az olyan « valds szamok infimumat, melyekhez 1étezik olyan ¢ = c¢(a) > 0
konstans, hogy barmely szelid grafra e < c¢-n®, ahol n a csicsszam fele, és e az élek szama.

4. Legyen A az S,, szimmetrikus csoport egy részcsoportja, és G norméloszté A-ban. Mutassuk
meg, hogy ha G tranzitiv, akkor |A : G| < 5" 1.

5. Legyen A a természetes szdmok végtelen részhalmaza, és jeloljiik 74(n)-nel az n szam A-
beli osztéinak a szdmét. Konstrudljunk olyan A halmazt, amire ZTA(TL) =z + O(loglog ), és

n<x

mutassuk meg, hogy nincs olyan A halmaz, ahol a fenti képletben a hibatag o(loglog z).

6. Meg lehet-e adni gy koroket a sikon, hogy minden egyenes legalabb 1-et, de legfeljebb 100-at
messen kozulik?

7. Legyen f:R! — R? olyan folytonos fiiggvény, amelyre f(x) = f(x + 1) minden z-re, legyen
tovabba t € [0,1/4]. Bizonyitandd, hogy van olyan = € R, hogy az f(x — t)-b6l az f(x +t) pontba
mutaté vektor merdleges az f(x)-bol f(x + 1/2)-be mutaté vektorra.

8. Legyen S az adbran lathaté Sierpinski haromszog. Mit tudunk mondani az S-en értelmezett
tipikus folytonos valds fiiggvény f~!(y) szinthalmazainak Hausdorff dimenzi6jarél? (Egy tulaj-
donsag akkor teljesiil az S-en értelmezett tipikus folytonos valos fliggvényre, ha az e tulajdonsaggal
nem rendelkezd fiiggvények halmaza elsé Baire kategoriaju a folytonos S — R fliggvények metrikus
terében a szuprémum norméval.)

9. Adott a > 0 mellett tekintsiik a {|z| < 1} egységkorben értelmezett, reguldris, sehol sem

elting f(z) figgvényeket, amelyekre f(0) = 1, %ZJ}/((ZZ)) > —a (|]z] < 1). Mutassuk meg, hogy
koziilik a g(z) = m fiiggvény értékkészlete tartalmazza az Gsszes tobbi értékkészletét! A g(z)

fiiggvénynek azt a reguldris dgdt tekintjiik, amelyikre g(0) = 1.




10. Jelolje V' az R? nem kollinedris rendezett vektorparjainak halmazat, H pedig az R? origén
atmend egyeneseinek a halmazat. Igaz-e, hogy barmely f : V — H folytonos fliggvényhez létezik
olyan g : V — R3\ {0} folytonos fiiggvény, amire g(v) € f(v) minden v € V esetén?

11. Legyenek &i,...,&, (nem feltétleniil fiiggetlen) normadlis eloszlasu valdsziniiségi valtozok,

amelyekre E§; = 0, Eﬁ? <1, 1< j5 <n. Bizonyitsuk be, hogy E (1r£1a<X §]) < +/2logn.
<j<n

e Figyelem!!! Fontos 1j informacié: Az elmuilt évek tapasztalatai alapjan a
verseny folyaman a www.bolyai.hu/schweitzer.html honlapon talalhaté linken folya-
matosan kozzétessziik a feladatok szovegével kapcsolatban felmeriil6 esetleges pontositasokat,
javitasokat.

A feladatokkal kapcsolatos észrevételeket a ruzsa@renyi.hu cimre kérjiik kiildeni.
e A megoldasok benytujtasanak hatarideje 2008. november 3-an déli 12 éra. A megoldasokat
a Bolyai Janos Matematikai Térsulat helyi tagozatédndl kell benytjtani (ahol a titkar az

atvétel idopontjat igazolja), vagy ezen id6pontig ajanlottan postara kell adni a versenybi-
zottsag cimére:

Ruzsa Imre, Rényi Intézet

1053, Budapest, Redltanoda u. 13-15. / 1364 Pf. 127.

e Ha a versenyz6 az egyetemi tananyagban nem szereplé ismeretre tamaszkodik, akkor
az allitdas pontos kimondasa és pontos hivatkozds sziikséges.  Tovabbi informacié a
www.bolyai.hu/schweitzer.html honlapon taldlhaté.

e A megoldasokat 2008 november 7-én, pénteken 14 érakor az ELTE lagymanyosi déli épiiletének
(1117 Bp. Pézméany Péter sétény 1/c) 0-222-es termében megbeszéljiik. Minden érdekl6d6t
szivesen latunk.

e A verseny eredményhirdetésére december 19-én, pénteken 14 6rakor keriil sor a Rényi Alfréd
Matematikai Kutatéintézet nagytermében (1053 Bp. Redltanoda u. 13-15, I. em).

JOo munkét kivan

a Versenybizottsag.



