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. Egy X topologikus tér d(X) slirlisége az a legkisebb szdmossag, amire
van X-nek ilyen szamossagu stirti altere. Bizonyitandd, hogy ha X
tetsz6leges kompakt T, tér, akkor X3 tartalmaz d(X) szdmossagi
diszkrét alteret.

. Legyen T véges fagraf, mely nem csak egy csticsbdl all.

Legyen s a legnagyobb olyan X C T részfa csicsszama, amire X
minden cstucsanak van X-en kiviili szomszédja.

Legyen t a legkisebb olyan pozitiv egész, amire megadhaté T-beli
csillagok (1, . .., Cf rendszere, hogy T' minden élét ezek koziil pontosan
t tartalmazza, és T minden csucsat ezek kozil maximum 2t — 1
tartalmazza. (Azaz a csillagok multiplicitassal szerepelhetnek.)

Bizonyitsuk be, hogy s = t.

. Jelolje f(n) a legkisebb olyan pozitiv egész szamot, amelyre igaz
a kovetkez6 &llitdas. Ha a sik f(n) dltaldnos helyzetli pontja altal
meghatarozott zart szakaszok mindegyikét megszinezziik négy szin
valamelyikével, akkor talalhatéo n paronként diszjunkt azonos szinti
szakasz. Bizonyitandé, hogy f(n) = 6n — 4.

. Legyen P véges, legaldbb kételemii, 0Osszefliggd részben rendezett
halmaz, és p : P? — P egy hdromvéltozés monoton fiiggvény, melyre
a p(z,z,y) = y azonossdg teljesil. Mutassuk meg, hogy van olyan
nemiires valédi I C P, hogy tetszéleges = € P,y € [ esetén p(x,y,y) €
I.

[P Osszefliggd, ha az Osszehasonlithaté elempdarokat élnek tekintve
Osz-szefliggo grafot kapunk. A p monoton, ha x1 < y1, 29 < yo, 23 < Y3
esetén p(z1, v2, 23) < p(y1, Y2, Y3).|

. Legyen I egy nem 2 karakterisztikdju g elemfi véges test, és legyen
V = F, x F, az F} feletti 2-dimenzidés vektortér. Legyen L C V
olyan részhalmaz, ami minden irdnyban tartalmaz egyenest. (L-beli
egyenesen olyan egyenest értiink, melynek minden pontja L-ben van.)
Egy V-beli pont rendje az a szam, ahany L-beli egyenes illeszkedik a
pontra. Bizonyitsuk be, hogy L legalabb ¢ olyan egyenest tartalmaz,
amelynek van harmadrendli pontja.

. Legyen G(x) = max |A|, ahol A végigfut az olyan egész szamokbol &ll6
A C [1, z] halmazokon, amelyekben nincs haromtagi mértani sorozat,
azaz nincs olyan x,y,z € A, hogy * < y < z és xz = y?. Bizonyitsuk
be, hogy lim, .., G(z)/x 1étezik.

. Tegyiik fel, hogy az f : Z — 7Z figgvény felithatdo f = g1 + ... + g
alakban, ahol gq,...,gr : Z — R valds értéki periodikus fiiggvények
rendre ay, ..., a, periédussal. Kovetkezik-e ebbdl, hogy f felirhato f =
hi+...4+hy alakban is; ahol hy, ... hy : Z — 7Z egész értéki periodikus
fiiggvények, szintén rendre aq, ..., a; periédussal?
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Legyen f(xz) => "2 27"||2"z||, ahol ||x|| az z-nek a legkozelebbi egész

n=0
szamtoél vett tdvolsdga. Mit mondhatunk (Lebesgue) majdnem minden

y € f(R)-reaz L, = {x € [0,1] : f(z) = y} szinthalmaz szdmossagarol?

. Van-e a T = R/Z korvonalnak olyan oOnmagéra val6 ¢

homeomorfizmusa, amely szingularis (azaz majdnem mindeniitt 0 a
derivaltja), de az f : T — T, f(z) = ¢ (2 p(x)) leképezés abszoliit
folytonos?

Legyenek K, ..., K; nemiires belsejii konvex kompakt halmazok
Rben. Tegyiik f6l, hogy erésen vannak szepardlva, ami annyit jelent,
hogy barmely z; € Ki,...,xqy € Ky valasztasra az z,...,x4 pontok
affin burka hipersik R%ben. Legyen tovabba 0 < «; < 1 minden
i =1,..,dre. Egy H félteret a-vagasnak hivunk, ha vol(K; N H) =
a; - vol(K;) minden i-re (,,vol” a d-dimenzids térfogatot jeloli). Hany
a-vagas van?

Legyen « irracionalis szam, és jelolje
F={(z,y) €eR*:y > ax}

az y = ax egyenes altal hatdrolt zart félsikot. Legyen P(a,n) =
P(Xy,..., X, € F), ahol az X,, az orig6bdl indulé egyszert szimmetrikus
bolyongas a sikon (azaz: mindig 1/4 — 1/4 valdszintiséggel 1épilink egy
egységet valamelyik égtaj felé az el6z6 1épésektél fiiggetleniil, és P(a, n)
annak a valészintisége, hogy az elsé n lépésben végig az I félsikban
vagyunk). Bizonyitsuk be hogy P(a,n) nem fiigg a-tdl.

A megoldasok benyujtasdnak hatarideje 2006. november 6-an déli
12 6ra. A megolddsokat a Bolyai Janos Matematikai Térsulat
helyi tagozatandl kell benytjtani (ahol a titkar az atvétel idépontjat
igazolja), vagy ezen id6pontig ajdnlottan postdara kell adni a
versenybizottsag cimére:

Ruzsa Imre, Rényi Intézet
1053, Budapest, Realtanoda u. 13-15.

Ha a versenyzé az egyetemi tananyagban nem szereplo ismeretre
tamaszkodik, akkor az allitas pontos kimondasa és pontos hivatkozas
sziikséges. Tovabbi informacié a www.bolyai.hu/schweitzer.html
honlapon talalhaté.

A megolddsokat 2006 november 7-én, kedden 17 orakor az ELTE
lagymanyosi déli épiiletének (1117 Bp. Pédzmany Péter sétany 1/c)
0-312-es Gallai Tibor termében megbeszéljiikk. Minden érdeklodst
szivesen latunk.
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II. em 219).
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