A 2005. évi Schweitzer Miklés Emlékverseny feladatai

1. feladat. Jelolje [n] az {1,2,...,n} halmazt. Tetszéleges a,b € N
esetén jelentse G(a,b) a kovetkezo el6irassal definidlt (nem irdnyitott)
grafot: a csicsok (i, f) alaktak, ahol i € [a], és f : [a] — [b]. Egy
(1, f) és egy (4, g) csucsot akkor kot Ossze él, ha i # j, és f(k) # g(k)
pontosan a szigoriuan i és j kozotti k értékekre teljesiil, a tobbi k-ra
f(k) = g(k). Igazoljuk, hogy barmely ¢ € N esetén van olyan a,b € N,
hogy G(a,b) csicsai nem szinezheték jol ¢ szamu szinnel.

2. feladat. Legyen (a,)nen egész szamok olyan sorozata, amely minden
n > 2-re eleget tesz a

1-V5
2
egyenl6tlenségnek. Bizonyitsuk be, hogy (a,)nen periodikus.

0<a,_1+ Ap + ap1 < 1

3. feladat. Legyen o < 22 nemnegativ egész szam. Melyik a esetén
lesz a

8.1'23 o 5ay23 =1
egyenletnek a legtobb (z,y) egész megoldasa? Mit mondhatunk o > 23
esetén?

4. feladat. Legyen F' megszamlalhaté szabad csoport, és legyen F =
H, > Hy > H3 > ... az I csoport véges indexii részcsoportjainak
egy leszallo lanca. Tegyitik fel, hogy a lanc N;enyH; metszete nem tar-
talmazza F' egyetlen nemtrivialis normalosztéjat sem. Igazoljuk, hogy
léteznek olyan g; € F' elemek, amelyekre a HY* konjugdlt részcsoportok
szintén ldncot alkotnak, és M; HY" = {1}.

5. feladat. Legyen GL(n, K) a K test feletti linedris csoport ellatva
a K test egy x — |x| nem-archimedesi abszolut értéke dltal indukalt
topolégiaval. Igazoljuk, hogy ha az M € GL(n, K) matrixot tartal-
mazza GL(n, K) valamely kompakt részcsoportja, akkor M minden
sajatértéke 1 abszolut értéki.

6. feladat. Tegyiik fel, hogy az
SU,(C) = {( “ E}) cz,w € Co2Z +ww = 1}.
—w Z
matrixcsoport A elemének ¢! és e a B elemének pedig e/ és e~
a sajatértékei, ahol 0 < #; < 7. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ sajatértéke
AB-nek, akkor teljesiil a

‘91 — 92’ S 93 S min {91 + 92, 2m — (91 -+ 62)}

egyenl6tlenség.
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7. feladat. Legyen t € R. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor
létezik olyan 0 # A : R x R — R szimmetrikus, biadditiv fiiggvény,
melyre

Ate,x) =0, VzeR,
ha ¢t nem algebrai, vagy algebrai és a definidlé polinomjanak —t is
zérushelye.

8. feladat. Hatarozzuk meg mindazon ¢ : R, — R folytonos és
szigoruan monoton fiiggvényeket, amelyekre az

Fla.y) = o <~w(92 j: zw(y)) L <y90(:r; 1 ﬂyw(y)) .y R,

fiiggvény homogén, azaz F(tx,ty) = tF(zr,y) minden t,x,y € R,
esetén.

9. feladat. Igazoljuk, hogy ha 7, olyan komplex racionalis tortfiiggvény,
amelyben mind a szdmlald, mind a nevez6 fokszama legfeljebb n, akkor

1 1
i/ + ’ 2
ahol || - ||o az origd koriili a sugari koron vett szuprémumot jeloli.

10. feladat. Adott 5 nemzérus vektor a haromdimenziés euklideszi
térben. Bizonyitsuk be, hogy a paronként bezart szogeik osszege legfel-
jebb 6.

11. feladat. Legyen E : R™\ {0} — R, akdrhdnyszor differencidlhatd,
méasodfokt pozitiv homogén (azaz tetszéleges A pozitiv valés szam és
p € R"\ {0} pont esetén az E(\p) = A\2*E(p) reldciénak eleget tevd)
fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha az E”(p) : R" x R" — R madsodik
derivélt barmely p € R™\ {0} pontban nemelfajuld bilinedris forma,
akkor E"(p) (p € R™\ {0}) pozitiv definit.

12. feladat. Legyenek &1, . . ., &, fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszint-
ségi valtozok, S, = > _, &

(a) Legyen P(|&| < 1) =1, B =0, BE€ = 02 > 0. Mutassuk meg,
hogy minden u > 2no? szamra P(S, > u) < e Culosl/ no?) alkalmas
(univerzalis) C' > 0 szammal.

(b) Legyen specidlisan P({; = 1) = P(&§ = —1) = "—22, P& =0) =
1 — 0% valamely 1 > 0% > 0 szammal. Bizonyitsuk be, hogy léteznek
olyan By < 1, By > 1 és B3 > 0 konstansok, hogy ha valamely n > 1 és
u > 1 egész szamokra érvényesek a Bin > u > Byno? egyenlétlenségek,
akkor P(S, > u) > e~ Bsulog(u/no®)

Megjegyzés. A feladatok szovegében N a pozitiv egész, R a valds, R, a
pozitiv valés és C a komplex szamok halmazat jeloli.



