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. Tetszbleges a rendszédmra jeloljik H(a)-val azon f : a — {—1,0, 1} fiigg-
vények halmazat, amelyek csak véges sok helyen vesznek fel 0-t6] kilonbo6z6
értéket. Rendezziikk H(a)-t az utolsé eltérés szerint, azaz f,g € H(a) esetén
legyen f < g akkor, ha f(3) < g(8) teljesiil a legnagyobb 3 < a rendszamra,
amelyre f(8) # ¢(8). Bizonyitsuk be, hogy a (H(a),~<) rendezett halmaz
rendtipusa szétszort (azaz nem tartalmaz a raciondlis szdmok szokdsosan ren-
dezett halmazdval izomorf részhalmazt), tovibbd minden szétszért rendtipus
bedgyazhat6 valamelyik (H(a), <)-ba.

. Legyen G egyszeri, k-élosszefiiggd, n cstucsu graf, u és v pedig legyenek G
kiilonb6z6 csicsai. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik G-ben u és v k6zott k élidegen

ut, melyek barmelyike legfeljebb Tn élt tartalmaz.

. Az A = {igen, nem} halmazon értelmezett f : A™ — A fiiggvényt dontési
fuggvénynek mondjuk, ha

(a) mindegyik argumentumdat megvéltoztatva a fiiggvényérték is megviltozik;
valamint

(b) tetszblegesen vélasztott argumentuma helyébe a fiiggvényértéket helyet-
tesitve a figgvényérték nem valtozik meg.

Egy h : A™ — A fliggvényt hatalmi fiiggvénynek neveziink, ha van olyan ¢
index, hogy a fliggvény értéke mindig az i-edik argumentummal egyezik meg.

Azt az m : A®> — A fiiggvényt, amelynek értéke mindig az, ami az argumen-
tumok kozott legalabb kétszer fellép, nevezziik demokratikus fliggvénynek.

Mutassuk meg, hogy minden dontési fiiggvény el6dllithaté hatalmi és demok-
ratikus fiuggvényekbol Osszetett fiiggvényként.

. Adott n természetes szdmhoz tekintsiik azon A C Z,, halmazokat, amelyekre
az ry = uv egyenletnek nincs mas megolddsa az x,y,u,v € A maradékosztd-
lyokbél, mint az ¢ = u, y = v és az * = v, y = w trividlis megoldasok. Legyen
g(n) az ilyen A halmazok elemszdmanak maximuma. Bizonyitsuk be, hogy

g(n)

limsup=—= =1.

n—00 \/ﬁ

. Jeloljik a H C [0,1] halmaz Lebesgue-féle kiilsé mértékét A\(H)-val. Az
A C [0,1] x [0,1] halmaz vizszintes és fiigg6leges szekcidit AY-nal és A,-szel
jeloljik, tehdt AY = {z € [0,1] : (z,y) € A} és A, = {y € [0,1] : (z,y) € A}
minden z, y € [0, 1]-re.

(a) Van-e a [0, 1] x [0, 1] négyzetnek olyan AU B felbontdsa, amelyre AY véges
sok, 1/2-nél kisebb Gsszhosszisdgu szakasz egyesitése, és A(B;) < 1/2
minden z, y € [0, 1]-re?

(b) Van-e a [0,1] x [0, 1] négyzetnek olyan AU B felbontdsa, amelyre AY véges
sok, legfeljebb 1/2 Gsszhosszisigu szakasz egyesitése, és A(B;) < 1/2
minden z, y € [0, 1]-re?
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. Legyen K C R kompakt. Igazoljuk, hogy az alabbi két allitas ekvivalens:

(a) K minden z pontjdhoz taldlhaté olyan F, C R nem megszamldlhatd
halmaz, hogy

dist(Fg, Fy) > |z — y|

teljesiil minden z,y € K esetén;
(b) K nulla mértékii.

Legyen a komplex értékii F(z) fliggvény reguldris a komplex sik {0 < |z| < R}
kipontozott korlapjan. Szintvonalon értsiik a Re F(z) fiiggvény valamely szint-
halmazanak komponensét, tehat olyan maximalis 6sszefiiggé halmazt, amelyen
Re F(z) élland6. Jeloljik A(r)-rel azon szintvonalak uni6jit, melyek teljes
egésziikben a {0 < |z| < r} kipontozott korlapon helyezkednek el. Mutassuk
meg, hogy ha A(r) komponenseinek szdma r-t6l fiiggetlen korldt alatt marad,
akkor F'(z)-nek 0-ban legfeljebb pélus szingularitdsa lehet.

. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan c abszolit konstans, hogy minden n-pont,

altalanos helyzeti, sikbeli H ponthalmaz elemeit kiszinezhetjiik c-logn szinnel
ugy, hogy a sik barmely korlemeze, mely H-nak legalabb egy pontjat tartal-
mazza, H valamelyik szinosztdlyabdl pontosan egy pontot fed.

. Legyen M o6sszefiiggs, kompakt, C*°-differencidlhat6 sokasag, és jelolje C*° (M)

az M-en értelmezett sima valds fliggvények vektorterét. Legyen V < C*®°(M)
olyan altér, amely invaridns az M sokasig C'*°-diffeomorfizmusaira nézve, azaz
foh € V,valahanyszor f € V és h : M — M tetszbleges C*°-diffeomorfizmus.
Bizonyitsuk be, hogy ha V kiilonbozik a {0} és C*°(M) alterektdl, akkor pon-
tosan a konstans fiiggvényekbol 4ll.

Legyenek X7, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszinliségi valtozdk, melyek
kozos eloszlasa végtelen sok kiilonboz6 értékre koncentrdlt diszkrét eloszlas.
Legyen a,, annak a valészintisége, hogy Xi,... , X,+1 mind kiillonb6z6 értéket
vesz fel, feltéve, hogy Xi,...,X, killonbozs értékeket vettek fel (n > 1).
Mutassuk meg, hogy

(a) n — oo esetén a, szigorian monoton csokkenve tart 0-hoz; valamint

(b) a pozitiv egész szdmok tetszbleges 1 < f(1) < f(2) < ... részsorozatira
X1, Xo,... kozos eloszlasa megvalaszthaté ugy, hogy a

a
lim sup Hm) _ 1
n—oo Qpn

osszefiiggés teljesiiljon.

A feladatok beaddsdnak hatdrideje: 2002. november 18, 12h (CET). Ha a ver-
senyz6 olyan ismeretre tdmaszkodik, ami nem szerepel az egyetemi torzsanyagban,
akkor kérjiik, hogy pontosan hivatkozzon a forrasra. Tovabbi informécié a verseny-
kiirasban, ill. a http://www.cs.elte.hu/~schw02 weboldalon talalhaté.

2002. november 19-én, kedden délutdn 4 drai kezdettel a Rényi Alfréd Mate-
matikai Kutatdintézet nagytermében megbeszéljiik a verseny feladatait. Az intézet
cime: 1053 Budapest, Redltanoda u. 13-15. Minden érdekl6dot szivesen latunk.
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