A 2001. évi Schweitzer Miklés Emlékverseny feladatai

. Legyen f : 2° — R a véges S alaphalmaz részhalmazain értelmezett fiiggvény.
Igazoljuk, hogy ha S tetszéleges A, B részhalmazaira az f(A) = f(S\ A) és a
max{f(A), f(B)} > f(AU B) relacidk teljesiilnek, akkor f legfeljebb |S| kiilénb6z6
értéket vesz fel.

. Legyen a < —2 egész. Bizonyitandod, hogy barmely (g, 31 egészekhez egyértelmiien

vannak olyan 0 < qo,...,qr < o — a egész szdmok Ugy, hogy ¢ # 0 amennyiben
(8o, £1) # (0,0) és amelyekre
k
ﬂzIqu(oz—z)J, i=0,1
=0
teljestil.

. Hany minimélis balideédlja van egy K test feletti n x n-es M, (K) teljes matrix
gyurtnek?

. Legyen R = Z[t][vt? — 1]. Hatédrozzuk meg az R-beli egységeket.

. Bizonyitsuk be, hogy ha a pozitiv valés szamok halmazan értelmezett valos értéki
f fiiggvény minden pozitiv z,y értékre eleget tesz az

F(552) + 7 (22 = s+ )

egyenletnek, akkor minden pozitiv z,y szamparra

2f(Vry) = f(x) + fy)

teljestil.

. Legyen I C R nemiires nyilt intervallum, ¢ > 0 és f : I — R olyan fiiggvény, amely
teljesiti az

Jlte+ (1= 1)y) < tf@) + (L= Of @) +et@ -z -yl (eyelte01])

fiiggvényegyenlotlenséget. Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik olyan g : I — R
konvex fliggvény, hogy az ¢ := f — g fiiggvény e-Lipschitz tulajdonsagu, azaz

[£(z) = L(y)] < elz —y| (z,y € I).

. Legyenek ey, ... ,e, kozos végpontu félegyenesek a sikon. Mutassuk meg, hogy ha
nincs olyan u # 0 egész sitkon harmonikus fliggvény amely eltlinik az e; U---Ue,
halmazon, akkor van két index i és j, hogy mar olyan u % 0 egész sikon harmonikus
fiiggvény sincs amely eltiinik az e; U ej-n.
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Legyen H komplex Hilbert-tér. Az A korlatos linearis operatort pozitivnak nevezziik
ha (Az, z) > 0 teljesiil minden = € H esetén. Jelolje v/A az A pozitiv négyzetgyokét,
azaz azt az egyértelmiien meghatarozott pozitiv operatort, melyre (\/Z)2 = A.
Vezessiik be a pozitiv operatorok halmazan az

Ao B =+VABVA

moédon definialt miuveletet. Mutassuk meg, hogy adott A, B pozitiv operatorokra
az

(AoB)oC =Ao(Bo()
egyenl6ség pontosan akkor teljesiil minden C' pozitiv operator esetén, ha AB = BA.

Jelolje H a hiperbolikus sikot, I(H) pedig annak egybeviagésig csoportjat. Legyen
O € H egy kivalasztott kezdopont. Hatarozzuk meg azokat a folytonos o : H —
I(H) leképezéseket, amelyek eleget tesznek az alabbi feltételeknek:

(a) 0(O) = Id, valamint minden X € H pontra ¢(X)O = X teljesiil,
(

b) minden O-tdl kiilénb6z6 X € H pontra a o(X) egybevagisdg paraciklikus
eltolas, azaz invariansan hagyja egy kozos végtelen tavoli pontu paraciklus
sereg minden elemét,

(c) tetszbleges P, Q) € H pontokhoz létezik egyetlen olyan X € H pont, amelyre
o(X)P = Q teljesiil.

Igazoljuk, hogy a fenti tulajdonsigi o : H — I(H) leképezések egy pont kivételével
differencialhatok!

Mutassuk meg, hogy ha egy 0sszefiiggd, seholsem zérus metszetgorbiiletii Riemann
sokasdgon adott szimmetrikus (1, 1)-tenzornak a Levi-Civita konnexié szerinti ko-
varians derivéltja eltlinik, akkor a tenzor az egységtenzor konstansszorosa.

Legyenek a &k, ,), k1, ko € N, valdsziniiségi valtozok egyenletesen korlatosak. Le-
gyen ¢;, | € N, pozitiv valésak szigorian novekvd, végtelenhez tartd sorozata ugy,
hogy ¢;11/¢; korldtos. Legyen tovdbba d; = log(cl+1/cl), [ € N, és tegylik fel, hogy
D, =5%"",d 100, han— oo

Tegyiik fel, hogy létezik C' > 0 és € > 0 ugy, hogy

2 —(1+4<)
Cmax ki,l;
’E{f(khlﬁ)g(h,lz)” < C H{10g+ 10g+ (#> } )
=1

Cmin{k;,l;}

minden (k1, ko), (I, 12) € N? esetén (log, a természetes alapi logaritmus fiiggvény
pozitiv része). Léassuk be, hogy

n1—>oo Z Z dk1dl€2 (k1,k2) =0

ng—00 TL TLQ kl 1](32 1

majdnem biztosan.



