Az 1999. évi Schweitzer Miklés Emlékverseny feladatai

1. feladat. Nevezziik kornek a sik egy A részhalmazat, ha van olyan pont,
hogy minden ebbdl kiindulé félegyenes az A halmazt egy pontban metszi.
Igazoljuk, hogy a sik lefedhet6 megszamlalhaté sok korrel.

2. feladat. Legyen ¢ > 0. Igazoljuk, hogy minden elég nagy n természetes
szamhoz vannak olyan x,y, z természetes szamok, hogy n? + 22 = y? + 22,
és amelyekre y, z < (1 +&)n/v/2.

3. feladat. Bizonyitandé, hogy barmely véges G grafhoz van egy ¢(G) > 0
konstans tgy, hogy minden n-ponti grafban, melynek nincs G-vel izomorf
feszitett részgrafja, van két, egyenként legaldbb n®%) elemti diszjunkt cstics-
halmaz, melyek kozt vagy minden él be van htuzva, vagy pedig egyetlenegy
él sem fut.

4. feladat. Az egész szamok halmazanak egy f permutacidjat korlatosnak
nevezzilk, ha |z — f(z)| korlatos. A korlatos permutédciék a permutdcié-
szorzassal egy W csoportot alkotnak. Mutassuk meg, hogy a racionalis
szamok additiv csoportja nem izomorf W egyetlen részcsoportjaval sem.

5. feladat. Legyen a > —2, és egy n természetes szdmra legyen y1,...,y, a
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egyenletrendszer megolddsa. Igazoljuk, hogy y;_1y;41 < y]2- teljestil minden
1 < j < n indexre.

6. feladat. Mutassuk meg, hogy minden 1-periédusi L?(0, 1)-be esé f valds
fiiggvényhez 1étezik harom ugyanilyen tulajdonsagi g1, g2, g3 fiiggvény gy,
hogy valamilyen ¢y, 1, ¢2, c3 konstansokkal
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f(x)=cy+ Z (gi(z + ;) — gi()).
i=1
7. feladat. Legyen adott az f : R — R folytonos fliggvény a tf(t) > 0
(t # 0) tulajdonsaggal. Igazoljuk, hogy létezik egy nem azonosan nulla
differencialhat6 y : [0,00) — R fiiggvény, melyre y'(t) = f(y(t — 1)) teljesiil
minden ¢ > 1 szdmra, és y zéréhelyeinek halmaza nem korlatos.

8. feladat. Adott a C' kor belsejében egy T" haromszoglemez. Igazoljuk, hogy
nem létezik olyan zart konvex halmaz a C' belsejében, amelyik kiilonbozik
T-t6l, de a C korvonal minden pontjabol ugyanakkora szog alatt latszik,
mint 7.

9. feladat. Legyen Py,..., P, illetve Q1,...,Q, a sik két konvex sokszoge
ellentétes koriiljarassal. Bizonyitandd, hogy van olyan egyenes, amely a
PQq, ..., P,Q, szakaszok mindegyikét metszi.
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10. feladat. Legyen M = F| x --- X Fy k darab sima zart feliilet (2-
dimenzids, C*°, kompakt, dsszefiiggd, hatar nélkiili sokasdg) szorzata, mely
feliiletek koziil pontosan s darab nem iranyithaté. Bizonyitsuk be, hogy M
bedgyazhaté R?++5+1 be.

11. feladat. Legyenek {U,1,...,U,n}o2, teljesen fliggetlen, a [0,1] inter-
vallumon egyenletes eloszlasu véletlen valtozok, és a > 1 esetén tekintsiik a
H, = {[n*Uni],...,[n*U,n|} halmazokat, ahol [-] az egész részt jeloli. Iga-
zoljuk, hogy a H,, N (Uss_, 1 H,,) halmazok elemszdmai akkor és csakis akkor
alkotnak majdnem biztosan korlatos sorozatot, ha o > 3.

A feladatsort Maréoti Miklés gépelte jra.



