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Az el6adasvazlat a Diszkrét matematika II1. (informatikusoknak) targyhoz késziilt. A megfelel6 témakorokhoz
a 2020-ban tartott online el6adasok videoit illesztettiik be. Az el6adéason szerepls fogalmak gyakorlasara szolgal-
nak az itt taladlhato feladatsorok.


https://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/okt/dimat3/Dimat3felsor_kidolg.pdf
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1. PERMUTACIOK >3<

1. Permutaciok

Vide6: |Permutaciok megadasa

1.1. Definici6é. Az A halmaz permutacidin a 7w: A — A bijektiv leképezéseket értjiink. TetszSleges n pozitiv
egészre az {1,...,n} halmaz Gsszes permutaciéinak halmazat S, -nel jeloljik.

1.2. Jeldlés. A 7 € S,, permutéciot megadhatjuk kétsoros irasmoddal
o 1 2 ... n
" \Im 2n -+ nm)’

7-[:{(1)17-[)> (2)27T)> L) (TL,TLT[)}.

vagy elemparok halmazaként:

1.3. Példa. Ha o € S3 az a permutécid, amelyre Ta =2, 2a =1 és 3oc = 3, akkor
12 3
*= (z 1 3) =1{(1,2), (2,1), (3,3)}
1.4. Példa. Nem minden leképezés permutécio, példaul a
12 3
v <3 L 3) ={0,3), 2,1), (3,3))

leképezés se nem injektiv (mert az 1 és 3 elemeknek ugyanaz a képe) se nem sziirjektiv (mert az érkezési halmaz
2 elmének nincsen Gse).

1.5. Tétel. |Sy| =n!
1.6. Példa.

12 3\ (1 2 3\ (1 2 3\ (1 2 3\ (1 2 3\ (1 2 3
12 3)°\2 1 3)°\3 2 1)°\1 3 2)°\2 3 1)°\3 1 2}~

Video: ‘ Permutaciok szorzésa‘

123\, . (123
x={, 7 3)8B=1{, 3

permutéciok szorzatat. Tudjuk, hogy minden x elemre x(xf) = (x)p (ez a leképezés szorzas definicidja). Tehat

1.7. Példa. Szamoljuk ki az

Hap) = ()P =26 = 3,
2(«f) = (2x)p = 1B =2,
3(xp) = Bx)p =3p =1,

123
“B_<3 2 1>'

Most kiszamoljuk a B« szorzatot is (a zardjelek elhagyasaval):

azaz

MPBa=2a=1,
2o =3 =3,
Pa=Ta=2,


https://www.youtube.com/watch?v=RgvvEXERG6k
https://www.youtube.com/watch?v=oULSR0D4EIY
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123
B“:<1 3 z)'

Vegyiik észre, hogy «f3 # P, azaz a permutaciok szorzasa nem kommutativ. Végezetiil kiszamoljuk f inverzét.
Mivel

azaz

5=(3 3 7) =102 23, G
ezért

B =1{(2,1), (3,2), (1,3)} ={(1,3), (2,1), (3,2)} = G, % i) '

Természetesen B és B~ szorzata az identikus leképezés:

_ _ 1 2 3

1.8. Tétel. (S,,;0) csoport.

1.9. Definicio. A @ € S,, permutéci6 az x € {1,...,n} elemet mozgatja, ha xm # x. A 7w € S, 4altal mozgatott
elemek halmazat Mp-vel jeloljiik, azaz

Mr={xe{l,...,n}:xm#x}.

(1 2 3
“=1{21 3

permutacié altal mozgatott elemek halmaza My = {1, 2}.

1.10. Példa. Az

1.11. Kérdések. Hany olyan 7 € So permutécié van, amelyre

1. My :{233»5}7
2. [Mn| =1,
3. IMy| =2,
4. My =37

1.12. Definici6. A 7, 0 € S,, permutéciokat idegennek nevezziik, ha M, N Mg = 0.

1.13. Kérdések.
1. Az S, halmazon az ,idegenség” relaci6 reflexiv, szimmetrikus, illetve tranzitiv-e?
2. Hany olyan permutaciéja van S4-nek, amely az (123 %) permutéciéval idegen?

3. Van-e olyan permutéacio, amely idegen az inverzével?

1.14. Tétel. Ha a m, 0 € S,, permutaciok idegenek, akkor
1. o = om, és

2. (mo)* = mkok

minden k egészre.

Video: ‘Ciklus definicioja

1.15. Definici6. Legyen n > k > 2, és az aj,...,ax € {1,...,n} elemek paronként kiilonbozsek. Ekkor azt a
7T € S, permutaciot, amelyre

a;7m = ap,

a7 = as,

ax—17 = Ak,

QT = as,
és xt = x minden x € {1,...,n}\ {a,...,ax} elemre, ciklusnak nevezziik és réviden igy jeloljiik:
T = ((l] az; --- (lk).

A k szamot a ciklus hosszanak nevezziik. A 2 hosszisagu ciklusokat transzpozicioknak hivjuk.


https://www.youtube.com/watch?v=2X-Mis5JUQY
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(1 2 3
“=1{2 1 3

permutacio ciklus, mivel a k =2, a; =1 és ay = 2 valasztéassal éppen ezt a permutaciot kapjuk, azaz o = (1 2).
Mivel « hossza éppen 2, ezért « transzpozicié is. A

123
B_<z31)

1.16. Példa. Az

permutacio szintén ciklus, és f = (1 2 3).

1.17. Kérdések.
1. Mi az (a; az --- ay) ciklus altal mozgatott elemek halmaza?
2. Igaz-e, hogy ha 71, 0, T € S; paronként idegen permutaciok, akkor (mo1)® = m°0>1°?

1.18. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy egy permutécio ciklusos alakban valdo megadasa nem egyértelmi! Egy-
részt ugyanazt a permutaciot tobbféleképpen is felirhatjuk ciklusként:

(123)=(231)=(312).

A masik probléma pedig az, hogy az (1 2 3) permutéciorél nem tudjuk eldonteni, hogy az S3 vagy esetleg az Sy
csoport eleme-e. Természetesen ha S3-beli permutaciokrol beszéliink, akkor

1933,

123 4
“23):(2 301 4)’

és ez a két permutacié nem ugyanaz. Ugyan ez a probléma az identikus permutacio ,,id” jelélésével is, arrél sem
lehet eldonteni, hogy melyik permutaciécsoportban hasznaljuk.

viszont S4-ben mar

1.19. Példa.

S] :{ld})
Sz ={id, (1 2)},
S3 =1{id, (1 2),(1 3),(2 3),(1 23),(3 2 1)}

1.20. Kérdések.

Hény transzpozicié van S4-ben?

Hany 3-hosszisagu ciklus van S4-ben?

Hény 4-hosszusagu ciklus van S4-ben?

Hény 1-hosszusagu ciklus van S4-ben?

Hény ciklus van S4-ben?

Hény olyan permutacié van S4-ben amely nem ciklus?
Hany n-hosszisagu ciklus van Sy,-ben?

NOo e W=

1.21. Példa. Természetesen nem minden permutacié ciklus, vegyiik példaul a
o 12 3 45
“\2 31 5 4
permutaciot. Tegyiik fel, hogy 7t ciklus, és tekintsiik azt az esetet, amikor a; = 1. Ekkor a;7t = 2, azaz a; = 2,
tovabba a7 = 3, azaz a3 = 3. A kivetkezd 1épésben azt kapjuk, hogy azm =1 ami éppen egyenls a;-gyel, azaz
k =3 és az (1 2 3) ciklust kaptuk. Viszont 7t toébb elemet mozgat mint 3, tehat 7w nem egyenld (1 2 3)-mal, azaz

a; # 1. Minden més esetben hasonlé ellentmondasra jutunk.

Persze m el6all ciklusok szorzataként:
n=(123)45).

Video: ‘ Ciklusokra val6 felbontas



https://www.youtube.com/watch?v=FBRW7qh-QPY
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1.22. Tétel. Minden S, -beli permutaci6 elGall paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az elallitas a té-
nyezdk sorrendjétsl eltekintve egyértelmien meghatarozott. (Az identikus permutaciot ciklusok tires szorzatanak
tekintjiik.)

1.23. Példa. Adjuk meg a m = (5 2 3 4)(1 3 5)(4 3 7) permutéciot paronként idegen ciklusok szorzataként.
Tekintsiik azokat az elemeket, melyeket a szorzat valamely tagja mozgat: {1,2,3,4,5,7}. Vegyiink ki ezek koziil
egyet, mondjuk az 1-et, és szamoljuk ki, hogy ezt a 7 permutécié milyen elemekbe viszi at:

Im=1(5234)(135)(437)=1(135)(437)=3437)=7.
Folytassuk a kapott elemekkel, azaz

/m=7(5234)135)(437)=7(135)(437)=7(437)=4,

4n=4(5234)(135)(437)=5(135)(437)=1437)=1.

Visszaértiink ahhoz az elemhez, amibdl kiindultunk, tehat megvan az els§ ciklusunk: (1 7 4). A maradék
elemekbdl vegyiik a kovetkezét, mondjuk a 2-t, és szamoljuk ki hogy ezt 7t milyen elemekbe viszi at:

2m=2(5234)(135)(437)=3(135)(437)=5(437) =5,
5m=5(5234)(135)(437)=2(135)(437)=2(437) =2,

azaz a méasodik ciklus a (2 5) transzpozicié. Kimaradt még a 3, amelyre elvégezve a szamolast azt kapjuk, hogy
3n=35234)(135)(437)=4(135)(437)=4(437) =3,

azaz Tt a 3-at nem mozgatja, tehat ezt az elemet figyelmen kiviil hagyhatjuk. Tehat 7t paronként idegen ciklusok
szorzatara bontott alakja m= (17 4)(2 5). Ezt a szamolast nem irjuk le altalaban, hanem fejben végezziik el!

1.24. Kérdések. Hany olyan permutacié van G-ben, amelynek paronként idegen ciklusok szorzatara bontott
alakja P alaku:

1. G=54,P=( ),

2. G=55P=(")( ),

3.G=S5,P=()(- - )7

1.25. Tétel. Tetszoleges m= (a7 ay -+ ax) € Sy ciklusra
L' =(ax ax—1 -+ ar),
2. ¢ =id,

3. Hai=j (mod k), akkor 7" = 70.

Video: ‘Ciklusokkal valé szamolas

1.26. Példa. Kiszamoljuk az ((1 2 3 4)(5 6 7)(8 9))~%2 permutaciot paronként idegen ciklusok szorzataként.
Mivel az (123 4), (567) és (8 9) ciklusok paronként idegenek, ezért

(1234)(567)(89) %2 =(1234)2(567)"%%(89) 2.
Az (12 3 4) ciklus hossza 4 és a —22-edik hatvanyét keressiik. Mivel —22 =2 (mod 4), ezért
(1234)722=(1234)2=(13)(24).
Hasonloan —22 = —1 (mod 3), illetve —22 =0 (mod 2), azaz
567722 =(5567""=(765), és
(89722 =(89°=id.

Tehat
(1234)(567))22=(13)(24)(765).

1.27. Példa. Oldjuk meg az
(132)25)m(457)=(26)

egyenletet. Az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a permutaciéval ugyanarrol az oldalrol beszorozhatjuk.
Elgszor balrél szorzunk (1 3 2) inverzével:

(132)7'132)25)r(457)=(132)"26),


https://www.youtube.com/watch?v=O20yvYK_70U
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azZaz
(25)n(457)=(231)(26).

Ezt folytatva azt kapjuk, hogy
n=(52)(231)(26)(754),

amit a szokdsos modon paronként idegen ciklusok szorzatara bontunk: 1= (531624 7).

Videé: ‘Perlnutéci()k paritasa

1.28. Tétel. Tetszbleges ciklus felirhatd transzpoziciok szorzataként, mégpedig
(a1 az a3 -+ ax) = (a1 az)(ay az) - (a7 ax).

Kovetkezésképpen, minden permutacio transzpoziciok szorzatéra bonthato (de ez altalaban nem egyértelm).

1.29. Példa. (1 23 4)(5 6) = (1 2)(1 3)(1 4)(5 6), de mivel (123 4) = (234 1), ezért (123 4)(5 6) =
(23)24)(21)(56), vagy (123 4)(56) = (23)(56)(24)(2 1), mert idegen transzpoziciok feleserélhetdk.

1.30. Tétel. Minden permutacié vagy csak paros vagy csak paratlan sok transzpozicié szorzataként irhato fel.

1.31. Definicio. A 7 € S;, permutaciot parosnak nevezziik, ha felbonthato paros sok transzpozicié szorzatara.
A nemparos permutéciokat paratlannak nevezziik. Tovabba definialjuk:

+1, ha 7 péros,

sgn(()ﬂ){

—1, ha 7 paratlan.

1.32. Kérdések. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak?
Az identitas péaros.

Minden transzpozicié paratlan.

Minden paros hossza ciklus paros.

Minden paratlan hosszu ciklus paros.

Péros permutaciok szorzata paros.

Paratlan permutaciok szorzata paros.

Paros és paratlan permutécié szorzata péaratlan.

Paratlan permutaciok inverze paratlan.

PN oUW

1.33. Példa. Megmutatjuk, hogy a 4 x 4-es tologatos jatékban a baloldali kezdGallasbol nem lehet elGallitani a
jobboldalit:

1 2 3| 4 2 1 3| 4
) 6 7|8 5 6 7] 8

A= 9 (10 | 11 | 12 B= 9 |10 | 11 | 12
13| 14| 15 13114 | 15

A jaték minden allasdhoz hozzarendeljiik az S1¢ csoport egyik elemét, mégpedig tgy, hogy az iires mezd helyébe
a 16-os szamot képzeljiik, és a kapott

aj az as as
as ae az as
as ao ar a2

as aiq ais ai1e

tablazatot felhasznalva képezziik a

. _( 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 )
' a; a a3 a4 A4s Gg Gy d4g Q9 Gjp A1 Q12 @13 A4 Q15 Qi

permutaciot. Vegyilik észre, hogy ha egy allapotban eltolunk egy négyzetet, akkor lényegében felcseréltiik a
16-0s szamot valamely mésik szammal. Tehéat egy transzpoziciot hajtottunk végre, azaz az allapothoz rendelt
permutacié paritdsa megvéltozik. Mivel mind az A, mind a B allapotban az iires mez& a jobb alsé sarokban van,
ezért biztos, hogy péros sok lépest kell megtenniink A-bol B-be (ugyanannyiszor kell a 16-os szamnak felfelé és
lefelé, illetve balra és jobbra mozognia). Paros sok lépes soran a hozzarendelt permutécié paritasa nem valtozik.
De az A kezdgsallapotra ma = id ami péros, mig a jobboldali 4llapotra 7tg = (1 2) ami paratlan. Tehat nem lehet
az A allapotbol a B allapotba jutni.


https://www.youtube.com/watch?v=kigsxkfU1UI
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1.34. Definicié. Az S, csoportot az n-edrend szimmetrikus csoportnak nevezziik. A péaros permutéaciok A, =
{m € S, : 7 paros } halmaza szintén csoportot alkot, amelynek neve az n-edrendt alternalé csoport.

1.35. Kérdések.
1. Hany péaratlan permutacié van S3-ban?
2. Hany paros permutacioé van S3-ban?
3. Hany paratlan permutécié van Sq-ben?
4. Hany paros permutacié van Si-ben?

1.36. Tétel. Tetszoleges n > 2 egészre |An| = %’
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2. Rang, altér

Video: ‘Determinéns permutaciokkal

2.1. Tétel. Legyen T test, és A = (a;,j) € T™*™ tetszdleges négyzetes matrix. Ekkor
|A| = Z sgn (() 0) 1,10 - Q2,26 """ Anyno-
oESH

2.2. Példa. n = 2 esetén:

a1 a2

a =sgn (()id) - arraz2 +sgn (()(1 2)) - arzaz21 = ajjaz — azaz;.
21 a2

n = 3 esetén:

arr a2 a3
a1 az2 azz|=sgn(()id) - ajrazzaszz +sgn(()(1 2)) - arz2az1a33 +sgn (()(1 3)) - ar3azz2a3;
a1 asz asz

+sgn (()(2 3)) - arrazzazz +sgn(()(1 2 3)) - arzazzazr +sgn(()(1 3 2)) - ajzaziaz
= 71022033 + 012023037 + Q713027032 — @120271033 — A13022037 — 71023032,

ami éppen a Sarrus-szabaly.

2.3. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak tetszdleges T testre?
|A] > 0 tetszoleges A € T™*™ matrixra.

Tetszbleges A € T™*™ métrixra |A] € T.

Ha A € T"¥% ¢s B € T**™ akkor AB € C™*™,

Ha A € T"*™ és B € T"*™, akkor |AB| =|A| - |B].

Ha A € T"*™ és B € T™*™, akkor |A + B| = |A| + |B|.

Ha A e T"*™ és A € T, akkor AA| = A™A|.

Ha az A € T™*™ matrix valamely oszlopaban csupa nulla elem van, akkor |A| = 0.

Ha A € T™*™ triangularis, akkor |A| a f6atlon elhelyezkedd elemek szorzata.

Az A € T™ matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha |A| # 0.

©C XN OAE W

2.4. Definici6. A kovetkezs specialis alakt . x n-es determinanst Vandermonde-determinansnak nevezziik:

T x x3 o X!

T x2 x5 ... X3!
Vixiy.ooyxn) = .

T xn X2 xn—1

Ertéke az alabbi képlet szerint szamolhato:

V(Xh"wx‘n) :H(Xi_xj)-

j<i

Video: ‘Vektorrendszer rangja

2.5. Definici6. A T test feletti V vektortér vq,..., vy vektorrendszere linearisan fiiggetlen, ha pontosan akkor
teljesil, hogy Aqvi 4+ -+ +Aeve =0, ha A = -+ = A =0, azaz csak a trividlis linearis kombinacio allitja el6 a

0-t. Kiilonben a vektorrendszer linearisan fiiggd.

2.6. Definicié. A T test feletti V vektortér vq,...,vx vektorrendszer linedrisan fiiggetlen részrendszereinek
maximalis elemszamat a vektorrendszer rangjanak nevezziik, és v(vq, ..., vi)-val jeloljiik.

Video: ‘Métrixok rangja



https://www.youtube.com/watch?v=KbnIX12PeJc
https://www.youtube.com/watch?v=aug1jR2cx4M
https://www.youtube.com/watch?v=3fmfdiLqs-w
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2.7. Definicio. Az A € T™*M-es matrix sorrangja az A sorai altal alkotott vektorrendszer rangja, oszloprangja
az A oszlopai altal alkotott vektorrendszer rangja.

2.8. Definicié. Legyen A € T™*™ tetszbleges T test feletti métrix és r < m,n egészek. Az A matrix r-edrendd
aldeterminansainak az A matrix tetszdleges r sorat és r oszlopat kijelolve, majd a kijel6lt sorok és oszlopok talal-
kozasaban 1év6 elemekbdl alkotott r x r-es matrixok determinansait nevezziik. Az A matrix determinansrangja
a nemelfajulé (nem nulla) aldeterminansainak a maximaélis rendje.

2.9. Példa. Szamoljuk ki az

1 2 4 8 0
01 2 3 0
1 3 9 27 0
A=lo 2 4 6 o
1 -1 1 -1 0

1 5 25 125 0

méatrix determinansrangjat. A rang maximum 4 lehet, mert ha az utols6, csupa nulla oszlop benne van egy
aldeterminansban, akkor annak értéke 0. Viszont azokat a sorokat kivalasztva, amelyek 1-gyel kezd6dnek az

1T 2 4 38

1 3 9 27
T -1 1 -1
1 5 25 125

aldeterminanst kapjuk, amely éppen egy Vandermonde-determinéns, ezért értéke
B=2)(=1=-2)(56-2)(-1-3)(5-3)(5—(-1)) #0,
tehét az A matrix determinansrangja 4.

2.10. Tétel (Rangszamtétel). Tetsz6leges matrix sor-, oszlop- és determinansrangjai megegyeznek.

2.11. Definicié. A rangszamtétel szerint tetszéleges A métrix sor-, oszlop-, és determinénsrangja megegyezik.
Ezt a szamot nevezziik az A matrix rangjanak, és r(A)-val jeloljiik.

Tm>M matrixra a kovetkezd allitasok ekvivalensek:

2.12. Kovetkezmény. Tetszbleges A €
L. Al #0,
2. A oszlopvektorainak rendszere linearisan fiiggetlen,
3. A sorvektorainak rendszere linearisan fiiggetlen,

4. r(A) =n.

2.13. Tétel (Kronecker-Capelli-tétel). Tetszoleges T test, A € T™™ és b € T™ esetén az Ax = b linearis
egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha r(A) = r(Alb).

Video: ‘Alterek és bazis ‘

2.14. Definicié. A vq,..., vy vektorok altal generalt altér elemei a vy, ..., vy vektorok linearis kombinéciojaként
elgallo vektorok. Jele: [vi,...,vi].

2.15. Definici6é. Egy T test feletti V vektortérben a vy,..., v vektorrendszer az U altér bazisa, ha a vek-
torrendszer linearisan fliggetlen és generatorrendszer (U = [vy,...,vi]). A bézis elemszama a dimenzio. Jele:
dim(U).

2.16. Tétel. Egy T test feletti V vektortér barmely vy, ..., vy vektorrendszere esetén
T(V],. ..,Vk) = dim[w,. ..,Vk}.
2.17. Definici6. Két vektorrendszert ekvivalensnek nevezziik, ha ugyanazt az alteret generaljak.

2.18. Definici6. A vektorrendszerek elemi atalakitasai a kovetkezok:
1. tetszbleges v; vektor nemnulla A € T skalarral valo szorzasa

Viyee s Vie 1y Vis Vi Ty ooy Vk ~ VIyee oy Vie 1, AV Vig 1, .0, Vi


https://www.youtube.com/watch?v=nTwlzr-b7ko
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2. tetszéleges v; vektor tetszbleges A € T skalarszorosanak egy masik v; (j # 1) vektorhoz valé hozzaadasa
Viyeo 3 Vi—1y Vi Vil e ey Vi ~ vl,...,vj,1,)\vi+vj,vj+1,...,vk
3. nulla vektor elhagyasa (hozzavétele)
Vh-'-)vifhgyviJr])'-')vk ~ Vi ey Vi1, Vigty ey Vi

2.19. Tétel. Két vektorrendszer akkor és csak akkor ekvivalens, ha elemi atalakitasok sorozataval egymésba
alakithato. Tehat tetszGleges generatorrendszer elemi atalakitasok sorozataval bazissa alakithato.

2.20. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak véges dimenzids vektorterekben?
Ekvivalens vektorrendszerek elemszama megegyezik.

Elemi atalakitasok megforditottja is elemi &talakitas.

Barmely két linearisan fliggetlen vektorrendszer elemi atalakitasok sorozataval egymasba alakithatok.
Barmely két generatorrendszer elemi atalakitasok sorozataval egymésba vihetdk.

Két azonos vektor koziil az egyiknek az elhagyasa elemi atalakitasok sorozataval megvalosithato.

CU W

Video: ‘ Alterek nlegadésa‘

2.21. Példa. Az R?* vektortérben megadjuk az (1,1,2,—1), (—=2,1,0,1) és (—3,3,2,1) vektorok &ltal generalt U
altér bazisat. Ehhez a generald vektorokat egy matrix soraiba beirjuk, majd a matrixon sorokon végzett elemi
atalakitasokkal elvégezziik a Gauss-eliminéaciot. Az elemi atalakitasok nem véltoztatjak meg a generalt alteret,
tovabba kénnyen lathato, hogy a Gauss-eliminaci6 soran kapott nemzéré vektorok linearisan fiiggetlenek. Igy az
eljaras végén egy béazist kapunk.

] 1 2 - ] 12 )12 1] o 2 -2
210 ][0 Ble a)-(ome 3]0
-3 3 2 1 0 6 8 -2 0 6 8 -2 0 0 0 0

Azaz U kétdimenzios és az (1,0, %, —%), (0,1, %, —%) vektorrendszer béazis.

2.22. Megjegyzés. Az el6z6 példaban szerepls (1,1,2,—1), (—2,1,0,1), (—3,3,2,1) vektorrendszer rangjat is
meghataroztuk, ugyanis a 2.16. tétel szerint:

T((],],Z,—”) (_2)])0)])) (_3)3)2>])) = dlm(u) =2.

Mivel a vektorrendszer 3 elemi, igy a rang definicioja alapjan azt is megkaptuk, hogy a vektorrendszer linearisan
fliggd.

2.23. Példa. Az 2.21. példaban szerepls U alteret megadjuk egyenletek segitségével is. Tudjuk, hogy az altér

minden eleme a baziselemek linearis kombinacidjaként elGall, azaz

2 2 4 1
U= {X'(1»())3»—3)4'9'(0)1,3»—3)~X>U ER}

2 4 2 1
- { (X>U)§X+ gy»—§X—§U) %Yy € R}

=< (x1,%2,X3,X4) : X —gx —&-ﬂx X ——%x — =X
= 1)2)3»4'3*3132)4*3132

=< (x1,%x xx)'%x —|—ix —x —0X+%X —|—1x -0
- la2)3»4-3132 3 —VYy X 3132— .

Az utols6 halmazt nevezziik az altér egyenletekkel val6 megadésanak.

2.24. Példa. Az el6z6 példaban lattuk, hogy hogyan lehet egy generald vektorokkal megadott alteret egyenle-
tekkel leirni. Most ennek a forditottjat fogjuk elvégezni. Tekintsiik a R* vektortérben a

V ={(x1,%X2,X3,%4) : 22x7 —%x2 +3x3 =0, 8x1 +x3+%x4 =0, 4x7 +2x3 +6x4 =0}

alteret. Az egyenletek koziil valamelyiket kivalasztva (mondjuk az elsst) kifejezziik az egyik valtozot (mondjuk
az X2-t) a tobbi segitségével, azaz
X = 22x7 + 3x3.


https://www.youtube.com/watch?v=qXQlvrw8q14
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Azt kaptuk, hogy x, kotott valtozod (azaz a tobbi ismeretében kiszamithato). Ezt a valtozot visszahelyettesitve
a tobbi egyenltebe kapjuk, hogy

8x1 +x3+x4 =0, 4x1 +2(22x7 + 3x3) + 6%4 =0,
azaz
8x1 +x3 +x4 =0, 48x7 + 6x3 + 6x4 = 0.

Megint kivalasztunk egy egyenletet (mondjuk az elsét), és kifejeziink egy valtozoét (mondjuk xz-at) és kapjuk,

hogy
X3 = —8X1 — X4

szintén kotott valtozo. Ezt visszahelyettesitve a maradék egyenletbe
48x1 + 6(—8x7 —x4) + 6%4 = 0,

amit egyszertsitve azt kapjuk, hogy 0 = 0, ami mindig teljesiil. Az egyenletek elfogytak, az x; és x3 valtozok
kotottek, a tobbi valtozo (azaz az x1 és x4) szabadon valaszthat6. A szabadon valaszthato valtozok szama adja
a dimenziot, azaz dim(V) = 2. A homogén linearis egyenletrendszert megoldhatjuk Gauss-eliminécidval is. A
szabadon valaszthato valtozokba behelyettesitjiikk a 0 és 1 értékeket tgy, hogy mindig egy szabadon valaszthato
valtozo kapjon 1 értéket. Igy

x1 =1, x4 =0, x3=—8-1—-0=-38, x2=22-1+43-(-8) =-2,
x7 =0, x4 =1, x3=—8-0—1=-—1, x3=22-0+3-(—1)=-3.

A kapott vektorok (1,—2,—8,0) és (0,—3,—1,1) alkotjak az altér bazisat.

2.25. Megjegyzés. Ha homogén linearis egyenletrendszerrel megadott altér esetén keressiik a generatorrend-
szert, akkor az egyenletrendszer megoldasara hasznalhaté a Gauss-eliminacio is.

Video: ‘Alterek metszete és Osszege

2.26. Tétel (Alterek dimenziotétele). Ha U és V véges dimenzids altér valamely vektortérben, akkor U NV és
U 4V is véges dimenzios, és

dim(UNV)+dim(U+ V) = dim(U) + dim(V).

2.27. Példa. A 2.21. és 2.24. feladatokban megadott U és V alterekre kiszamoljuk UNV dimenziojat és megadjuk
egyenletek segitségével. Mind az U, mind a V altereket méar megadtuk egyenletek segitségével. Az UNV altérben
azon vektorok vannak amelyek mind két egyenletrendszerben eléfordulo egyenletet teljesitik, azaz

2 4 2 1
unv ={(x1,x2,x3,%4) : gX] + §X2—X3 =0, x4 + gX] + gxz =0,

22x1 —x2 +3x3 =0, 8x1 +x3 +x4 =0,4%x7 +2x3 +6x4 =0},

Itt a 2.24. példahoz hasonloéan az egyenletek visszafejtésével meghatarozzuk a kotott és szabad valtozokat. Mar
tudjuk, hogy
X2 = 22x71 + 3x3 és x3 = —8x1 — x4

kotott valtozok, igy ezt méar nem kell még egyszer kiszamolnunk. Ezt visszahelyettesitve az els§ két egyenletbe
kapjuk, hogy

2 4 2 4
X1+ X2 — X3 = =X7 + = (22%7 + 3(—8x1 —x4)) — (—8x71 — x4)

3 3 3 3
2 88
=(§+?—32+8)X]+(—4+1)X4=6X1—3X4=0,
és
+% -|—1 = +% +1(22 4+ 3(—8x7 —x4))
X4 3X] 3X2 = X4 3X] 3 X1 X1 X4
2 22
=(z4+==-8x1+(1—=1)xg=0-%x1 +0-%x4 =0.

3 3


https://www.youtube.com/watch?v=bLUvFv4T3zE
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A masodik egyenletnél azt kaptuk, hogy 0 = 0 ami mindig teljesiil. Az els6bdl pedig azt kapjuk hogy x4 = 2x;.
Tehat az x;,x3,xq valtozok kotottek, az x; szabadon vélaszthato, az U NV altér egy dimenziés, melynek bazisa
az

x1=1,x4=2,x3=—-8-1—-2=—-10,x =22-14+3-(—10) = =8,
szamolas alapjan (1,—8 — 10, 2).

2.28. Példa. A 2.21. és 2.24. feladatokban megadott U és V alterekre megadjuk U+ V egy generatorrendszerét
és dimenzidjat. Mind a két altérnek tudjuk a generatorrendszerét, igy az U + V alteret ezen generator vektorok
Osszessége fogja generalni, azaz

U+V:[(1,1,2,—1), (_2)])0)1)) (_3)3>2)])) (])_2)_8)0), (O)_3)_1)])]'

Ezt a 2.21. példdhoz hasonldéan Gauss-eliminacio segitségével béazissa alakithatjuk, de ezt most itt nem tessziik
meg. A dimenziot viszont az alterek dimenzidtételébsl egybdl megkaphatjuk:

dim(U+ V) =dim(U) + dim(V) —dim(UNV)=2+2—-1=3.

Videé: ‘Alterek egyértelmii megadasa



https://www.youtube.com/watch?v=kDb6aqup7Q0
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3. Linearis leképezések

Vide6: |Definicié, magtér és képtér

3.1. Definicié. Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér. A ¢ : U — V leképezést linearis leképezésnek
nevezzik (vagy vektortér homomorfizmusnak), ha barmely u,v € U és A € T esetén

(u+v)e =ue +ve & (Au)e =A(ue).

Az U-bol V-be mend lineéris leképezések halmazat hom(U, V) jeloli. Az U-bol U-ba mend linearis leképezéseket
linearis transzformacioknak nevezziik. A bijektiv linearis leképezések a vektortér izomorfizmusok, tovabba a
bijektiv linearis transzforméaciok a vektortér automorfizmusok.

3.2. Definicié. Legyen ¢ € hom(U, V) linearis leképezés. A

Kero ={uelU:up=0}
Ime ={up:uel}

halmazokat rendre a @ linearis leképezés magjanak, illetve képterének nevezziik.

3.3. Tétel. Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér. Tetsz6leges @ € hom(l, V) linearis leképezésre
érvényesek a kovetkezsk:
1. 0p =0,

2. Ker ¢ altér U-ban,

3. Im @ altér V-ben,

4. @ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker ¢ = {0},

5. Ha uq,...,ux generatorrendszer U-ban, akkor wj@,...,ux@ generatorrendszer az Im ¢ képtérben.

6. Ha uy@,...,ux@ linearisan fiiggetlen vektorrendszer V-ben, akkor uy,...,uy linedrisan fiiggetlen U-ban.

3.4. Tétel (Linearis leképezések dimenzidtétele). Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér, és @ €
hom(U, V). Ha U végesdimenzios, akkor

dim(U) = dim(Ker @) + dim(Im ¢).

3.5. Kovetkezmény. Végesdimenzios vektortér linearis transzforméacioja akkor és csak akkor injektiv, ha sziir-
jektiv.

3.6. Kovetkezmény. Legyen T test, myn > 1 és A € T™*™. Az Ax = 0 homogén lineéris egyenletrendszer
megoldasalterének dimenzioja (azaz a szabad véltozok szama) n — r(A).

3.7. Tétel. Ha V a T test feletti n-dimenziés vektortér, akkor V izomorf a T™ vektortérrel. Tehat barmely két
T-feletti n-dimenzios vektortér izomorf egymassal.

3.8. Definicié. Legyenek U és V ugyanazon T test feletti vektorterek. A @,V € hom(U, V) linearis leképezések
Osszegén, illetve a @ leképezés ¢ € T skalarral valo szorzatan azt a @ +19 : U — V| illetve co : U — V
leképezéseket értjiik, amelyekre

ule +1v) =uwe +u, ulce) = c(ue) minden u € U esetén.

3.9. Tétel. Tetszoleges U és V ugyanazon T test feletti vektorterek esetén hom(U, V) a fent definialt miiveletekkel
vektorteret alkot T felett.

3.10. Tétel. Tetszoleges U,V és W ugyanazon T test feletti vektorterekre érvényesek a kiovetkezdk:
Ha ¢ € hom(U, V) és P € hom(V, W), akkor @\ € hom(U, W).

Ha ¢ € hom(U, V) bijektiv, akkor @' € hom(V,U).

Ha ¢ € hom(U, V), ¥ € hom(V,W) és c € T, akkor c(@pU) = (co)b = ¢@(c).

Ha @, € hom(U, V) és T € hom(V, W), akkor (¢ + V)T = @1+ PT.

Ha ¢ € hom(U, V) és P, T € hom(V, W), akkor @ ({ + T) = @ + @T.

i Lo

3.11. Tétel. Legyen U végesdimenzios, V pedig tetsz6leges ugyanazon T test feletti vektortér, eq,...,e, € U
bazis és vi,...,vn € V tetszleges vektorrendszer. Ekkor létezik egy egyértelmtien meghatarozott ¢ € hom(U, V)
linearis leképezés, amelyre

€1P =Vi,20 =V3,...,€nP =Vn.


https://www.youtube.com/watch?v=NCTHGt_y7x0
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Videé: ‘Leképezések matrixa

3.12. Definicio. Legyenek U és V végesdimenzios vektorterek a T test felett az £ : er,...,e;m € U és F :
f1y...,fn € V béazisokkal. Tetsz6leges @ € hom(U, V) linearis leképezésre léteznek olyan egyértelmiien meghaté-
rozott aij; € T skalarok, hogy

n
eip = E ai,jfj minden i =1,..., m esetén.
=1

Az (aij)mxn matrixot a @ linearis leképezés £ és F bazisokban megadott matrixanak nevezziik.

3.13. Példa. Megadjuk a ¢ : R? — R? (x,y,z)9 = (x + 2y,y + z) linearis leképezés matrixat az & :
(1,0,0),(1,0,—1),(1,1,1), valamint az F : (1,0),(1,—1) béazisok esetén. Keressiik azt az A = (aij)3x2 mat-
rixot, amelyre teljesiil:
(1,0,0)¢ = (1,0) = a11(1,0) + a12(1,—T1)
(1,0,=T)e = (1,—1) = a21(1,0) + az2(1,-1)
(])1) ])(P = (3>2) = a3 (1)0) + 032(],—1).

Az els6 egyenletbdl az a1 + a1z = 1, valamint a —ay2 = 0 Osszefiiggéseket kapjuk, melynek megoldéasa: ajq =
1, aj2 = 0. Hasonl6an a masodikbol megkaphato, hogy as; = 0 és az; = 1, a harmadikbdl pedig az; = 5,

a3y = —2 adodik. Tehat a ¢ linearis leképezés méatrixa az € és F bazisokban:
1 0
A=10 1
5 =2

3.14. Tétel. Legyenek U és V végesdimenzios vektorterek a T test felett az £ 1 ey,...,em € Wés F:fy,...,f €
V bazisokkal, tovabba legyen A € T™*™ a ¢ € hom(U, V) linearis leképezés £ és F bazisokban megadott méatrixa.
Ha az u € U vektor koordinédtasora az £ bazisban x = (x1,...,xm), akkor az u@ € V vektor koordinétasora az
F bazisban xA.

3.15. Tétel. Legyenek £, F és G rendre az U, V és W ugyanazon T test feletti végesdimenziés vektorterek
bazisai. Legyen A és B rendre a @, € hom(U, V) linearis leképezések matrixai az £ és F bazisokban, illetve C
a T € hom(V, W) linearis leképezés méatrixa az F és G bazisokban, és legyen ¢ € T. Ekkor

1. A+ B a @ +1 linearis leképzés matrixa az £ és F bazisokban,

2. cA a co linearis leképezés méatrixa az £ és F bazisokban,

3. AC a @t linearis leképezés matrixa az £ és G bazisokban.

3.16. Kovetkezmény. Ha U m-dimenziés és V n-dimenzioés vektortér a T test felett, akkor a lineéris leképezések
hom(U, V) vektortere izomorf az m x n-es matrixok T™*™ vektorterével, és igy mn dimenzios.

Vided:

3.17. Definici6. Legyen € : e1,...,em és £’ 1 e7,...,e/ a T test feletti U vektortér két bazisa. Az id €

m
hom(U, U) identikus linearis leképezés £ és £’ bazisokban megadott matrixat az £ bazisrol az £’ bazisra vald
attérés matrixanak hivjuk.

3.18. Példa. Tekintsiik az R3 vektortér & : (1,0,0), (1,0,—1),(1,1,1) és " : (0,0,1),(1,1,1), (0, —1,—2) bazisait.
Megadjuk az £ bazisrol az £’ bazisra valo attérés matrixat, ami az el6z6 definici6 szerint az identikus leképezés
maétrixaval egyezik meg. Keressiik azt a P = (pij)3x3 matrixot, amelyre teljesiil, hogy

(1,0,0)id = (1,0,0) = p11(0,0,1) +p12(1,1,1) + p13(0, -1 — 2)
(]»O)_])id (1»0»—1):P21(0>0,”+P22(1>]»1)+P23(0)—] _2)
(131)1)1(:1:(1)]»]) :‘P31(0>0)1)+P32(]>1)1)+P33(0)—1 —2).
Az els6 egyenletbdl a p12 = 1, p12 —pi13 = 0 és a p11 + p12 — 2p13 = O Osszefliggéseket kapjuk, melynek

megoldasa: p11 =pi12 =p13 = 1. A mésodik egyenletbdl hasonldéan szamithatod, hogy p21 =0, p22 =p23 =1, a
harmadikbol pedig p31 = p33 = 0 és p32 = 1 adodik. Tehat az £ bazisrol az £’ bazisra valo attérés matrixa:

1T 1 1


https://www.youtube.com/watch?v=whYTVzWnfkw
https://www.youtube.com/watch?v=eP7ceZtGAns
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3.19. Tétel. Legyen a T test feletti U vektortér két bazisa € és £, tovabba legyen P az attérés matrixa az £
bazisrol az £ bazisra. Ekkor P nemelfajulé matrix, tovabba az £’ bazisrol az £ bazisra valo attérés matrixa P~

3.20. Tétel. Legyenek U és V ugyanazon T test feletti vektorterek, £ és £ az U, F és F' pedig a V vektortér
bazisa. Jelolje P, illetve S az attérés matrixat £-r6l £'-re, illetve F-r6l F'-re. Legyen ¢ € hom(U, V) linearis
leképezés, és legyen @ matrixa az £ és F bazisokban A. Ekkor ¢ matrixa az £’ és F’ béazisokban P~TAS.

3.21. Példa. Tekintsiik a ¢ : R — R?, (x,y,z)@ = (x + 2y,y + z) lineéris leképezést, és az R3 vektortér
£ :(0,0,1),(1,1,1),(0,—1,-2), illetve az R? vektortér F’ : (0,—1),(1,2) bazisat. Az 3.20. tétel segitségével
megadjuk a ¢ matrixat az £’ és F’ béazisokban ugy, hogy felhasznaljuk, hogy a 3.13. példidban megadtuk a ¢
leképezés A maéatrixat az £ és F bazisokban, a 3.18. példaban pedig az & bazisrol az £’ bazisra valo attérés P

maétrixat. Ahhoz, hogy a 3.13. példaban szereplé A matrixot felhasznalhassuk a 3.20. tétel szerint ki kell még
szamolnunk az F : (1,0), (1, —1) bazisrol az F' bazisra valo attérés S = (sij)2x2 matrixat, amelyre teljesiil, hogy:

“)O)ld: (1)0) 2511(0)_1) +512(1)2)
(1,=1id = (1,-1) = 521(0,—1) + s22(1,2).

Amibdl megkapjuk, hogy s11 =1, s12 =1, s21 = 3 és s22 = 1. Meg kell még hataroznunk P~ et:

—1

11 1 1 =1 0
PT'=(0 1 1] =0 0 1
01 0 0 1 -1

Tehat a @ lineéris leképezés A’ matrixat a 3.20. tétel alapjan kovetkezSképpen kapjuk:
1T -1 0 1 0 -1 0
/ -1 2 1
A'=P'AS=[0 O 1 0 1 <3 ]) =4 3
o 1 -1 5 =2 -1 =2

3.22. Definicié. Legyen T test és n pozitiv egész. Az A, B € T™*™ matrixok hasonlok, ha létezik olyan nemel-
fajulo P € T"*™ matrix, hogy A = P~'BP.

3.23. Kovetkezmény. Ugyanazon linearis transzformacio két kiilonb6z6 bazisban felirt matrixa hasonlé.
3.24. Definicio. A @ linearis leképezés rangjan a képterének dimenziojat értjiik, azaz r(@) = dim(Im @).

3.25. Tétel. Véges dimenzios vektorterek kozotti linearis leképezés rangja megegyezik valamely (barmely) béa-
zisbeli méatrixdnak rangjaval.

3.26. Kovetkezmény. Legyen @ linearis transzformécié valamely végesdimenzids vektortérben. Ekkor ¢ akkor
és csak akkor bijektiv, ha valamely (barmely) béazisbeli matrixa nemelfajulo.

3.27. Tétel. Legyen U m-dimenzids és V n-dimenzios vektorterek ugyanazon T test folott, és @ € hom(U, V).
Ekkor ¢ maétrixa az U és V egy-egy alkalmas bazisaban

Er 0 mxn
(5 o) e

ahol r a @ rangja, E; az r X r méretd egységmatrix, és a zérok a megfelel6 méretd zérémétrixok.

3.28. Kovetkezmény. Legyen T tetszdleges test. Ekkor minden A € T™*™ matrixhoz létezik olyan nemelfajulo
P e TmX™m g5 Q € TM*™ matrixok, hogy
_(E. O
PAQ = ( 0 0) ,

ahol r az A matrix rangja, és a jobboldalon &ll6 matrix ugyanaz, mint az el6z6 tételben.

Video: \Sajatvektor és sajatérték

3.29. Definicio. Legyen T test, V vektortér T felett, és @ € hom(V,V). A A € T skalar a ¢ linearis transzformécio
sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla v € V vektor, hogy v = Av. A

{veV:ivp=2Av}

alteret a A € T skalarhoz tartozo sajataltérnek nevezziik. A nemnulla v € V vektor a @ lineéris transzforméacio
sajatvektora, ha valamely sajataltérben benne van, azaz létezik olyan A € T, hogy v = Av.


https://www.youtube.com/watch?v=hOK4sPa8Xr4
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3.30. Definici6. Legyen T test, n pozitiv egész. Az A € T™*™ matrix sajatértéke, sajataltere és sajatvektora
rendre a @ : T" — T™, x — xA linearis transzformacié sajatértéke, sajataltere, illetve sajatvektora. Azaz A € T
és x € T™ akkor és csak akkor sajatérték, sajatvektor par, ha xA = Ax.

3.31. Tétel. Legyen V n-dimenzios vektortér a T test felett, eq,...,en bazis V-ben, @ € hom(V,V) és A € T™*"
a @ linearis transzformacié matrixa az ey, ..., e, bazisban. Ekkor A € T és v € V akkor és csak akkor sajatérték,
sajatvektor parja @-nek, ha A és v koordinatasora sajatérték, sajatvektor parja A-nak.

3.32. Tétel. Legyen U tetszbleges vektortér a T test felett, Ay,...,Ax € T paronként kiilonb6zd sajatértékei a
@ € hom(U,U) linearis transzformaciénak, és U;j,...,Ux pedig ezen sajatértékekhez tartozo sajatalterek. Ha
Uy +--- 4+ Ux = U, akkor ¢ egyértelmiien meghatarozott.

3.33. Definicio. Az A € T™*™ matrix karakterisztikus polinomja az
falx) =[A —xE|

determinanssal megadott T-feletti polinom. Az fa(x) polinom T-be es6 gyokeit az A matrix karakterisztikus
gyOkeinek nevezziik.

3.34. Tétel. Legyen T test. A A € T skalar akkor és csak akkor sajatértéke az A € T™*™ matrixnak, ha A
karakterisztikus gyoke A-nak.

3.35. Tétel. Hasonlo matrixok karakterisztikus polinomja megegyezik.

transzformacio valamely (barmely) bazisban felirt matrixanak karakterisztikus polinomja.
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4. Polinomok

Vide6: | Alapveté definicidok

4.1. Példa. A kovetkezs algebrai struktirak gytirtk:
(R;+,-), (Q;+,-), (C;+,-), és altalaban minden test,
(Z;+,-), (P;+,-) ahol P={2a:a € Z},

(Zn;+, ) (modulo n maradékosztalyok),

(P(U); A, N) tetszoleges U halmazra.

(T™>™ 4, -) tetszbleges T testre,

(R™>*™ 4. tetszoleges kommutativ R gyfiriire,

test feletti egyvaltozos polinomok.

NSOt WD

4.2. Tétel. Tetsz6leges kommutativ, egységelemes R gytirtiben teljesiilnek a kévetkezs tulajdonsagok:
0-a=a-0=0 ahol 0 az R gytirt zéruseleme,

(—a)b = a(=b) = —(ab),
(a1 +---+am)(by + A=, 2?11 aib; (altalanos disztributivitas),
(a+b) =31, (1) a'b™ " (binomialis tétel).

Ll o

4.3. Definici6. A T test f6lotti egyhatarozatlani polinomok az
ao+arx+---+anx™ (qp €T)

formalis kifejezések, amelyek halmazéat T[x]-el jeloljik. Ha aj 11 = aj42 = -+ = an = 0, akkor az ap + a1x +
<o apx™ és ap + a;x + - - - + a;x* polinomokat egyenlSknek tekintjiik (tehat a kezdd zéro egyiitthatos tagokat
figyelmen kiviil hagyjuk). Az a € T elemeket konstans polinomoknak hivjuk.

4.4. Definici6. Legyen T test. Az f = ag + a1x + -+ - + anx™ € T[x] polinom polinomfliggvényén az
f(c) = Z aict (ceT)

képlet szerint definialt f(x): T — T leképezést értjiik.

4.5. Példa. A 7, test feletti f = 0 és g = x + x? polinomokra f # g de f(x) = g(x). De tetszéleges f,g € R[x]
polinomokra f = g akkor és csak akkor, ha f(x) = g(x).

4.6. Definicid. Legyen T tetszGleges test és

f=ao+arix+--+apx™ € Tix], g=bo+bix+- - +bux™ e Txl.
Az f és g polinomok Gsszegén az
max(n,m)
f+g= D  (ai+buix,
i=0

polinomot értjiik, ahol a; = 0, illetve b; = 0 értendd, ha i > n, illetve i > m. Az f és g szorzatan az

n+m i
fg= > [D ajbi;
i=0 \j=0

polinomot értjik.

4.7. Tétel. Tetsz6lges T test esetén T[x] kommutativ egységelemes gytiriit alkot az el6bb definialt miiveletekkel,
amit a T test feletti egyhatarozatlant polinomgytirtinek hivunk.

4.8. Definici6é. Ha az f = ap + a1x + - - - + anx™ € T[x] polinomban a, # 0, akkor az n szdmot az f polinom
fokszaménak és az a,, elemet az f polinom fGegyiitthatojanak hivjuk. Az f polinomot f6polinomnak nevezziik, ha
f fGegyiitthatoja 1 € T. Tehat a 0 polinomnak nincsen fokszama (se f6egyiitthatoja), de kényelmes lesz bevezetni
a kovetkezd jelolést:

f fokszama, ha f #0,
degf =
i -1, ha f=0.


https://www.youtube.com/watch?v=psr_VO5DXug
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4.9. Tétel. Legyen T tetsz6leges test és f, g € T[x] nemzérd polinomok. Ekkor
deg(f + g) < max(degf,degg) és deg(fg) = degf + degg.

4.10. Definicio. Az R gytrtit zérusosztomentesnek nevezziik, ha barmely két 0-t6l kiilonbo6z6 elem szorzata 0-t61
kilonbozé.

4.11. Kovetkezmeény. Tetszbleges T test esetén T[x] zérusosztomentes.

4.12. Tétel. Tetszbleges zérusosztomentes R gytirtiben teljesiilnek a kovetkezd tin. kancellativ tulajdonsagok:
1. ha ac =bc és ¢ # 0, akkor a = b,
2. ha ab = ac és a # 0, akkor b =c.

Videé: |Oszthatosag

4.13. Definici6. Legyen T tetszileges test és f, g € T[x]. Azt mondjuk, hogy f osztoja g-nek, vagy g tobbszorose
f-nek, és azt irjuk, hogy f | g, ha van olyan h € T[x] polinom, amelyre fh = g.

4.14. Tétel. Tetszdleges T test feletti T[x] polinomgytirtiben teljesiilnek a kovetkezs oszthatosagi tulajdonsagok:
17,

ha f|gés g|h, akkor f | h,

ha f| g és g|f, akkor f = cg valamely ¢ € T \ {0} elemre,
1|fésf]O,

0| f akkor és csak akkor, ha f =0,

f |1 akkor és csak akkor, ha f € T\ {0},

ha f|gésf|h,akkor f|g+hésf|g—h,

ha f| g és h|p, akkor fh | gp,

ha fh | gh és h # 0, akkor f | g.

10. ha f| g és g # 0, akkor deg f < degg.

PN O W=
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4.15. Definicié. Az f és g polinomok asszocidltak, ha f|g és g|f, amelyet az ~ relacioval jeloliink.
4.16. Példa. Z3z[x]-ben 2x3 + x + 2 ~ x> + 2x + 1, valamint R[x]-ben 6x% 4+ 2x + 1 ~ x% + %X + %.

4.17. Kovetkezmény. Az asszocialtsiag ekvivalenciarelacié a polinomok halmazén. A O polinomhoz semelyik
masik polinom sem asszocialt. A {0} osztalyt kivéve minden asszocialtsagi osztalyban pontosan egy fépolinom
van.

Vide6: |Legnagyobb ko6zos osztc’)‘

4.18. Definicié. A h polinom az f, g polinomok legnagyobb k6zos osztoja, ha
1. h|fés h|g (azaz kozds oszto), és
2. hap|feésplg, akkor p | h (azaz minden kozds osztonak a tobbszordse).
Hasonléan, a h polinom az f, g polinomok legkisebb kozos t&bbszorose, ha
1. f|hés g|h (azaz kozos t0bbszoros), és
2. ha f|p és g|p, akkor h | p (azaz minden kozos tobbszorosnek az osztoja).

4.19. Tétel. A legnagyobb kozos oszté (és a legkisebb kozos tobbszoros) asszocidltsag erejéig egyértelmien
meghatarozott. Tehat, ha h az f és g polinomok legnagyobb kdzos osztdja, akkor h minden asszocialtja is
legnagyobb k&zos oszt6 és rajtuk kiviil nincs méas legnagyobb kozos oszto.

4.20. Definicié. Az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat Inko(()f, g)-vel jeloljiik, és altalaban nem
azt irjuk, hogy h = Inko(()f, g), hanem azt, hogy h ~ Inko(()f,g). Hasonléan a legkisebb kozos t6bbszorost
Ikkt(()f, g)-vel jeloljiik.

4.21. Definici6. Az f és g polinomok relativ primek, ha Inko(()f, g) ~ 1.

4.22. Tétel. Legyen T test, f,g € T[x] és g # 0. Ekkor léteznek olyan egyértelmtien meghatarozott q,r € T[x]
polinomok, amelyekre f = qg + 1 és degr < degg. Ezt a mitiveletet maradékos osztasnak nevezziik, ahol f az
osztando, g az oszto, q a hanyados és 1 a maradék.


https://www.youtube.com/watch?v=wS4pK2oEr2g
https://www.youtube.com/watch?v=hn01twaqDKg
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4.23. Tétel (Euklideszi algoritmus). Barmely két f, g € T[x] polinomnak van legnagyobb kozds osztoja, amely a
kovetkez6 maradékos osztasok elvégzésével megkaphato:

f=qig+m (degTs < degg)
g=4d27T2+713 (degrs < degrsy)

T2 =(q3T3+ T4 (degrsq < degrs3)
Ti—1 = qiTi + Tit1 (degriyq < degry)

Az eljaras véges szamu lépés utan véget ér, azaz létezik olyan n € N, hogy rh+1 = 0. A legnagyobb kézos oszto
az utols6 nemnulla maradék, azaz Inko(()f,g) ~ r,. Az eljaras soran kapott egyenleteket visszafejtve olyan u és
v polinomokat kapunk, hogy Inko(()f, g) = fu + gv.

4.24. Példa. Euklideszi algoritmus segitségével meghatarozzuk Inko(()f, g)-t, ahol f, g € Zs[x], f = 2x* +3x> +
3x% +2x, g = x> + 3x + 1. A maradékos osztasok elvégzésével kapjuk:

X33 43+ 2x = (2x+3) (X3 4+ 3x+ 1)+ 2x2 +x+ 2
X 43x+T=0CBx+12x%> +x+2)+x+4
22 +x+2=(2x+3)(x+4) +0.
Igy a legnagyobb kozos oszto: Inko(()f,g) ~ x + 4.

4.25. Tétel. Barmely f, g, h € T[x] polinomra teljesiilnek az alabbiak.
- Inko(() Inko(()f, g), h) ~ Inko(()f, Inko(()g, h)),

1

2. Inko(()f, g) ~ Inko(()g, 1),

3. Inko(()f,g) ~ f <= f|g,

4. Inko(()f,f) ~ f,

5. Inko(()0, f) ~ f,

6. Inko(()1,f) ~ 1,

7. lnko(()f,g) ~0 &< f=g=0,

8. Inko(()f, g) ~ Inko(()f + gh, g),

9. Inko(()f, g) - h ~ Inko(()fh, gh),
10. Inko(()f,g) # 0 = Inko(()f/Inko(()f, g), g/ Inko(()f, g)) ~ 1
11. Inko(()f,g) ~1 = Inko(()f, gh) ~ Inko(()f, h).

4.26. Kovetkezmény. Barmely f, g, h € T[x] polinomra teljesiilnek az alabbiak.
1. ha Inko(()f,g) ~ 1, f| h és g | h, akkor fg | h;
2. ha Inko(()f,g) ~ 1 és f | gh, akkor f | h;
3. ha lnko(()f,g) # 0 és f | gh, akkor f/lnko(()f,g) | h.

4.27. Tétel. Tetszbleges f, g € T[x] polinomokra
Inko(()f, g) - Ikkt(()f, g) ~ fg.

4.28. Tétel. Tetsz6leges adott f, g, h € T[x] polinomok esetén az fu+ gv = h diofantoszi egyenlet akkor és csak
akkor oldhat6 meg az u,v € T[x] polinomokra nézve, ha Inko(()f,g) | h. Ha uo, vo egy megoldas, akkor az

altalanos megoldas
f

vt " Tnko(()F, g)

- t, V=1V - t,

9
Inko(()f, g)
ahol t € T[x] tetsz6legesen valaszthato.

4.29. Példa. Megoldjuk az fu+ gv = h diofantoszi egyenletet, ahol f,g,h € Zs[x], f = 2x* + 3x> 4 3x* + 2x,
g=x>+3x+1é h =2+ 4x +4. A 4.24. példaban megadtuk, hogy Inko(()f,g) ~ x +4. A diofantoszi
egyenlet megoldhato, ugyanis h = 2x? +4x +4 = (2x + 1)(x +4), igy az el6z6 tételben megadott feltétel teljesiil.
A 4.24. példaban szerepld euklideszi algoritmus 1épéseinél kifejezziik a maradékot:
24 x4+2=2x"+33 +3x% + 2x — (2x+ 3) (x> +3x + 1)
x+4=x>+3x+T1T—CBx+1)(2x* +x+2).
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Az utolso egyenléségtsl indulva behelyettesitjiik az el6z6 sorban szerepld kiilonbséget, és a zardjeleket felbontjuk
gy, hogy f és g polinomok tobbszoroseinek Osszege szerepeljen:

Xx+4=x3+x+T-Bx+N(2X*+x+2) =
=X 3T = Bx+ DX +3x3 +3x2 + 2x — (X +3) (x> +3x + 1) =
= (2x"+33+ 32+ + (P +3x+ (X2 +x+4)
A cél az, hogy az fu + gv = h diofantoszi egyenletet megoldjuk, ahogy korabban mér lattuk a h tobbszordse a

legnagyobb kozos oszténak (h = 2x2 +4x +4 = (2x + 1)(x + 4)), igy 2x + 1-gyel szorozva az el6z6 egyenlSséget
megkapjuk a diofantoszi egyenlet egy megoldasat:

2 A+ 4= (X" 433 + 3 [@xF +4) + (3 + 3+ 1) (2 +3x% +4x + 4).
Igy az altalanos megoldas:
x34+3x+1

2x* 4 3%3 + 3x2 "
x+4

u=a’+4+ t, v=2x3+3x* +4x 44— -
x+4

ahol t € Zs[x] tetsz6legesen valaszthato.

Videé: ‘Polinomok gyokei, Horner—elrendezés‘

4.30. Definicié. Az a € T elem gyoke (mas szoval zérushelye) az f € T[x] polinomnak, ha f(a) = 0.
4.31. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T[x] és a € T esetén
fla)=0 & x—alf.

4.32. Tétel (Horner-modszer). Legyen f = anx™ 4+ -+ 4+ a1x + ao € T[x] egy n-edfoka polinom és c € T. A
Horner-moédszerrel elkészitett tablazat:

Gn | Qnoa |- [ a1 | ao |
c[[bn [bua |- [ b1 | bo

ahol
bn = an,
bi=bir1-c+a; (i:n—l,...,O).

Ekkor by nem més, mint az f-nek az x —c polinommal valo osztasakor keletkezs maradék, bpx™ 1+ -+box+b;
pedig ugyanezen osztas hanyadosa:

f=(x—c) (bpx™ "+ +byx+by)+ bo.
4.33. Definici6. Az f € T[x] polinomnak az a € T elem k-szoros gyoke, ha (x —a)¥ | f, de (x — a)**1 Jf. A
k € N szamot az a gyck multiplicitdsanak nevezzik.

4.34. Tétel. Alkalmazzuk a Horner-modszert az f = an,x™+---+ajx+ag € T[x] polinomra és a ¢ € T konstansra,
majd egészitsiik ki a tablazatot egy tjabb, az el6z6nél eggyel rovidebb sorral a szokasos Horner-modszer szamolasi
szabalyaval. Folytassuk tjabb, egyre révidebb sorokkal, mig végiil egy haromszog alaku tablazatot kapunk:

an [ an [ an2 |- | ax [ ar | ao |
c . ‘ dO
c . d1
C e dz
c dnfz
dn71
c || dn

A tablazat jobb szélén atlosan elhelyezkedd szamok megadjak annak a polinomnak az egyiitthatoit, amelyet f-bsl
az x — ¢ hatarozatlanra valo attéréssel kapunk (természetesen do = f(c) és dn = an):

anX" 4+ +ax+ag=dn(x—c)"+ -+ di(x—c) + do.

A tablazatbdl az is kiolvashato, hogy ¢ hényszoros gyoke f-nek: az a legkisebb k egész, amelyre dg =dj =--- =
dk_] =0 és dk 750


https://www.youtube.com/watch?v=WYPMjb4JB18
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4.35. Példa. Meghatarozzuk, hogy hanyszoros gyoke az f = x> +4x* + 7x3 + 13x? 4+ 16x + 4 € R[x] polinomnak
a —2, és felirjuk f-et x + 2 polinomjaként. Alkalmazzuk a Horner-modszert f-re és a ¢ = —2 konstansra, amig
haromszog alaki tablazatot kapunk.

104 7] 13 |16]4]
21237 [2]0
—2[[T[0 [3[ 1T |0
—2 [T 2|7 ]-13
—2 [T =475
—2 |1 -6
—2 (1

A tablazatbol kiolvashato, hogy a —2 kétszeres gyoke f-nek, tovabba

f=xP 4 173 1 13xE - 16x 44 = (x +2)° —6(x +2)* +15(x +2)% —13(x +2)> + 0(x +2) + 0.

Video: ‘ Irreducibilis polinomok ‘

4.36. Definicio. A p € T[x] polinom irreducibilis, ha legalabb els6foka, és csak gy bonthato két polinom
szorzatara, hogy az egyik tényezs asszocialt p-hez. Ekkor a mésik tényezd szitkségképpen asszocidlt 1-hez; az
ilyen felbontast trivialis faktorizacionak nevezziik.

4.37. Definici6. A p € T[x] polinom prim, ha legalabb elssfoku, és valahanyszor osztoja egy szorzatnak, mind-
annyiszor oszt0ja a szorzat egyik tényezGjének.

4.38. Tétel. A prim és irreducibilis polinomok megegyeznek.

4.39. Tétel. Legyen T tetszoleges test. Minden nemnulla f € T[x] polinom felirhat6, mégpedig a tényezsk
sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien,
f = api - Pn

alakban, ahol a € T\ {0} az f fegylitthatoja, p1,...,pn € TIx] pedig irreducibilis f6polinomok.
4.40. Tétel. Barmley test felett minden elséfoktu polinom irreducibilis.
4.41. Tétel. Ha f € T[x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincsen gyoke.

4.42. Tétel. Barmely test feletti masod- vagy harmadfoka polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha nincs
gyoke.

Videé: |C, R és Q feletti irreducibilis polinomok

4.43. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legalabb elséfoku komplex egyiitthatos polinomnak van gyoke a
komplex szamok testében.

4.44. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoki polinomok az irreducibilisek.

4.45. Kovetkezmény. Minden legalabb els6foka komplex egyiitthatos polinom els6fokitt polinomok szorzatara
bomlik. Ha f = anx™ 4+ -+ a;x + ao € Clx] ahol an # 0, akkor f-nek multiplicitassal szamolva pontosan n
gyoke van. Ha ezek a gyokok «q,...,an € C, akkor f = an(x — 1)+ (x — an ). Ezt nevezziik az f polinom
gyoktényezss felbontasanak.

4.46. Tétel. Ha f € R[x] és ha f(z) = 0 valamely z € C komplex szamra, akkor f(z) = 0.

4.47. Kovetkezmény. Egy valos egyiitthatés polinom pontosan akkor irreducibilis R[x]-ben, ha els6foku, vagy
olyan méasodfoki polinom amelynek nincs valos gyoke.

4.48. Kovetkezmény. Minden péaratlan fokszamu valos egyiitthatés polinomnak van valds gyoke.

4.49. Példa. Felirjuk az f = x> 4 2x3 — 8x polinomot irreducibilis polinomok szorzataként C[x]-ben, R[x]-ben és
QIx]-ben. Alakitsuk szorzatta az f polinomot.

f=x"4+2x3 —8x =x(x* +2x2 — 8) = x(x*> = 2)(x? +4) = x(x — V2)(x + V2)(x — 2i)(x + 21)


https://www.youtube.com/watch?v=lyUmn4mpnCg
https://www.youtube.com/watch?v=vSxZyxj1hhU
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Mivel minden tényezé elssfoki, igy megkaptuk C[x]-ben az irreducibilis felbontast. A 4.46. tétel alapjan egy
f € R[x] polinom nem valds gyokei kozott mindig talalunk konjugélt parokat. Ezt felhasznalva a C[x]-beli felbon-
tasbol altalaban gy kapjuk az R feletti felbontast, ha a nem valos gyokoknek megfelels elséfoka polinomokat
megszorozzuk a konjugaltjanak megfelels elséfoki polinommal. A mi esetiinkben (x —21)(x+21) = x? 44 teljesiil,
igy az R feletti irreducibilis felbontas:

f=x(x—Vv2)(x +V2)(x* +4).
Mivel v2 ¢ Q, igy az irreducibilis felbontas Q[x]-ben:
f=x(x? =2)(x* +4).

4.50. Tétel (Rolle tétele). Legyen f = anx™ + -+ 4+ a1x + ap egész egyiitthatos polinom, azaz f € Z[x]. Ekkor f
minden racionalis gyoke % € Q alaka, ahol p | ap és q | an. Specialisan, egész egylitthatos f6polinom racionalis
gyokei mind egész szamok.

4.51. Kovetkezmény. A legfeljebb harmadfoka Q[x]-beli polinomokrél eldénthets, hogy irreducibilisek-e.

4.52. Példa. Eldontjiik az f = 3x3 — 7x? + 17x — 5 polinomrol, hogy irreduciblis-e Q[x]-ben. Mivel f harmadfoki
polinom, ha nem irreducibilis, akkor a felbontdsaban lennie kell elséfoktt Q[x]-beli polinomnak is, ami azt jelenti,
hogy f-nek van racionalis gyoke. A 4.50. tétel alapjan ha a % € Q gyoke f-nek, akkor p | =5 és q | 3, igy }é
lehetséges értékei 1, —1, %, —%,5, =5, 3, —3. Mivel f(1) =13 #0és f(—1) = =17 #0, igy az 1 és a —1 nem
gyoke, a tobbi lehetséges gyok vizsgalatahoz hasznalhatjuk a Horner-modszernél szerepld tablazatot.

31 —=7117 ‘ -5
3[-6]15] 0

T
3

A tablazatbdl leolvashato, hogy f(%) =0, igy az % gyoke f-nek tovabba

f= <x;> (3x? — 6x + 15).

2_4.3.15 < 0,

—

Tehat az f polinom nem irreducibilis Q[x]-ben. A g = 3x2—6x+15 polinom diszkriminansa D = (—6
azaz g irreducibilis R[x]-ben, és igy Q[x]-ben is. Tehat az f polinom egyetlen racionéalis gyoke az

W=

4.53. Tétel (Schonemann-Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = anx™ + -+ + a;x + ao egész
egylitthatos polinom, azaz f € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam, amelyre p fan, p | an_1,...,p | a1, plao és
p? fao, akkor f irreducibilis Q[x]-ben.

4.54. Példa. Az f = x'92 + 14x78 — 56x°5 4+ 42x'" — 28 irreducibilis Q[x]-ben, mert a p = 7 primszam kielégiti
a 4.53. tételben szerepls feltételeket.

4.55. Megjegyzés. Tetszbleges fokszamu irreducibilis polinom megadhaté Q[x]-ben. Példaul az x™ — 2 polinom
barmely n € N-re irreducibilis lesz Q[x]-ben, ugyanis p = 2-re teljesiilnek a 4.53. tételben szerepls feltételek.

4.56. Tétel (Viéte-formulak). Legyenek az n-edfokia f = x™ + an_1x™ " + .-+ a;x + ap € C[x] féopolinom
gyokei o1, ..., an (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa). Ekkor fennalnak a kovetkezs
Osszefliggések:

—Qp—1 = &1 + X2 + -+ On,

n—2 = X102 + X103 + - + Kn—1%n,

(—Ukan—k = Z iy &g, vt Ky,

T<ii<iz<-—-<ixsn

(=" ap = 12+ -+ Gy
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5. Testek

5.1. Definicio. Az S halmazt a (T;+,-) test résztestjének nevezziik, ha
1. 0 #£S C T, (nemiires részhalmaz)
2. (Vx,y € S)(x+y, x-y €S), (zart T miiveleteire),
3. (S;+, ) test, (testet alkot T miiveletek megszoritasaval).

5.2. Tétel. Legyen S a T test részteste. Ekkor T vektorteret alkot S felett.

5.3. Példa. C vektortér R felett. Az 1, 1 minimélis generatorrendszer (bazis), tehat C dimenzidja 2, azaz C
izomorf R2-tel mint vektortér (de természetesen nem mint test).

5.4. Példa. Az el6z6 tételben lattuk, hogy ha S részteste T-nek, akkor T vektortér S felett. Ennek az allitasnak
a megforditdsa még szamtestek esetében sem igaz, azaz létezik olyan Q C T C C szamhalmaz, amely vektorteret
alkot Q felett a szokasos muveletekkel, de nem test. Legyen

T_{r+s~<?+;i>:r,se@}.

Konnyd ellenérizni, hogy T vektortér Q felett, és 1, ? + %i bézis T-ben. Ugyanakkor, % + ?i ¢ T, mivel T
minden elemének képzetes része racionalis. Tehat

2
V31, 1T V3,
<2+21 SRR

azaz T nem zart a szorzasra, csak a skalarral (racionalis szamokkal) valo szorzasra.

5.5. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?
7 test.
Q test.
R test.
C test.
A valos fiiggvények R® halmaza test.
A valos fiiggvények R® halmaza vektorteret alkot R felett.
Q T1-dimenzioés vektortér Q felett.
R 2-dimenziés vektortér Q felett.
9. C 4-dimenzios vektortér Q felett.
10. R 1-dimenzi6s vektortér R felett.
11. C 2-dimenzio6s vektortér R felett.
12. R végesdimenzios vektortér Q felett.
13. Az (1,0), (0,1) vektorrendszer bazis az Q feletti R? vektortérben.
14. Az 1 vektorrendszer bézis a C feletti C vektortérben.
15. Az 1, V2 vektorrendszer generatorrendszer a Q feletti R vektortérben.
16. Az 1,1 vektorrendszer bazis a C feletti C vektortérben.

XN oUW

5.6. Tétel. Tetszbleges T testre a T[x] polinomgytirit a konstanspolinomok és az x polinom generalja. A kons-
tanspolinomok a T testtel izomorf résztestet alkotnak T[x]-ben.

Video: ‘Prim elemszamu testek

5.7. Példa. Legyen n € Z tetsz6leges nemzérd szam, és tekintsiik az egész szamok n-el valé osztasakor keletkezs

maradékok o
Zn ={0,1,...,n— 1},

halmazat, melynek elemeit modulo n maradékosztalyok nevezziink. Ezen a halmazon az Osszeadés és szorzas
miiveletek természetes médon definidlhatok:

a+b=a+b és a-b=ab.

Lattuk, hogy ha n primszam, akkor Z, test.


https://www.youtube.com/watch?v=Q3BqRES9SBo
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Videé: ‘ Polinomok maradékosztalyai ‘

5.8. Definicio. Legyen T test és f € T[x] tetsz6leges nemzérd polinom, és tekintsiik a T[x] elemeinek f-fel valo
osztasakor keletkezd mardékok
TIxl/(f) ={g:g € TIx] és degg < degf}

halmazat, melynek elemeit modulo f maradékosztalyoknak nevezziik. Ezen a halmazon az Gsszeadas és szorzés
miiveletek természetes moédon definialhatok:

g+h=g+h é g-h=gh
5.9. Példa. Tekintsiik az f = x? + 1 € R[x] irreducibilis polinomot. Ekkor x> + 2x2 = x — 2, mert
x>+ 2x> =x—2 (mod x + 1),

azaz x> + 2x? és x — 2 ugyanazt a maradékot adja f-fel osztva. Egy is lehetett volna szédmolni, hogy x2 = —1,
ezbrt x>0 +2x2 =x> +2x2 =% -x2 X2 +2-x2=x-—1-—1+42-—1=x+-2=x—2.

5.10. Tétel. Tetszsleges T testre és f € T[x] irreducibilis polinomra T[x]/(f) test. Ha f nem irreducibilis, akkor
T[x]/(f) nem test, mivel nem zérusosztomentes.

5.11. Példa. Tekintsiik az f = x> + 1 € R[x] irreducibilis polinomot. Mivel f masodfoki, ezért a lehetséges
maradékok legfeljebb elséfokuak, azaz

Rix]/(f) ={ax+b:a,be R}

A definiciéban definialt mtiveleteket erre az esetre felirva kapjuk, hogy

ax+b+cex+d=(a+c)x+ (b+d),
ax+b-cx+d = (ac)x? + (ad + be)x + bd = (ad + be)x + (bd — ac).

Ha azonositjuk az ax + b maradékosztalyt az ai+b komplex szammal, akkor a szamolasi szabalyok R[x]/(f)-ben
lényegében ugyanazok mint a komplex szamok esetében, ezért

R[x]/(x* +1) = C.

5.12. Példa. Az f = x2 + 1 € Z;[x] polinom nem irreducibilis, mert f = (x + 1) - (x +1). Ezért a Z,[x]/(f)
strukttira nem zérusosztémentes, mivel ott x + 1 # 0, de x +1-x+ 1 =x2 + 1 = 0. Tehat Z;[x]/{f) nem lehet
test.

Videé: ‘Primhatvény elemszamu testck‘

5.13. Definicio. Legyen T tetszSleges test, és 0,1 € T a zérus-, illetve az egységelem. Azt a legkisebb k pozitiv
egész szamot, amelyre
k-l=1+1+4+---4+1=0
—_——

k-szor

a test karakterisztikdjanak nevezziik. Ha nem létezik ilyen pozitiv egész, akkor a test nulla-karakterisztikaju.

5.14. Példa. A Q, R, C &s Q[x]/(x3+2) testek karakterisztikdja nulla. A Z,, (p primszam) és Z, [x]/(f) (f € Zp[x]
irreducibilis) testek karakterisztikaja p.

5.15. Tétel. Tetsz6leges test karakterisztikdja vagy nulla vagy primszam.

5.16. Definici6. Legyen T tetszsleges test. A legsziikebb K < T résztestet (azaz a legsztikebb olyan részhalmazt,
amely tartalmazza az egységelemet és zart az Osszeadas, additiv inverz, szorzas és multiplikativ inverzképzésre),
a T test primtestének nevezziik.

5.17. Példa. R primteste Q. A Z3[x]/(x? + 2x + 2) test primteste Z3.
5.18. Tétel. Tetszbleges test primteste vagy izomorf Zy-vel, vagy Q-val.

5.19. K6vetkezmény. Minden véges testnek primhatvany sok eleme van.


https://www.youtube.com/watch?v=hZFay5a0e9Y
https://www.youtube.com/watch?v=XKa2AMam6L8
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5.20. Tétel. Tetszéleges p primszamra és n pozitiv egészre létezik n-edfoku irreducibilis polinom Zy [x]-ben
(melynek megkeresése nem egyszert).

5.21. Tétel. Minden véges T test izomorf a Z,[x]/(f) testtel, ahol p a T test karakterisztikdja, n a T test
dimenzi6ja a primteste felett, és f € Z,[x] tetszéleges n-edfoku irreducibilis polinom. Ennek a testnek a jele:
GF(p™).

5.22. Kovetkezmény. Ha f € Z,[x] n-edfoku irreducibilis polinom, akkor a Zj[x]/(f) véges test n-dimenzios
vektorteret alkot Zj felett.

5.23. Példa. A GF(23) ~ Z;[x]/ (x> +x+1) test elemeit tekinthetjiik iigy, mint a Z, feletti 3-dimenzi6s vektortér
elemeit:

100, x = 010, x+ 1

107, X2 +x =011

110,

x2 +x+1=111.

T
x2 41

N ool
I
o
S
S

x
I
o
S
=

Vide6: |Elemek rendje, primitiv elelnek‘

5.24. Definici6. Legyen T tetszoleges test. Az o € T nemzér6 elem (multiplikativ) rendjén azt a legkisebb k
pozitiv egész szamot értjiik, és o(«)-val jeloljiik, amelyre

== 1.
| SRS ——

k-szor

Ha nem létezik ilyen pozitiv egész, akkor az elem rendje végtelen.

5.25. Tétel. Legyen T tetszbleges test, o« € T nemzérd elem és k = o(a). Ekkor
o tetszbleges n € Z egészre a™ =1 & k|n,
o tetszbleges m,n € Z egészekre o™ = ™ & m =n (mod k).

5.26. Tétel. Legyen T m-clemii véges test. Minden o € T nemzérd elemre o™~ ! = 1, kovetkezésképpen

o() | m—1.
5.27. Kovetkezmény. A T m-elemd véges test minden eleme gydke az x™ — x polinomnak.

5.28. Definicio. Legyen T m-elemi véges test. A 3 € T nemzér6 elemet primitivnek nevezziik, ha rendje m —1.
Ekkor T minden nemzér6 eleme megadhatd 3 egy hatvanyaként, és igy

T:{Oa])ﬁ)f’z)---)ﬁm_z}-

5.29. Példa. A T = GF(3%) ~ Z3[x]/(x*+2x+2) testben meghatarozzuk az elemek rendjét, megadjuk a primitiv
elemeket, majd az egyik hatvanyaiként elGallitjuk a test nemzér6 elemeit. A 5.26. tétel alapjan az elemrendek

osztoi |T| — 1 = 8-nak, igy a rendek lehetséges értékei az 1,2,4,8. Az egységelem rendje o(1) = 1, valamint

0(2) = 2. Az X elemet hatvanyozzuk, de elég a 5.26. tétel szerinti lehetséges hatvanyokat tekinteni:

2

X2=x2=x+1, =22 =x+Dx+1)=x2+2x+1+14+2=2,

igy o(x) = 8. Az el6bb lattuk, hogy x + 12 =2, tehat o(x + 1) =4. Az x + 2 elemet hatvanyozzuk:

X1 = xt1=2xF2, X122 =X+ (x4 =2+ 2x+1=2,

tehét o(x +2) = 8. Mivel Z3[x]-ben x ~ 2x, x+1 ~ 2x +2 és x +2 ~ 2x +1 teljesiil, ahol ~ az asszocidltsig relacio,
tovabba a 2 paros hatvanyai Zsz-ban 1-gyel egyenldk, igy az asszocidltak rendje megegyezik, azaz O(ZX)i 8,
o(2x+2) =4 éso(2x+1) = 8. A Z3[x]/(x* + 2x + 2) testben primitiv elemek a kovetkezok: X, x + 2, 2x és
2x + 1.

A Z3[x]/(x* + 2x + 2) test nemzér6 elemeit elsallitjuk x + 2 hatvanyaiként, kiszdmolhatok a kdvetkezdk:

3 _

x+2 =T, Xx+2 =x+2, x+2" =2x+2, x+2° =2,
Xt2 =2, X12 =2x+1, x+t20=x+1, x12 =%
Ennek segitségével felirhato a kévetkezd logaritmus tablazat
o T2 %[ x+T | x+2 | 2x | 2x+1 | 2x+2
logz«[[0]4]7] 6 | 1 [3] 5 | 2

A logaritmus tablazatot hasznalva konnyebben hatvanyozhatok az elemek:

- 6
2x6: <x+23) :x+218:x+22:2x+2.


https://www.youtube.com/watch?v=_mUjXrHUIGI
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5.30. Tétel. Minden véges testben van primitiv elem (azaz véges test multiplikativ csoportja ciklikus).

5.31. K6vetkezmény. Az m-elemi véges testben a primitiv elemek szama éppen @(m —1) (itt ¢ az Euler-féle
fliggvény).

Videé: ‘ Minimaéalpolinom ‘

5.32. Definicio. Legyen T = GF(p™) véges test (p prim) és o« € T. Azt a legkisebb fokszamu Z, feletti
fépolinomot melynek o gydke az « elem miniméalpolinomjanak nevezziik.

5.33. Példa. A GF(3?) ~ Z3[x]/(x? + 2x + 2) testben hatarozzuk meg az o« = x + 2 elem minimélpolinomjat.
A hatvanyokat felirjuk, mint a Z3 feletti 2-dimenzios vektortér elemeit, és ezek kozott keresiink linearisan fliggs
vektorokat:

«® =T =10,
ol =x+2=21,
o> =2x+2=22

Az o o', &? linearisan fiiggs vektorrendszert alkot, ugyanis «? + «' + 2 = 0, ami éppen azt jelenti, hogy az

o =x + 2 gyoke a Zj3 feletti h = x? +x + 2 polinomnak. Mivel & = x + 2 ennél kisebb hatvanyaibol nem lehetett
linearisan fliggd vektorrendszert elGallitani, ezért h a legkisebb fokszamu f&polinom, aminek x + 2 gyoke, igy h
minimélpolinomja x + 2-nek.

Megjegyezziik, hogy a Z3[x]/(x? + 2x + 2) test 2-dimenzioés vektortér Zj felett, igy barmely 3 vektor linearisan
fliggd, tehat a test tetszGleges elemének minimélpolinomja legfeljebb mésodfokii.

5.34. Tétel. Legyen T = GF(p™) véges test (p prim) és o € T. Ekkor

a-nak létezik legfeljebb n-foku minimélpolinomja, amelyet jeloljiink h-val,
h irreducibilis és egyértelmtien meghatérozott,

tetszbleges f € Zp[x] polinomra f(x) =0 <= h|f,

h|xP"— 1T —1.

Ll


https://www.youtube.com/watch?v=S2FgzQ6uJUY
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6. Hibajavit6é kédolas

Video: ‘ Alapfogalmak

6.1. Definici6. Az informécio tarold vagy tovabbité rendszerek a kovetkezd 6t részre bonthatok:

1. informécio forras, pl. szoveges (TXT) vagy zenei (WAV) adat

2. kodolo, pl. témérits vagy CD ir6 program

3. kommunikéciés csatorna, pl. internet vagy kompakt diszk

4. dekodolo, pl. kitomérits vagy CD lejatszo program

5. informacio felhasznalas, pl. szoveges (TXT) vagy zenei (WAV) adat
A tovabbitando informaéacio altalaban diszkrét egységekre bonthatd (szoveges adat esetén karakterek sorozatéra,
mono zenei adat esetén 16-bites elGjeles szamok sorozatara), melyeket tizeneteknek nevezziik. A kodolas egy
@ : M — C bijektiv leképezés, ahol M az {izenetek, illetve C a kodszavak halmaza. Magat a C halmazt nevezziik
kodnak. Mi esak olyan kodolasokkal fogunk foglalkozni, ahol mind M, mind C a K = {0, 1,...,k—1} szimbolumok
(k = 2 esetben bitek) feletti szavakbol all, azaz M, C C K*, ahol

K*={apa;---an_1:1>0,a0,...,an_1 € K}

A dekodolas egy P : K* — M parcialis leképezés. Tobbfajta kodolas létezik (titkositds, tomorités, stb.), de mi
csak olyanokat vizsgalunk, melynek célja a hibajelzés és hibajavitas.

Video6: | Standard dek()dol(')‘

6.2. Definicié. A C C K* kod blokk-kod, ha minden kédszava ugyanolyan hosszii. A koédszavak kozos n € N
hosszat a C koéd hosszanak nevezziik. Ekkor természetesen C C K™.

6.3. Definicio. A C C K™ blokk-kod elemeit idealis esetben logy|C| hossziisagi szavakkal is meg tudnank
kiilonboztetni, de mi n-hosszu szavakat hasznalunk. Tehat a C blokk-kod informacios rataja (gazdasagossagi
egylitthatoja)

10g\]<| |C|

E—
6.4. Példa. A C = {000,111} C Z3 kod informécios rataja % = %, ami durvan azt jelenti, hogy egy bitnyi
kodolt adat csak % bitnyi informéciét hordoz.

6.5. Definici6. A kommunikacios csatornat szimmetrikusnak nevezziik, ha
1. a kodszavak hosszat nem valtoztatja meg, azaz a csatornan bemend és kijovs szimbélumok szama ugyanaz,
2. minden szimbo6lumot egyméstol fliggetlen modon, sorrendben, azonos p > % valészintiséggel helyesen to-
vabbit, vagy 1 —p valdszintiséggel elront, és
3. az elrontott szimbdélumok azonos eséllyel keriilnek ki a helytelen szimbolumok koziil.

6.6. Példa. A K ={0, 1,2} és p = 80% paraméterek esetén a szimmetrikus kommunikécios csatorna az 1 szimbolu-
mot 10% valoszintiséggel tovabbitja 0-ként, 80% valoszintséggel 1-ként, és szintén 10% valoszintiséggel tovabbitja
2-ként. Ezt a bejovs szimbolumok mindegyikére hasonldéan, egymaéstol fiiggetleniil végzi el.

6.7. Definicié. Az u = uy...u, és v = vy...v, € K" szavak Hamming-tavolsaga azoknak az 1 < i < n
koordinataknak a szdma, ahol u és v eltér:

diu,v) =1 <i<n:u #vill

6.8. Tétel. Legyen C C K™ blokk-kéd és v € K™ szimmetrikus kommunikécids csatornabol kijovs szo. Ekkor a
legnagyobb valoszintiséggel azt az u € C kodszot alakitotta at a csatorna, amelynek Hamming-tavolsaga minimélis
v-t6l. Ha t6bb ilyen van, akkor azok mindegyike egyenld valdszintiséggel lehetett a bemend kodszo.

6.9. Példa. Ha a C = {000, 111} kod esetén a szimmetrikus kommunikacios csatornabol kijovs szo v = 010, akkor
annak a legnagyobb a valoszintisége, hogy az u = 000 kdédsz6 ment be a csatornaba.

6.10. Definici6. Legyen C C K™ blokk-kod. Ha ismert a @ : M — C kodolés, akkor a P : K™ — M dekddolashoz
elég megadni azt a T: K™ — C parcialis leképezést, amelyre T = 1. Ha minden v € K™ beérkez§ szora

e — u, ha u e C av szohoz legkdzelebbi kodszo, és
| = (nem definialt), ha t&bb kodszo van legkdzelebb v-hez,

akkor a kapott dekodolast a standard hibajavitoé dekodolasnak nevezziik.


https://www.youtube.com/watch?v=WCpZ0aaGo1k
https://www.youtube.com/watch?v=iSkEccALGUI
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6.11. Példa. Legyen C ={101,111,011} és v = 100 a kommunikacios csatornabol kijoves szé. Ekkor d(101,100) =
1, d(111,100) = 2, d(011,100) = 3, tehat a standard hibajavité dekodolas a v szot az 101 kodszora javitja. Ha
v =001, akkor d(101,001) =1 és d(011,001) =1, tehat a standard hibajavité dekodolas a v sz6t hibasnak jelzi.

Videé: ‘Minimz’\lis tavolsag, hibajelzés és hibajavitéls‘

6.12. Definici6. Legyen t > 0 és C C K™ A C kod t-hibajelz6, ha barmely kodszot legfeljebb t helyen
megvaltoztatva az eredmény nem lehet az eredetitél kiillonb6z6 kodszo. A C kod t-hibajavito, ha barhogyan is
vesziink két w # v kodszot, és azokat legfeljebb t helyen (kiilon-kiilon) megvaltoztatjuk, akkor a kapott u’,v’ € K™
szavak kiilonbozsk.

6.13. Példa. A C ={000,111} kod 2-hibajelz8, de nem 3-hibajelzs, és 1-hibajavito, de nem 2-hibajavito.
6.14. Definici6é. A C C K™ blokk-k6éd minimaélis tavolsagan a
d(C) =min{d(u,v) :u,ve C;u#v}
szamot értjiik.
6.15. Példa. A C = {000, 111} kdd minimalis tavolsaga 3. A C ={000,011,101,110} kod minimalis tavolsaga 2.
6.16. Tétel. Tetszsleges C blokk-kod d(C) — 1-hibajelzd, és {%J -hibajavit6. Ezek a szamok a lehetd

legnagyobbak, azaz C nem d(C)-hibajelzs, és nem {%J—hibajavité.

6.17. Példa. A C = {000,111} kéd 3 — 1 = 2-hibajelz6 és 2/2 = 1-hibajavit. A C = {000,011,101,110} kod
2 — 1 = 1-hibajelz6 és |1/2] = 0-hibajavito.

6.18. Tétel (Hamming-korlat). Ha a C C K™ kod t-hibajavito, akkor

K >cl (*:) (K| — 1)t
i=0

6.19. Példa. Kiszamoljuk, hogy maximum hény kodszot tartalmazhat egy 7-hosszt 1-hibajavité binéris kod.

Tehat K| =2, n=7,t=1, és
t
. 7 7
> (o= (§) + (1) -+
—\1i 0 1

Ez azt jelenti, hogy minden kodszoé koriili 1-sugara gobmb pontosan 8 szot tartalmaz, és ezek paronként diszjunktak.
Azt kaptuk, hogy 27 = 128 > |C| - 8, azaz |C| < 16. Ebbdl azt is megallapithatjuk, hogy C informéaciés rataja
legfeljebb 4/7 lehet.

6.20. Definicio. A t-hibajavito C C K™ kod tokéletes, ha minden v € K™ szohoz van téle legfeljebb t Hamming-
tavolsagra levs kodszo (azaz a kod eléri a Hamming-korlatjat).

6.21. Példa. A C ={000,111} C Z3 kod tokéletes 1-hibajavité kod, mert 23 =2 (1 + 3).

Video: ‘ Linearis kédok ‘

6.22. Definicio. Ha K test és C C K™ altere a K feletti K™ vektortérnek, akkor C-t linearis kodnak nevezziik.

6.23. Tétel. Legyen C < K™ linearis kod. Ekkor
1. |C] = IK|" valamely r egészre, tehat linearis kodok esetében feltehets, hogy M = K™;
2. létezik olyan ¢ : K" — C koédolas, amely linearis leképezés,
3. C informécios ratija .

6.24. Definicio. Legyen C < K™ r-dimenzios linearis kod. A G € K™ ™ matrixot a C kdd generatormatrixanak
nevezziik, ha G sorainak rendszere a C vektortér bazisat alkotja. Ekkor az u € K" iizenet G-szerinti kodolésa az
uG € C kodszo.

6.25. Példa. A C = {000, 111} linearis kod generatormatrixa G = (111) € Z;“.

6.26. Definicio. A C linearis kod szisztematikus, ha van olyan generatormétrixa, amelyben az els6 r oszlop az
T X T-es egységmatrixot alkotja, azaz G = [E, H] valamely H € K™ ("~") matrixra.


https://www.youtube.com/watch?v=Kng_GTZ0-H4
https://www.youtube.com/watch?v=S8-7d_i1KyE
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6.27. Példa. A C ={0000,1010,0111,1101} kdd szisztematikus, mivel C egy generatorméatrixa G = ((1) 9
75**. Ekkor H= (1]9).

17) €

6.28. Definicio. A C,D < K™ linearis kddok ekvivalensek, ha létezik olyan 7 € S;, permutécio, amelyre
ajaz...an € C &< a1,a2x...any € D.

6.29. Példa. A C = {0000,1010,0111,1101} és D = {0000, 1100,0111,1011} kodok ekvivalensek, mert minden
kodszoban a masodik és harmadik szimbolumot felcserélve (7t = (2 3)) egymasba vihetdk.

6.30. Tétel. Minden linearis kod ekvivalens egy szisztematikus linearis koddal.

6.31. Tétel. A C < K™ linearis kod minimélis tavolsdga éppen

min{ d(u,0) : uwe C\{0}}.

Videoé: ‘Ellenc’irzé’ matrix

6.32. Definici6. Legyen C < K™ r-dimenzios linearis kod. A P € K™*("=7) matrixot a C kod ellenérz6 méatri-
xanak nevezziik, ha u € K™ akkor és csak akkor kodszo, ha uP = 0.

6.33. Tétel. Minden lineéris kddnak van ellenérzé métrixa, ami egyértelmtien meghatarozza a kédot. A P €
K™= matrix akkor és csak akkor ellenérzé métrixa a G € K™ ™ generatormétrixa linearis kodnak, ha
oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek és GP = 0. Ha a kod szisztematikus a G = [E; H] generatormatrixszal,
akkor a kod egy ellenérzé métrixa
—H
P= .

6.34. Példa. A C ={0000,1010,0111,1101} szisztematikus kod generatorméatrixa

1010
G:Q 1 1)'

—_

Tehat a kod ellenérzé matrixa

—_ O = O

1
1
1
0

Videé: ‘Hamming—kc’)dok

6.35. Definici6. Legyen K tetszéleges véges test, 1 > 2,

LGRS
B

és legyen P € K™*T olyan matrix, melynek sorai a K™ vektortér paronként linearisan fiiggetlen nemzér6 vektorait
tartalmazzak (pl. azon nemzéro vektorok, melyeknek az els6 nemnulla komponense 1). Azt a C < K™ lineéris
kédot, melynek P az ellenérzé matrixa, Hamming-kdédnak nevezziik, melynek dimenziéja n —r.

6.36. Példa. Megadjuk a K = Z, test feletti (azaz binaris) 222%11 = 3-hosszi Hamming-kédot. A kod egy
lehetséges ellenérzématrixa

11
P=1|1 0],
0 1
tehat H = (1 1) és a kod generatormétrixa
G=(1 1 1),

azaz C = {000, 111}.


https://www.youtube.com/watch?v=YanKqgODiLE
https://www.youtube.com/watch?v=TAeP9hnoL6Y
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6.37. Példa. Megadjuk a K = Z3 test feletti 332:11 = 4-hosszia Hamming-kodot. A K? vektortér azon nemzér6
vektorai, melynek az elsé nemnulla komponense 1, pontosan a (1,0), (1,1), (1,2) és (0,1) vektorok. Tehat a kod
egy lehetséges ellenérzémaétrixa

11
1 2
P=11 o]
0 1
és a kod generatormétrixa
G— 10 2 2
T\ 1 2 1)

Ezért a kdd 2-dimenzids, kilenc eleme van, mégpedig
C ={0000,1022,2011,0121,1110,2102,0212,1201,2220}.

A kod minimalis tavolsaga 3 (elég megnézni a nemzér6 vektorok zérdtol valod tavolsagat), tehat C 2-hibajelz és
1-hibajavito, és informacios rataja % = %

6.38. Példa. Megadjuk a 23 — 1 = 7-hossz, binaris Hamming-kodot. A kod egy lehetséges ellenérzématrixa

110
1 0 1
0 1 1
P=11 1 1},
10 0
010
0 0 1
tehat a kod generatormatrixa
100 0 1T 10
G— 01T 00 1 01
00 1T 0 0 11
0O 0 0 1T 1 11

A kod 4-dimenzids, 16 eleme van, és informécios rataja %.

6.39. Tétel. Tetszbleges K test {616tt a Hamming-kod tokéletes, 1-hibajavito és 2-hibajelzd.

Video6: | Ciklikus kodok

6.40. Definicio. A C C K™ blokk-kodot ciklikusnak nevezziik, ha minden aja;...an kodszora az a;...ana;
sz6 szintén kodszo.

6.41. Megjegyzés. Legyen K tetsz6leges test. Az ajaz...an € K™ szavakat azonositjuk az a;+azx+... Anx™!
polinommal.

6.42. Tétel. Legyen C < K™ nemtrividlis (azaz C # {0}) ciklikus lineéaris kod és g € C minimalis fokszamua
fépolinom kodszo6. Ekkor

1. g egyértelmiien meghatarozott,

2. minden h € K" szérah € C & g |h,
3. g valddi osztdja az x™ — 1 polinomnak,
4. C dimenzi6ja pontosan n — deg(g).

6.43. Definicio. A C < K™ ciklikus lineéris kodban egyértelmtien meghatarozott minimalis fokszami f6polino-
mot a C kod generatorpolinomjanak nevezziik.

6.44. Tétel. Ha g a C < K™ ciklikus linearis kod generatorpolinomja, és = n — deg(g), akkor a C kod egy
generatormatrixa


https://www.youtube.com/watch?v=DfTQQfLFtmY
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6.45. Példa. Tekintsiik a C = {0000,1010,0101, 1111} ciklikus linearis kodot. Ekkor a generatorpolinom az 1010
szohoz tartozo g = 1 +x2 € Z;[x] polinom, és C egy generatormatrixa

(g _ (1010
G_<xg>_<0101 )

6.46. Tétel. Ha a g € K[x] polinom valédi oszt6ja az x™ — 1 polinomnak, akkor a g altal generalt C = {h € K™ :
g | h} kod ciklikus, lineéris, és g a generatorpolinomja.

6.47. Példa. Meghatarozzuk az 6sszes 3-hosszi nemtrivialis ciklikus lineéris binéris kodot. Az X3 —1 e Zx
polinom irreducibilis felbontasa x3 —1 = (x+1)(x? +x41). Tehat x> — 1-nek pontosan harom valodi osztoja van:
g1 = x+1, g2 = x*+x+1és g3 = 1. Ezen generatorpolinomokhoz tartozoé kodok rendre a Cq = {000,110,011, 101},
C, ={000,111} és C = Z3 ciklikus linearis kodok.

Videé: ‘ Ciklikus Hamming-kédok ‘

6.48. Tétel. Legyen f € Z;[x] r-edfoku irreducibilis polinom, 3 a Z,[x]/(f) test primitiv eleme, és g € Zy[x] a
elem minimélpolinomja. Ekkor g generatorpolinomja egy n = 2" — 1 hosszu ciklikus Hamming-koédnak.

6.49. Példa. Legyen f=1+x+x3 € Zy[x] és p=x+1€ 7, [x]/(f). Ekkor

BZ=(x+12=x2+1,
B3=(x+ N2 +1) =x3 +x2+x+1=x2,

azaz B3+ B2 +1=x2+ (x2+1)+1 =0 és ezért B minimalpolinomja g = x> +x? + 1. Tehat a Hamming-kod
hossza 23 — 1 =7, és generatorméatrixa

o = O =

0 0
10
11
0 1

o o o —
o o = O
_O = -
— O O O

Vide6: | BCH-kodok

6.50. Definici6. Legyen f € K[x] r-edfoki irreducibilis polinom, o« a K[x]/(f) test legalabb n-edrendi eleme,
d<m,ésgecKxlaza «?...,ad"" elemek minimalpolinomjainak legkisebb kozos tobbszorose. Ekkor a g altal

generalt n-hossza ciklikus linearis kodot BCH-kodnak nevezziik, ahol d a kéd tervezett tavolsaga.

6.51. Tétel (Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem). Legyen C az el6z8 definicioban megadott BCH-kod. Ekkor
C

1. hosszamn ésn < |K|" —1,

2. minimalis tavolsaga legalabb d,

3. dimenzidja legalabb n —r(d — 1).

6.52. Példa. Tervezziink binéris 1-hibajavitoé BCH-kodot. Mivel a kod 1-hibajavitd, ezért a minimélis tévol-
saganak 3-nak kell lennie. Olyan véges testet kell tehat keresniink, amelyben van legaldbb harmadrendd elem.
Tudjuk, hogy a GF(2¥) testben van primitiv, azaz 25 — 1-rendi elem, tehat a k = 2 jo valasztas. A GF(2?) testet
az f = x? +x+ 1 € Z[x] irreducibilis polinommal allitjuk els. A Z,[x]/(f) testben kénnyen leellenérizhets, hogy
az o« = X elem rendje éppen 3, mert

Ebbél azt is latjuk, hogy 14+a+a? = 0, azaz o minimalpolinomja g = 14+x+x2, és T+o?+(a?)? = 1+’ +ax = 1,
azaz o minimélpolinomja szintén g = 14x+x?. Tehéat « és o2 minimalpolinomjainak legkisebb kzds tobbszorose

g=1+4x+x?, igy a keresett kod generatormatrixa

azaz C ={000,111}.


https://www.youtube.com/watch?v=_76GXK1KsfU
https://www.youtube.com/watch?v=t32cJCCX_HM
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6.53. Tétel. A 3-minimalis tavolsagtn BCH-kodok éppen a ciklikus Hamming-kodok.
6.54. Tétel. A GF(2¥) test tetszdleges « elemére « és a? minimélpolinomjai megegyezik.

6.55. Példa. Tervezziink binaris 2-hibajavit6é kodot. A d minimalis tavolsagnak most 5-nek kell lennie. Legalabb
6todrendd o elemet kell keresiink és ilyen van a GF(23) testben. Valasszuk az f = x3 +x+1 € Z,[x] irreducibilis
polinomot. Tudjuk, hogy a Z;[x]/(f) test minden nemzéré elemének rendje osztoja 23 — 1 = 7-nek, azaz a 0-t6l
és 1-t61 kiilonboz6 elemek hetedrendtiek. Legyen tehat o =X és n = 7. Ki kell szamolnunk az «, «?, o és o

elemek miniméalpolinomjat, amihez o hatvanyaira van sziikségiink:

o =X,

«? =x2,

o =x3=x+1,

ot =x(x+1) =x2 +x,

o =x(x2+x) =x3+x2 =x2+x+ 1,

a® =x(x2+x+1)=x34+x2+x=x2+1,
o =x(x2+1)=x3+x=1.

Tehat o® + o+ 1 = 0, azaz o« minimélpolinomja x3 4+x 4+ 1, és az el6z6 tétel szerint ugyan ez a minimalpolinomja
az «? és ot elemeknek is. Az «® minimélpolinomja x3 +x? + 1, mivel o + «® +1 =o? + a®+1=0. A
minimélpolinomok legkisebb kozos tobbszordse g = (x3 +x+1)(x3 +x2 +1) =x® + x> +x* +x> +x2 +x+ 1,
igy a keresett kod generatormatrixa G = (1 T 1 1 11 1) . Ennek a kédnak a minim4lis tavolsaga 7, jobb
mint a tervezett, de nem valami érdekes, mert dimenzioja csak 1, informécios rataja pedig csak 1/7. A probléma

abbol adodik, hogy til kicsi testben szdmoltunk.

6.56. Példa. Megint binaris 2-hibajavito kodot terveziink, de most az f = x* 4+ x> + 1 € Z,[x] irreducibilis
polinomot és a Z[x]/(f) testet hasznalva. Vegylink az « = X = 0100 elemet, és szamoljuk ki hatvanyait (a
polinomok és szavak azonositasat felhasznalva)

o' =07100, o = 0010, o® = 0007, ot = 7007, o® =T101,
«® =T111, o’ =T110, o® = 0111, of =1010, o' =07107,
o' =T7011, «'? =1700, «'3 =0110, o't =001T, o'® =7000.

Latjuk, hogy o rendje 15, azaz « primitiv, és ezért n tetszdlegesen valaszthato d =5 és o(a) = 15 kozott. Az is
leolvashato6, hogy « minimalpolinomja x* +x3 41, «? és «* minimalpolinomja szintén ez az el6z6 tétel szerint, és
oc® minimalpolinomja x* +x3 +x? 4+x+1. Tehat a kod generatorpolinomja g = (x* +x3+1)(x* +x3 +x2 +x+1) =

x® +x* +x? +x+ 1. Ha maximélis dimenzioju kodot keresiink, akkor legyen n = 15. Igy a kod generatormatrixa

11101 00O0T1TO0O0O0O0OO0OO
o1 1101T00O0T1TO0O0O0O0O0
oo1110100O0T1TO0O0O00O
G=J0OO0OO0OT171 11010001000,
ooo0oo01T1T1T0T1TO0O0O0OTO0OO
6oo0oo0oo001T 1101 0O0O0T1O0
0oo0o000O0T1T 1T 1TO01TO0O0O01

dimenzioja n —deg g = 15 — 8 =7, és informacids ratija %

Vide6: | Reed-Solomon-kédok

6.57. Definici6. Ha a BCH-kod definiciojaban o € K, akkor o hatvanyainak minimalpolinomjai mind elséfokuak,
azaz g = (x — &) (x — o?) ... (x — «?71). A kapott kodot Reed-Solomon kédnak nevezziik, melynek dimenzioja
n—d+1.

6.58. Példa. Legyen K = GF(23) a nyolcelemt test és o € K az 6.55. példaban hasznélt hetedrendt elem,
melyrdl tudjuk, hogy o =1 és &> + o« + 1 = 0. Tervezziink maximalis informéciés rataju 2-hibajavité kodot,
azaz legyen d =5 ésn = 7. Az f € K[x] hetedrendi irreducibilis polinomot meg sem kell hatdroznunk, mert
minket csak g érdekel. Tehat

g=(x—a)x—o?)(x— o) (x—a*).


https://www.youtube.com/watch?v=PKAvBJKy20k
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Mivel K karakterisztikaja 2, ezért tetszéleges a € K elemre a = —a, azaz
g= (x4 o) (x + &) (x + ) (x + ).

Ezt kifejtve és felhasznalva az o =1 és o> + a + 1 = 0 azonossagokat
g=x"+(x+a? + o+ oaM)x3 + (xax? + o + ao + o?o® + oot + Pt )x
+ (oo + ao? ot + oo o + o o ot )x + ot o ot
=x"+ (a4 o + o + o) + (0 + ot + o + o + a® + o )x?
+ (x® + & 4+ a® + o7 )x + «'©
=x"+(C+a(l+a+o3))x+ T+ a1+ a+ a))x? + (4 a®(1 4+ o+ o) )x + &

:x4+oc3x3+x2+cxx+cx3.

2

Tehat a kapott Reed-Solomon kéd generator méatrixa

« 1 & 1 0 0
G=[0 o o« 1 & 1 0]ek®>,
0 0 & o 1 o 1

dimenzi6ja 3, informécios rataja % és pontosan 83 = 512 kodszot tartalmaz.



7. Videdk jegyzéke

Permutacidok

Permutaciok megadasa
Permutaciok szorzasa
Ciklus definicidja
Ciklusokra val6 felbontas
Ciklusokkal val6é szamolas
Permutacidk paritasa

Rang és altér

Determinans permutaciokkal
Vektorrendszer rangja
Matrixok rangja

Alterek és bazis

Alterek megadasa

Alterek metszete és Gsszege
Alterek egyértelmii megadasa

Linearis leképezések
Definici6o, magtér és képtér
Leképezések matrixa
Bazisattérés

Sajatvektor és sajatérték

Polinomok

Alapvetd definiciok

Oszthatosag

Legnagyobb k6z6s oszto

Polinomok gyotkei, Horner-elrendezés

Irreducibilis polinomok

Komplex, valoés és racionalis irreducibilis polinomok

Testek

Prim elemszam testek
Polinomok maradékosztalyai
Primhatvany elemszamu testek
Elemek rendje, primitiv elemek
Minimalpolinom

Hibajavité koédolas
Alapfogalmak
Standard dekédolo


https://www.youtube.com/watch?v=RgvvEXERG6k
https://www.youtube.com/watch?v=oULSR0D4EIY
https://www.youtube.com/watch?v=2X-Mis5JUQY
https://www.youtube.com/watch?v=FBRW7qh-QPY
https://www.youtube.com/watch?v=O20yvYK_70U
https://www.youtube.com/watch?v=kigsxkfU1UI
https://www.youtube.com/watch?v=KbnIX12PeJc
https://www.youtube.com/watch?v=aug1jR2cx4M
https://www.youtube.com/watch?v=3fmfdiLqs-w
https://www.youtube.com/watch?v=nTwlzr-b7ko
https://www.youtube.com/watch?v=qXQlvrw8q14
https://www.youtube.com/watch?v=bLUvFv4T3zE
https://www.youtube.com/watch?v=kDb6aqup7Q0
https://www.youtube.com/watch?v=NCTHGt_y7x0
https://www.youtube.com/watch?v=whYTVzWnfkw
https://www.youtube.com/watch?v=eP7ceZtGAns
https://www.youtube.com/watch?v=hOK4sPa8Xr4
https://www.youtube.com/watch?v=psr_VO5DXug
https://www.youtube.com/watch?v=wS4pK2oEr2g
https://www.youtube.com/watch?v=hn01twaqDKg
https://www.youtube.com/watch?v=WYPMjb4JB18
https://www.youtube.com/watch?v=lyUmn4mpnCg
https://www.youtube.com/watch?v=vSxZyxj1hhU
https://www.youtube.com/watch?v=Q3BqRES9SBo
https://www.youtube.com/watch?v=hZFay5a0e9Y
https://www.youtube.com/watch?v=XKa2AMam6L8
https://www.youtube.com/watch?v=_mUjXrHUIGI
https://www.youtube.com/watch?v=S2FgzQ6uJUY
https://www.youtube.com/watch?v=WCpZ0aaGo1k
https://www.youtube.com/watch?v=iSkEccALGUI
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Minimalis tavolsag, hibajelzés és hibajavitas
Linearis kédok

Ellendrzé matrix

Hamming-k6dok

Ciklikus kodok

Ciklikus Hamming-koédok

BCH-ko6dok

Reed-Solomon-kédok



https://www.youtube.com/watch?v=Kng_GTZ0-H4
https://www.youtube.com/watch?v=S8-7d_i1KyE
https://www.youtube.com/watch?v=YanKqgODiLE
https://www.youtube.com/watch?v=TAeP9hnoL6Y
https://www.youtube.com/watch?v=DfTQQfLFtmY
https://www.youtube.com/watch?v=_76GXK1KsfU
https://www.youtube.com/watch?v=t32cJCCX_HM
https://www.youtube.com/watch?v=PKAvBJKy20k
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