Nemkooperativ jatékok - Matrixjatékok (1. rész)
(eladasjegyzet, 2022. februar 25.)

Katai-Urban Kamilla

Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:
o N: jatékosok szama,
S;: 1. jatékos stratégidinak halmaza és S = 51 x So x --- X Sn,
w;: S — R az 1. jatékos kifizetési fliggvénye,
(N, Sy, S2,...,5N, 1,92, ..., pN): N-személyes nemkooperativ jaték.

A T’ nemkooperativ jaték megoldésa azt jelenti, hogy megkeressiik az alabbiakban definialt
Nash-féle egyensiilyi helyzeteket.

1. Definicié. A T'(N,S1,S52,...,5N8,¢1,92,...,9n) nemkooperativ jatéknak egyensilyi

helyzete van az x* = (x7,...,x%) € S helyen, ha
Oi(TT, o T T Ty TN) > @i (BT, T T T, TN,
barmely i € {1,..., N} és x; € S; esetén. Azaz egyensilyi helyzet esetén semelyik jatékos-

kifizetést.

2. Definicid. A jatékot nulladsszegiinek nevezzilk, ha az egyes jatékosok nyereménye a tobbi
jatékos vesztesége. Azaz, ha az dsszes jatékos kifizetéseit dsszegezziik, akkor 0-at kapunk.

3. Definicié. Minden véges kétszemélyes nulladsszeg jatéknal a stratégiaparokhoz tartozo
kifizetési fliggvény értékeit tablazatban, azaz matrixban dbrazolhatjuk, ezért az ilyen tipust
jatékokat mdtrizjdtékoknak nevezzik.

4. Definicié. Ha egy matrixjaték esetén az 1. jatékosnak m stratégiaja van, a 2. jatékosnak
pedig n, akkor az 1. jatékos kifizetéseit egy mxmn-es A valos matrix elemeiként abrazolhatjuk.
Ezt az A € R™*™ matrixot nevezziik a jaték kifizetési matrizdnak,

all a9 e alj e QA1n
A= a;1 a;2 ce Qg ce Qin
aml am2 ... amj e Amn,

Az A matrix i. soranak j. eleme a;;, az az érték, amit az 1. jatékos nyer, ha & az i.
—a;j, ugyanis a jaték nulladsszegt. Tehét erre gy is lehet gondolni, hogy a 2. jatékos a;;-t
fizet az 1. jatékosnak. Ha a;; > 0, akkor erre tgy is lehet gondolni, hogy a 2. jatékos a;;-t
fizet az 1. jatékosnak.

5. Definicié. Ha a matrixjaték kifizetési matrixa A, akkor az A matrix sorminimumainak
maximumét alsoértéknek, az oszlopmaximumainak minimumét pedig felsdértéknek nevez-
ziik. Az als6érték kisebb vagy egyenls a felsGértéknél, ha az egyenlGség teljesiil, nyeregpont-
nak nevezzik.

6. Tétel. Mdtrizjdatékok barmely két nyeregpontja azonos értéki.

7. Tétel (Minimax tétel). Bdrmely matrizjatéknak van egyensilyi helyzete.

akkor ezt tiszta stratégianak nevezzik, kiillonben kevert stratégidnak.
Legyen A egy m X n-es méatrixjaték kifizetési matrixa. Az 1. jatékos stratégiainak S

halmaza az osszes olyan m-komponenstt X = (z1,...,x,) vektor, amelyre z; > 0 (i =
1,...,m)és > x; = 1. A 2. jatékos esetén pedig az n-komponensd YT = (y1,...,yn)



vektrok halmaza, amelyre y; > 0 (j = 1,...,n) és Z;;l yj = 1. Azaz az 1. jatékos x;
valoszintiséggel jatsza az i. stratégidjat, és a 2. jatékos y; valoszintiséggel a j. stratégiajat.
Ekkor az 1. jatékos varhato kifizetése:

XAY = i i Qi T3Yy-

j=1i=1
9. Definicié. Legyen A egy m X m-es matrixjaték kifizetési méatrixa. A maéatrixjatéknak
X* e 81 ésY* € Sy egyensilyi helyzete (optimdlis stratégidja), ha
XAY* < X*AY* < X*AY,

tetszoleges X € S, Y € Sy estén. Azaz egyik jatékosnak sem éri meg egyoldaluan valtoz-
tatni, az 1. jatékos nem nyerne tobbet, a 2. jatékos pedig nem veszitene kevesebbet, ha az
egyensulyi helyzettsl eltérne.

10. Definicié. Legyen A egy m x n-es matrixjaték kifizetési matrixa, és X*, Y* optima-
lis stratégiaja, ekkor a v = X*AY™ egyensiilyi helyzetben elért varhaté kifizetést a jaték
értékének nevezziik.

11. Jel6lés. Legyen A egy m x n-es méatrix, ekkor jelolje A;. az A métrix i. sorvektorat, ahol
ie{l,...,m}. A, pedig jelolje az A matrix j. oszlopvektorat tetszéleges j € {1,...,n}
esetén.

Ha A egy m x m-es métrixjaték kifizetési matrixa, akkor az XA ; a varhato kifizetés,

c sz

stratégiat. Hasonloan az A;Y kifejezés azt a varhato kifizetést adja, amikor a masodik
jatékos az Y kevert stratégiat valasztja, az els6 pedig az i. tiszta stratégiat.

12. Tétel (Optimalis stratégia tétele). Legyen A egy m X n-es mdtrizjdaték kifizetési mdt-
riza, €s v a jdaték értéke.

(1) Az X* az elsd jatékos optimdlis stratégidjo <= v < X*A,;, j=1,2,...,n.

(2) Az Y™ a mdsodik jdatékos optimdlis stratégidja <= A;.Y* <wv, i=1,2,...,m.

13. Tétel (Tiszta vs. kevert tétel). Legyen A = (a;j) egy m X n-es mdtrizjaték kifizetési
mdtriza, és v a jaték értéke.
(1) Legyen Y* a mdsodik jdtékos optimdlis stratégidja. Ha
A YY" <,

akkor x7 =0 az elsd jatékos X* optimdlis stratégidjaban.
(2) Legyen X* az elsd jdatékos optimdlis stratégidja. Ha

X*A‘j >,
akkor y; = 0 a mdsodik jdtékos Y* optimdlis stratégidjiban.
Bizonyitds: Az (1) allitast bizonyitjuk, a (2) &llitas bizonyitasa hasonlo.

Mivel Y* a masodik jatékos optimalis stratégidja, igy ha az els6 jatékos az i-edik tiszta

T2z

A, Y <w, i=1,...,m.
Jelolje R, J a kovetkezs index halmazokat:

R={i: ApY" <v}, J={i:A4Y" =0}
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Ekkor:

m
vo= XFAY' =D afAY”

i=1
= Y B AYT Y ALY

i€R ieJ

= E fo,-.Y*—i—E ziv.
i€R ieJ

Atrendezve

v — E riv = g xi ALY,
ieJ i€R

U(l— E xf) = E r; A Y™
icJ i€R

Mivel X* komponensei valoszintiségeket jelolnek, igy > ", x¥ = 1. Tovabba R és J index
halmazok diszjunktak, egyesitésiik pedig kiadja az Gsszes indexet, ezért 1 — ) .z} =
> icr T Ezt felhasznalva kapjuk:

vaf = meAi.Y* = Z(v — A Y )x; =0.

i€R i€R i€R
Mivel R mindenegyes 7 elemére v — A;. Y™ > 0 ezért sziikségképpen ezen 7 indexekre x7 = 0.
|

14. Megjegyzés. A tétel (1) allitasat tgy lehet szavakkal megfogalmazni, hogy ha
A Y* < v teljesiil, azaz az els§ jatékos az i. stratégidjat alkalmazva a jaték értékénél

cz 2

rossz a stratégia, ha v-nél tobbet veszit a jatékos.

A[12] tétele szerint A;. Y* < wv. Viszont a[I3] tétel alapjan z > 0 esetén nem teljesiilhet
a < egyenlGtlenség, tehat ekkor A;. Y™* = v. Ezt fogalmazza meg az aldbbi kivetkezmény.

15. Koévetkezmény. Legyen az A eqy m X n-es mdtrizjdaték kifizetési mdtriza, és legyen a
jaték értéke v, tovabbd X* az elsd jdtékos, Y* a mdsodik jdtékos optimdlis stratégidja.
(1) Ha X* i. komponensére x} > 0, akkor A.Y™* =v.
(2) Ha Y™ j. komponensére y; > 0, akkor X*A.; = v.
Ezt a kovetkezményt tobbszor is hasznalni fogjuk a méatrixjatékok megoldésa soran, pél-
daul a 2 x 2-es és a 3 x 3-as matrixjatékoknél.
A 2 x 2-es matrixjatékok megoldasa
Legyen az A = (¢ fl) méatrix egy 2 X 2-es matrixjaték kifizetési matrixa. Ha van nyereg-
pont, akkor az annak megfelels tiszta stratégiak adjak a jaték megoldasat. Az alabbi két
esetben nincs nyeregpont, ekkor kevert stratégiat kell alkalmazni:

1)a<b, a<e, d<c, d<b;
2) a>b, a>c, d>c, d>0D.
Jelolje X* = (=, 1-z) az els§ jatékos optimaélis kevert stratégiajat, Y* = (ﬂy) pedig a
masodik jatékos optimélis kevert stratégiajat. Mivel tudjuk, hogy nem tiszta stratégiat
hasznalnak, ezért teljesiilnek a kdvetkezs egyenltlenségek:
0<z<l, 0<l-z<1, 0O0<y<l 0<l-y<l.

Mivel az optimalis stratégiak egyik komponense sem nulla, a [I5 Kovetkezmény felhaszné-
laséval a kovetkezdSket kapjuk:

XA =v, X*As=v, A1Y"'=v, A Y"=nv,
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ahol v a jaték értéke és A.q az A métrix els§ oszlopat, A.o a masodik oszlopat, A;. az elsd
sorat, az As. pedig a méasodik soréat jeloli. A matrix elemeivel megadva a fenti 6sszefiiggések
a kovetkez@ alaktuak lesznek:

(r1-2)(8) =v, (a1=2)(f)=v, (av)Ly))=v, (ca)(ily)=v.
Elvégezve a méatrixszorzasokat a kovetkez§ egyenletrendszert kapjuk:
ar+c(l—x) =v
br+d(l—x) =wv
ay+b(l—y) =v
cy+dl—y) =w.
Az els6 két egyenletnél a baloldalakat egyenlévé téve kifejezhetd az x, mig a méasodik két
egyenletbd]l megkaphatjuk az y-t. Tovabbéa z-et visszahelyettesitve az els6 egyenletbe kapjuk
a jaték értékét, v-t:
d—c d—>b ad — be
_ = v=—\
a—b—ctd YT a—b—ctd a—b—c+d
Vegyiik észre, hogy a jaték értékének kiszamitésakor a szamlaloban az A métrix determi-
nansa szerepel.

xr =

16. Példa. Megoldjuk meg a feladatsor 9. feladatat.
Az alabbi A méatrix egy 2 x 2-es méatrixjaték kifizetési matrixa. Adja meg mindkét jatékos
optimalis stratégiajat, valamint a jaték értékét.

A:(g;l)

A sorminimumok maximuma 4, az oszlop maximumok minimuma 5, igy nincs nyeregpont,
a jaték értéke: 4 < v < 5. Felhasznalva a kevert stratégidkra vonatkozo korabbi formulékat:
d—c 5—2 3 d—1b 5—4 1
a—b—ct+d 6-4-2+5 5 7
Igy az els6 jatékos optimalis stratégidja: X* = (
gigja: YT = (1,4). A jatek értéke:
ad — be 30 -8 22

YT a—b—c+d 6-4-2+5 5

17. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 7.,8. és 10.-12. feladatat.

T a—b—c+d 6-4—-245 5

3 2
575

xTr =

), a masodik jatékos optimalis straté-

Matrixjatékok megoldasanak lépései

A matrixjatékok megoldésa az optimalis sratégia megkeresését jelenti.
1. 1épés: Nyeregpont keresése. Ha talalunk nyeregpontot, akkor a hozza tartozo stratégiak
optimalis stratégiat adnak. Ha nincs nyeregpont, akkor a 2. 1épéssel folytatjuk.
2. lépés: Dominans sorok, oszlopok keresése. Legyen A egy m X n-es matrixjaték kifizetési
matrixa.
Az els6 jatékos szempontjabol a dominalas a kdvetkezét jelenti. Tekintsiik a kifizetési matrix
1. és j. sorat:

a;1 a2 ... Qin,
A=
aj1 G52 ... Qjp
Haaz a;; < aj, t =1,2,...,n, akkor a j. sor domindlja az 1. sort, tehat az els6 jatékos nem

valasztja az i. stratégiat, mert azzal mindenképp rosszabbul jarna, ez a stratégia elhagyhato.
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A masodik jatékos szempontjabol, ha a k. és [. oszlopat tekintjiik a kifizetési matrixnak:
aik ai

A=
Amk Aml
és ayp < ay, t = 1,2,...m teljesiil, akkor a k. oszlop domindlja az [. oszlopot. A méso-
dik jatékos mindenképp tobbet veszitene, ha az [. oszlopot valasztané, igy az [. stratégia

elhagyhato.
3. 1épés: Kevert stratégidk keresése.

18. Példa. Az alabbi matrix egy 4 x 5-0s matrixjaték kifizetési méatrixa. Keressiink domi-
nans sorokat és oszlopokat.

1 2 0 3 4
2 5 -1 0 3
A= -4 0 -2 1 3
5 1 7 8 5

Az els6 sor dominélja a 3. sort, mert az 1. sor elemei nagyobbak, mint a 3. sor megfelels
elemei, tehat az els§ jatékosnak nem éri meg a 3. stratégiajat hasznalni. Az els6 oszlop
dominalja a 5. oszlopot, illetve a 3. oszlop dominélja a 4. oszlopot, mert a dominans
oszlopok komponensei kisebb vagy egyenlék, mint a dominalt oszlop megfelel6 komponensei.

Igy a mésodik jatékos nem hasznélja a 4. és 5. stratégiajat. A dominalt sorok és oszlopok
elhagyasaval a kovetkezd méatrixot kajuk:

1 2 0
2 5 -1
5 1 7

19. Megjegyzés. A 2 X n-es és n X 2-es matrixjatékok megoldasara grafikus modszert
alkalmazunk, lasd az el6adéson.



