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1. LEKEPEZESEK

Jelolje Z az egész szamok halmazat, R a valos szamok halmazat, és Rg a nem negativ valds szamok
halmazat.
Jelolje () az tireshalmazt, azaz azt a halmazt, amelynek nincsen eleme.

1. Definicid. Tetszbleges A, B halmazokra definidljuk a Descartes-szorzatukat:
AxB={(a,b):acAésbe B}.

2. Példa. Az A = {1,2} kételemd és B = {3,4,5} haromelemd halmazok Descartes-szorzata az

Ax B=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)} hatelemi halmaz.

Vegyiik észre, hogy () x B = (), ugyanis ha (a, b) eleme lenne a Descartes-szorzatnak, akkor a € ()
lenne, ami nem lehet.

3. Definici6. Leképezésnek hivjuk A x B egy p részhalmazét, ha teljesiil, hogy minden a € A elemre
pontosan egy b € B elem létezik, amelyre (a,b) € p teljesiil. Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy
az a clem p melletti képe b, és azt {rjuk, hogy ap = b. Ekkor az a elemet a b elem &sének nevezziik.
Ezzel a jeloléssel a o leképezés a kovetkezSképpen adhatd meg: o: A — B, ap = b.

Az A halmazt indulasi halmaznak, a B halmazt érkezési halmaznak nevezziikk. Ha A = B, azaz
az indulasi és érkezési halmaz megegyzik, akkor a leképezést transzformacionak nevezziik.

4. Jeldlés. Az A halmazbol B-be mend osszes leképezés halmazat BA-val jeloljiik.

5. Példa. Tekintsiik a o = {(x,y) € A x A: |z| = y} halmazt, ahol A = {-2,—-1,0,1,2}. Ekkor
o=1{(-2,2),(-1,1),(0,0),(1,1),(2,2)} leképezés, mert minden A-beli elemnek pontosan egy képe
létezik, hiszen a szdmok abszolitértéke egyértelmiien meghatarozott. Hasznélhatjuk a ¢o: A — A,
xo = |x| jelolést is.
6. Példa. Vegyiik a 9 = {(7,9) € R x R : = y?} halmazt, ez nem leképezés, ugyanis példaul
(4,2), és (4,—2) is eleme p-nak.
7. Definici6. Tetszdleges A halmazon definidljuk az identikus leképezést:

ida ={(a,b) e AxA:a=0b},
a masik jelolést hasznélva:

idA: A— A, aidA =a

8. Definicié. A p: A — B és a 0: B — C leképezések szorzatan a go: A — C a(po) = (ag)o
leképezést értjiik.
9. Példa. Tekintsiik a 0: Z — N, 290 = 5|z| + 1 és a 0: N = R, zo = 8 leképezéscket. Ekkor a

xX
szorzatuk a po: Z — R, z(po) = (xp)o = (5|z|+ 1)o leképezés.
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10. Teétel. Tetsz6leges p: A — B, 0: B — C és 7: C — D leképezésekre (po)T = p(oT), azaz a
szorzas asszociativ.

11. Allitas. A leképezésck szorzésa nem kommutativ.

12. Definicio. A p: A — B leképezés sziirjektiv, ha az érkezési halmaz minden eleme eléfordul
képelemként, azaz ha
(Vb e B)(Ja € A)(ap =1D).
A o: A — B leképezés injektiv, ha kiilonb6zé elemek képe kiilonb6z6, azaz ha
(Vay,a2 € A)(a10 = az0 — a1 = az).

A o leképezés bijektiv, ha sziirjektiv és injektiv is.



13. Példa. Az példaban szerepl§ leképezés nem sziirjektiv, mert példaul a —1 nem forul els
képként, és nem is injektiv, mert a —2 és a 2 képe megegyezik.

14. Definicio. A o C A x B leképezés inverze a kovetkezs:
1 ={(b,a) € Bx A: (a,b) € o}.
15. Tétel. A o leképezés inverze akkor és csak akkor leképezés, ha o bijektiv.

16. Tétel. Tetszbleges p: A — B és 0: B — C leképezésekre
1) ha g és o sziirjektiv, akkor po is sziirjektiv;

) ha g és o injektiv, akkor go is injektiv;

) ha p és o bijektiv, akkor go is bijektiv;

) ha go sziirjektiv, akkor o sziirjektiv;

) ha go injektiv, akkor g injektiv;

) ha go bijektiv, akkor p injektiv és o sziirjektiv;
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17. Tétel Tetszs6leges 0: A — B, 0: B — C bijektiv leképezésre

(1) o~ 15 bijektiv,
(2) 0o =idy,

(3) 0 'o=1idg,

(4) (o)™t =0"to™".

2. PERMUTACIOK

18. Definici6. Az A halmaz permutacioin a m: A — A bijektiv leképezéseket értjiik. Az A halmaz
Osszes permutécidinak halmazat Sym(A)-val jeloljiik, specidlisan tetszéleges n pozitiv egészre az
{1,...,n} halmaz &sszes permutacioinak halmazat S, jeldli.

19. Jeldlés. A 7 € S,, permutaciot megadhatjuk elempéarok halmazaként: = = {(1, 1x), (2,27), ...,
(n,nm)}, vagy kétsoros irasmoddal:
(1 2 -
™= \1r 2r - nr

20. Példa. Ha a € S5 az a permutacid, amelyre la = 2, 2a = 1 és 3a = 3, akkor

= (; ? g) = {(172>7 (271)7 (373)}'

(1203 (123
=12 1 3) 77\ 2 31

permutéciok szorzatat. A (8 tétel alapjan az elemek képe a kdvetkezSképpen szamolhato:
L(aB) = (lo)B =28 =3,
2(aB) = (2a) =18 =2,
3(af) = (Ba)f=3p=1,

12 3
O‘B:(?) 2 1)'

Ne felejtsiik el, hogy a leképezésszorzas, és igy specidlisan a permutaciészorzas nem kommutativ.
Példaul ebben az esetben is a szorzéast forditott sorrendben elvégezve, mas permutaciot kapunk:

1 2 3
ﬁa_(l 3 2)'
Most szamoljuk ki 5 inverzét. Mivel
1 2 3
i=(3 3 1) -1, e 60

2

21. Példa. Szamoljuk ki az

azaz



ezért

570 ={(2,1), 3,2), (1,3)} = {(1.3), (2, 1), (3,2>}=<§ | 2)

22. Definici6é. A w € S,, permutaci6 az x € {1,...,n} elemet mozgatja, ha xmw # z. A w € S, altal
mozgatott elemek halmazat M -vel jeloljiik, azaz

M,={ze{l,...,n}:am#ux}.

(1 2 3
*=12 1 3

permutéci6 altal mozgatott elemek halmaza M, = {1, 2}.

23. Példa. Az

24. Definici6é. A 7,0 € S,, permutacidkat idegennek nevezziik, ha M, N M, = (.
25. Tétel. Ha a m,0 € S, permutaciok idegenek, akkor wo = om.

26. Definicio. Permutéciok pozitiv egész kitevSs hatvanyat természetes modon értelmezhetjiik:

m € Sy 6s k € N esetén legyen 7° = 7 - ... -7 (k darab 7 szorzata). A nulladik hatvany az

identikus permutacio: 7° = id, a negativ kitevés hatvanyt pedig az inverz segitségével definialjuk:

a7k = (7F)~L,

27. Tétel. Tetszbleges w,0 € S, permutéciok és m, k € Z esetén
(1) amak = Wm—i—k’
(2) (7m)F =7k,

(3) ha 7 és o idegenek, akkor (mo)* = 7Fok.
28. Definicid. Legyen n > k > 2, és az ay,...,a; € {1,...,n} elemek paronként kiilonbozsek.
Ekkor azt a m € S, permutaciot, amelyre
a@T =a, ayT=as, ... Qp_1T=dag, aET =daj,
és xm = x minden = € {1,...,n}\ {a1,...,ar} elemre, ciklusnak nevezziik és roviden igy jeloljiik:
m= (a1 ag - ag).

A k szamot a ciklus hosszanak nevezziik. A 2 hosszusagu ciklusokat transzpozicioknak hivjuk.
29. Példa. Az
(1 2 3
“~l2 1 3

permutacié ciklus, mivel a k = 2, a; = 1 és ao = 2 valasztassal éppen ezt a permutéciot kapjuk, azaz
a = (1 2). Mivel « hossza éppen 2, ezért « transzpozicio is. A

12 3
5:(231>

permutacioé szintén ciklus, és § = (1 2 3).

30. Megjegyzés. Vegylik észre, hogy egy permutéacié ciklusos alakban val6 megadasa nem egyér-

telmi! Egyrészt ugyanazt a permutéciot tébbféleképpen is felirhatjuk ciklusként:
(123)=(231)=(312).

A maésik probléma pedig az, hogy az (1 2 3) permutéciorol nem tudjuk eldonteni, hogy S3 vagy
esetleg Sy eleme-e. Természetesen ha Ss-beli permutaciokrol beszéliink, akkor

w32 9),

123 4
(123):<2 3 1 4)’

és ez a két permutécié nem ugyanaz. Ugyan ez a probléma az identikus permutécio ,,id” jelolésével
is, arrol sem lehet eldonteni, hogy melyik S,, halmazban hasznaljuk.
3
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31. Példa. Természetesen nem minden permutécié ciklus, példéul a kovetkezd m permutacié sem
ciklus, de el6all ciklusok szorzataként:

—(é 2 2):(123)(45).

32. Tétel. Minden S,-beli permutéicié elGall paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az els-
allitas a tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmtien meghatarozott. (Az identikus permutéciot
ciklusok {ires szorzatanak tekintjiik.)

33. Példa. Adjuk meg a7 = (5234)(135)(437) permutaciot paronként idegen ciklusok szorzata-
ként. Tekintsiik azokat az elemeket, melyeket a szorzat valamely tényezSje mozgat: {1,2,3,4,5,7}.
Vegyiink ki ezek koziil egy elemet, mondjuk az 1-et, és szamoljuk ki, hogy ezt a m permutacié milyen
elembe viszi at:

Ir=1(5234)(135)(437)=1(135)(437)=3(437)="7,

azaz az elsé ciklus nem mozgatta 1-et, a masodik ciklus 1-et 3-ba vitte, majd azt a harmadik ciklus
7-be. Igy a m permutécio 1-et 7-be vitte. Ezutan a kapott elem, a 7 képét keressiik meg a 7w melett,
és igy tovabb, azaz

Tm=75234)(135)(437)=7(135)(437)=T7(437)=4,
Ar =4(5234)(135)(437)=5(135)(437)=1(437)=1.
Visszaértiink az 1-hez, ahhoz az elemhez, amibdl kiindultunk, tehét megvan az elss ciklusunk: (17 4).
A maradék elemekbdl vegyiik a kovetkezst, mondjuk 2-t, és szamoljuk ki hogy ezt 7 milyen elembe
viszi at, és igy tovabb folytatva megkapjuk a m permutaciét paronként idegen ciklusok szorzatara
bontott alakban:
m=(174)(205).
34. Tétel. Tetszoleges m = (aj ag -+ a) € Sy, ciklusra
(1) 77! = (ag ap_1 - a1),
(2) ©* =id, ‘ .
(3) Ha k | i — j, akkor 7* = 77,

35. Tétel. Tetszbleges ciklus felirhatd transzpozicidk szorzataként, mégpedig
(a1 ag ag -+ ai) = (a1 a2)(a1 a3)--- (a1 ag).

Kovetkezésképpen, minden permutacié transzpoziciok szorzatara bonthato (de ez altalaban nem
egyértelm).

36. Példa. (123 4)(56) = (12)(13)(14)(56), de mivel (1234) = (234 1), ezért (123 4)(5 6) =
(23)(24)(21)(56), vagy (1234)(56)=(23)(56)(24)(2 1), mert idegen transzpoziciok felcserél-
hetdk.

37.* Tétel. Minden permutacié vagy csak paros vagy csak paratlan sok transzpozicié szorzataként
irhato fel.

38. Definici6é. A m € S,, permutaciot parosnak nevezziik, ha felbonthaté paros sok transzpozicio
szorzatara. A nem péaros permutaciokat paratlannak nevezziik. Tovabba definidljuk a kovetkezd
fliggvényt:

+1, ha 7 paros,
sgn(m) =
—1, ha m péaratlan.
39. Tétel. Legyen A = (a; ;) € R™*" tetszéleges négyzetes matrix. Ekkor

Al =" sen(m) - atie - 20 G r.
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