DISZKRET MATEMATIKA
FELADATOK MBLK14G 2022/2023. &Szl FELEV

1. feladatsor (Szamelmélet 1.)

1.1. feladat.(") Hatarozzuk meg — euklideszi algoritmussal — az alabbi a,b egész szamok legnagyobb kozos
osztojat, és adjuk meg legkisebb kozos tobbszorosiiket is:

(a) a =144, b = 89, (b) a = —1183, b = 1573.

1.2. feladat.(?) Teljesiil-e, hogy tetszGlegesen megadott nyolc darab haromjegyt szam koziil mindig kivélaszthato
ketts ugy, hogy ezeket egyméas mellé irva, a kapott szam oszthato 7-tel?

1.3. feladat.(®) Igaz-e, hogy barmely 3-mal nem oszthato egész szam négyzetébél 1-et levonva 3-mal oszthato
szamot kapunk?

1.4. feladat.*) Adjuk meg azt a 3 legkisebb egymas utan kovetkezd természetes szamot, amelynek Osszege
négyzetszam és egyben kébszam.

1.5. feladat.®) Teljesiilnek-e a kovetkezs oszthatosagok tetszéleges n természetes szamra?
(a6 17 —11M, (b) 6% —n, (¢)3]2-7™=2.

1.6. feladat.(®) Teljesiil-e, hogy barmely 3-nal nagyobb primszam négyzete 24-gyel osztva T-et ad maradékul?
1.7. feladat.(”) Legyenek 5 < p < q ikerprimek. Teljesiil-e, hogy p + q oszthaté 12-vel?

1.8. feladat.(®) Igaz-e, hogy barmely természetes szam egy szamjegyének megvaltoztatasaval primszamma ala-
kithato?

1.9. feladat.!?) Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyekbdl allitsunk ssze 6t kiilonb6z6 primszamot tigy, hogy minden
szamjegyet pontosan egyszer hasznalunk fel.

1.10. feladat.!'® Bizonyitsuk be, hogy a 10™ + (—1)™ egész szam oszthato 11-gyel tetszdleges m nemnegativ
egész szamra, majd ennek segitségével igazoljuk, hogy egy természetes szam pontosan akkor oszthato 11-gyel, ha
(tizes szamrendszerbeli) szamjegyeinek valtakozo elGjeld Gsszege oszthatd 11-gyel, azaz

MNlar.-qa & Mlag—ai+---+(—1)"an.

1.11. feladat.('") Adjuk meg az sszes olyan p primszamot, amelyre 8p% + 1 is primszam.

1.12. feladat.!'?) Mutassuk meg, hogy ha a és b egész szamok és 2a + 9b oszthatd 17-tel, akkor 33a + 89b is
oszthato 17-tel.

1.13. feladat.('3) Adjuk meg az sszes olyan a egész szamot, amelyre a, a + 10 és a + 14 is primszam.
1.14. feladat.!") Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ —1 primszam valamely n természetes szamra, akkor n is primszam.

1.15. feladat.('®) Igaz-e, hogy ha egy négyjegyi szam szamjegyeit forditott sorrendben felirjuk, és az eredeti
szammal Osszeadjuk, akkor az Osszeg oszthato 11-gyel?

1.16. feladat.('®) Teljesiilnek-e a kovetkezd oszthatosagok tetszéleges n természetes szamra?
(a) 17 216m —1, (b) 7| n” —m, () 917" +3n—1.

1.17. feladat.!'”) Bizonyitsuk be, hogy ha az n egész szam nem oszthato 5-tel, akkor az n? — 1 vagy az n? + 1
egészek valamelyike 5-tel oszthato.

1.18. feladat.!'®) Bizonyitsuk be, hogy barmely egész szam négyzetét 16-tal osztva, maradékul négyzetszamot
kapunk.



1.19. feladat.('”) Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre 2p — 1 és 2p + 1 ikerprimszamok.

1.20. feladat.(?®) Hatarozzuk meg — euklideszi algoritmussal — az alabbi a,b egész szamok legnagyobb kozos
osztojat, és adjuk meg legkisebb ko6zos tobbszorosiiket.

(a) a =377, b =233, (b) a =—1253, b = —3241.
1.21. feladat.(?") Teljesiilnek-e a kivetkezs oszthatosagok tetszéleges n természetes szamra?
(a) 2|n? —m, (b) 15|26 —1, (c) 30 | n® —5.
1.22. feladat.(??) Adjuk meg az a egész szam értékét ugy, hogy az a, a +4 és a + 14 szamok primszamok

legyenek.

1.23. feladat.(?®) Palindrom szamnak az olyan természetes szamokat nevezziik, amelyeknek tizes szamrendszer-
beli felirasa oda-vissza ugyanaz (pl.: 1234321). Mutassuk meg, hogy minden paros hosszisagi palindrom szam
oszthato tizeneggyel.

1.24. feladat.?®) Igaz-e, hogy minden péaratlan szam négyzete 8-cal osztva T-et ad maradékul?

n+1, n+8
15 ©

1.26. feladat.(2®) Bizonyitsuk be, hogy 1+ 2+ 3| 1™ 4+ 2™ + 3™ teljesiil barmely paratlan n természetes szam
esetén.

1.25. feladat.(?>) Miért nem lehet egyszerre egész , ahol n € N?

1.27. feladat.(?”) Van-e olyan négyzetszam, amely
(a) 7-tel osztva 3-at ad maradékul, (b) 8-cal osztva 3-at ad maradékul,
(c) 6-tal osztva 3-at ad maradékul, (d) 9-cel osztva 3-at ad maradékul?

1.28. feladat.(?®) Hatarozzuk meg — euklideszi algoritmussal — az alabbi a,b egész szamok legnagyobb kozos
osztojat, és adjuk meg legkisebb k6zos tobbszorosiiket:

(a) a =368, b =161, (b) a =539, b =1001.
1.29. feladat.(??) Mutassuk meg, hogy a kivetkezs egész szamok Osszetett szamok:
(a) 10 —57, (b) 10190 — 7, (c) 420 —1,
(d) 1000027, (e) 1000...001 (2020 darab 0), (f) 1 +21 430+ -+ 100!
3n2+6n+10

1.30. feladat.(3%) Milyen n egész szamra lesz a tort egész szam?

n+2

1.31. feladat.3") Bizonyitsuk be, hogy 10¥ — 1 oszthaté 9-cel minden k nemnegativ egész szamra, majd ennek
segitségével igazoljuk, hogy egy szam pontosan akkor oszthatd 9-cel, ha (tizes szamrendszerbeli) szamjegyeinek
Osszege oszthato 9-cel, azaz

2lan...qqap < 9lao+ar+---+an.
1.32. feladat.(3?) Mutassuk meg, hogy barmely a,b egész szamokra teljesiil, hogy 7| 10a+b & 7] a—2b.
Dontsiik el ennek a szabalynak a segitségével, hogy oszthatd-e 7-tel a 334989655 egész szam!

1.33. feladat.33) Euklideszi algoritmussal hatarozzuk meg az alabbi szamok legnagyobb kozos osztojat és leg-
kisebb k6z0s t0bbszordsét:

(a) 310,245, (b) 678,—294.

1.34. feladat.3*) Igazoljuk, hogy a 11,111,1111,... sorozatban nincsenek négyzetszamok.
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2. feladatsor (Szamelmélet I1.)
2.1. feladat.(3>) Hatarozza meg azt a legkisebb haromjegyii természetes szamot, amelynek 12-szerese 6-ot ad
maradékul 30-cal osztva.

2.2. feladat.(3¢) Januar 6-an négy hajo futott be Balatonfiired kikétGjébe. Az egyik hajo négyhetente tér
vissza Balatonfiiredre, a méasik minden nyolcadik héten, a harmadik és a negyedik pedig 12, illetve 16 hetente.
Talalkoznak-e még idén ebben a kikétGben?

2.3. feladat.(3”) Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat:
(a) 6x =4 (mod 8), (b) 13x = —3 (mod 34), (c) 88x =42 (mod 55).

2.4. feladat.3®) Oldjuk meg az x = a (mod 3), x = b (mod 5), x = ¢ (mod 7) paraméteres kongruenciarendszert.

2.5. feladat.3?) Ha egy kosar tojast 2, 3, 4, 5 vagy 6-osaval {iritiink ki, rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojas marad benne.
Ha azonban 7-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy sem marad benne. Legalabb hany tojas lehet a kosarban?

2.6. feladat.(*®) Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek pontosan 12 darab pozitiv osztoja van?

2.7. feladat.*!) Oldjuk meg az alabbi kongruenciarendszereket.

_ 10x = 16 (mod 9)
(a) { o= 2 Emog é% M <{ 6 = 3 (mod2l)
A o 3x = 2 (mod5)

2.8. feladat.*?) Keressiik meg azokat a legkisebb a és b (b < a) természetes szamokat, melyekhez tartozo euk-
lideszi algoritmus 6 1épésbél all (azaz az 6todik osztasnal kapjuk az utolsé nemnulla maradékot). Altalanositsuk
n lépésre a feladatot.

2.9. feladat.(*3) Melyik az a 4-re végz6d6 haromjegy( szam, amely 63-mal osztva 1-et ad maradékul?

2.10. feladat.**) Oldjuk meg az alabbi kongruenciékat:
(a) 38x = 24 (mod 53), (b) 9x =15 (mod 12), (c) 29x =17 (mod 73).

2.11. feladat.*>) Melyik az a két természetes szam, amelyek legnagyobb kozos osztoja 6, a legnagyobb kozos
oszt6 keresésekor az euklideszi algoritmusban 3 maradékos osztast végeztiink, ahol a hanyadosok egymés uténi
természetes szamok voltak (névekvs sorrendben), és a hanyadosok Gsszege 9.

2.12. feladat.*®) Oldjuk meg az alabbi diofantoszi egyenleteket:
(a) 72x + 60y = 33, (b) —78x + 30y =12, () 18x + 21y =9.

2.13. feladat.*”) Oldjuk meg a 197x + 418y = 17 diofantoszi egyenletet.
2.14. feladat.*®) Oldjuk meg az alabbi diofantoszi egyenleteket:

(a) 72x + 60y = 24, (b) 21x — 15y = 12, (c) 63x — 28y = 22.
2.15. feladat.(*?) Oldja meg az alabbi kongruenciarendszereket.
o 2x = 1 (mod 5)
(a) { x> = Ezgg f())) M 5% = —1 (mod6)
- 4x = 11 (mod9)

2.16. feladat.®®) Adjunk meg végtelen sok b < a természetes szamot gy, hogy a rajtuk végrehajtott euklideszi
algoritmus 3 lépésbdl alljon (azaz a masodik osztasnal kapjuk az utolsé nemnulla maradékot), és Inko(a, b) ~ 1
teljesiiljon.

2.17. feladat.(®") Egy ut egyik oldalan 12 méterenként fak sorakoznak, a masik oldalon pedig villanyoszlopok,
75 méterenként. Ahol most allok, ott éppen szemben van egymassal egy fa és egy villanyoszlop. Mennyit kell
sétalnom a kovetkezd ilyen helyig?
2.18. feladat.®?) Hatarozzuk meg a kiovetkezs halmazok elemszamat.

(a){x€Z:(FyeZ)(Mx—8y =3) és 10 < x < 30},

M){yezZ:(IxeZ)(7x—19y =10) és 15 <y < 35}

2.19. feladat.®3) Valaki a kovetkezéket mondta: ,A baratném 22-edik sziiletésnapjara 22 szal viragbol allo
csokrot vettem 2000 Forintért. A csokor fréziabol, narciszbol és rozsabol allt, amelyekbdl egy szal 50 forintba,



70 forintba, illetve 130 forintba keriilt.” H&any szal virdgot tartalmazott az egyes fajtakbol a csokor, ha azt is
tudjuk, hogy mindegyikbdl legalabb két szél volt, és semelyik kett6bdl sem volt ugyanannyi?

2.20. feladat.®® Oldjuk meg a 73x = 1 (mod 247) kongruenciat. (Utmutatas: Vizsgaljuk kiilon modulo 13 és
modulo 19 a kongruenciat, majd ezek megoldésaibdl ,gyirjuk Ossze” az eredeti kongruencia megoldasat a kinai
maradéktétel segitségével.)

2.21. feladat.®>) Oldja meg az alabbi kongruenciarendszereket.

o 2x = 18 (mod 10)
(a) { x = 3 (mod5) (b) { 10x = 40 (mod 12)
x = 4 (mod7) 15 = 9  (mod 21)

2.22. feladat.(®®) Egy 5 m hosszi kerités szegélyének elkészitéséhez 15 cm, 20 cm és 93 em hosszisagn lécek
allnak rendelkezésiinkre. Az egyes lécfajtak felszegeléséhez rendre 2, 3 és 9 szog kell. Mennyire van sziikségiink
a lécekbdl, ha 50 szegiink van, és ezeket mind fel is akarjuk hasznalni?

2.23. feladat.®”) Egy tizenhéttagn kalozcsapat egy zsak aranypénzt lopott. Amikor megprobaltak egyenléen
elosztani, azt tapasztaltak, hogy harom aranypénz kimaradt. A kimaradt aranyak folotti vitaban egy kalozt
megoltek. Ezutan tjraosztotték egyenls ardnyban a zsdkményt, s most tiz arany maradt ki. Az e folotti vitaban
egy ujabb kaldzt oltek meg, s ezutan mar el tudtak osztani a lopott aranyat gy, hogy mindenki ugyanannyit
kapott. Legkevesebb hany aranypénzt zsakmanyoltak? (Segitség: ez egy okori kinai probléma.)

2.24. feladat.®8) Hatarozzuk meg a kovetkezs halmazok elemszamat.
(a){x€Z:(FyeZ)(7x—3y=13) é&s 10 < x < 30},
b){yeZ:(IxeZ)(13x—20y =7) és 20 <y < 40}

2.25. feladat.®?) Oldja meg az alabbi kongruenciarendszereket.

- = 3 (mod 5)
x = 7 (mod8) .
w{¥ 27 ooy LR H

2.26. feladat.(®®) Haromféle bélyeget vasaroltunk. Az elsé alkalommal az egyes fajtakbol rendre 3, 5 és 7
darabot, a masodik alkalommal 11, 13 és 9 darabot. A szamla els6 alkalommal 110 Ft, a masodik alkalommal
250 Ft volt. Milyen cimletti bélyegeket vasaroltunk?

2.27. feladat.(®!) Egy n-oldala szabalyos sokszog egyik csticsaban allok. A sokszog oldalainak hossza 1 meérfold,
rajtam pedig hétmérfoldes csizma van, igy egy lépéssel a hetedik cstucsba jutok. Elindulok az egyik iranyba, és
addig meg se allok amig vissza nem jutottam oda, ahonnan elindultam. Hany lépést fogok tenni? A csticsok
hanyadrészét jarom be?

2.28. feladat.(®?) Bizonyos megfigyelések szerint a varjak mindig azonos létszamu rajokban vandorolnak. Ha 11
varjaraj oly médon széll le egy fara, hogy a fa minden 4gara 4 varja keriil, akkor végiil egy varjua egyediil marad.
Ha 12 varjuraj szall le egy fa agaira hetes csoportokban, akkor szintén egy varja egyediil lesz egy agon. Mig ha
13 varjaraj kilences csoportokban szall le egy fa agaira, akkor az utols6 4gon 7 varja lesz. Hany varja van egy
rajban, ha tudjuk, hogy ez a szdm nem t6bb, mint 1007

2.29. feladat.(®3) Kukutyinban 20 és 45 petakos érmék vannak forgalomban. Hogyan lehet ezekre felvaltani 245
petakot? (Az Osszes megoldast adjuk meg.)

2.30. feladat.(®*) Egy labdartgé mérkézésre azonos szami férshellyel rendelkezs buszokkal érkeznek a szurkolok,
akiket biztonsigi okokbdl kisebb csoportokban engednek be a stadionba. Ha a szurkolok 4 busszal érkeznek, és 5
f6s csoportokban engedik be 6ket, akkor az utolso csoportban csak 3 szurkolé marad. Ha 13 busszal érkeznek, és
8-as csoportokban nyernek bebocsatast, akkor szintén 3 szurkolo lesz az utoljara beengedett csoportban. Mig ha
16 busszal érkeznek szurkolok, és egyszerre 9-et 1éptetnek be, akkor végiil 5 szurkol6 marad. Hany személyesek
a buszok, ha tudjuk, hogy egy buszba legfeljebb 100-an férnek, és a buszok minden esetben tele voltak?

&O0M
LPOROO,



3. feladatsor (Itéletkalkulus)

3.1. feladat.(®®) Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls
Osszes valtozo logikai értéke hamis.

(a) Ha még egy % * x mondatot formalizalnom kell, akkor kitépem a hajamat, vagy megériilok és utana tépem
ki a hajamat.

(b) Megdriiltem és pontosan akkor engednek haza, ha nem kell tobbet mondatokat formalizalnom, vagy ha
bezarjak az intézetet.

3.2. feladat.(®®) Adjunk meg olyan formulat, vagy bizonyitsuk be, hogy nincs ilyen, amely csak az V és A
miiveleteket tartalmazza, és melynek igazsagtablaja a kovetkezd:
?

h
h
h
h

3.3. feladat.(®”) Ekvivalensek-e az alabbi formulak?
(a) A és (AAB)V (AAN—B),
(b)) (A= (-BVC)AB = (FAANC)) és (FBVA)A(—BV C).
3.4. feladat.(®®) Az alabbi formulak koziil melyek tautologiak?
(a) A— (AAB), (b) (AVB) = ((AV—-B)—= A), (c) (AVB)V (-AV —B).
3.5. feladat.(®?) Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls
Osszes valtozo logikai értéke hamis.
(a) Ha valami kutya, akkor allat, de ha valami allat, akkor az vagy kutya, vagy nem kutya.

(b) Egy allat pontosan akkor kutya, ha van négy laba, két fiile és tud ugatni vagy néma.

3.6. feladat.(”®) Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls
Osszes valtozo logikai értéke hamis.

(a) Ha nem sikeriil a diszkrét matematika gyakorlatom, akkor nem mehetek vizsgazni, és még szomort is leszek.

(b) Ha sikeriil a diszkrét matematika gyakorlatom, akkor pontosan akkor leszek szomort, ha nem sikeriil a
vizsgam.

3.7. feladat.!”") Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls
Osszes valtozo logikai értéke hamis.

(a) Ha valami elromolhat, akkor az el is romlik, vagy mar elromlott, vagy én tévedek.

(b) Pontosan akkor tévedek, ha valami elromolhat, de még nem romlott el, és nem is fog elromlani.

3.8. feladat.(”?) Adjuk meg az
F=(A—= (-BAC))V (B —A)

formula Gsszes részformuldjat és az igazsagtablazatat.

3.9. feladat.(”3) Adjuk meg az
(AV (B~ —C)) = (AN—C)

formula Osszes részformulajat és az igazsdgtablazatat is.

3.10. feladat.”*) Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls
Osszes valtozo logikai értéke hamis.
(a) Ha egy szelet kenyér egyik fele lekvaros, és leejtjiik, akkor a fold, vagy az asztal lekvaros lesz.

(b) Pontosan akkor ejtiink le egy szelet kenyeret, ha vagy az egyik fele lekvaros, vagy egyik fele sem lekvaros,
de iigyetlenek vagyunk.



3.11. feladat.”>) Adjunk meg olyan formulat, vagy bizonyitsuk be, hogy nincs ilyen, amely csak az /A és —
miveleteket tartalmazza, és melynek igazsagtablaja a kovetkezd:

3.12. feladat.”®) Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls
Osszes valtozo logikai értéke hamis.

(a) Ha faradt vagyok és nem tudok aludni, akkor inkabb olvasok.

(b) Pontosan akkor hagyom abba az olvasast, ha id6kozben elalszok, vagy megunom a konyvet és nem talalok
jobbat.

3.13. feladat.””) Adjuk meg a
(BA(=A)) = (C & (AV(=B)))

formula Gsszes részformuléjat és az igazsagtablazatat is.

3.14. feladat.”®) Ekvivalensek az alabbi formulak?
(a) (AAB) =5 Cés A— (B— C), (b) (A—=B) = ((AVB) = (BVC)) és (AAB) — A.

3.15. feladat.”?) Adjuk meg az
(AVC) = ((FB)A(C+ A))

formula Gsszes részformuldjat és az igazsagtablazatat.

3.16. feladat.®®) Adjunk meg olyan formulat, vagy bizonyitsuk be, hogy nincs ilyen, amely csak az — és —
miiveleteket tartalmazza, és melynek igazsagtablaja a kovetkezd:

3.17. feladat.®") Adjuk meg az
(A= (BV(=C))) & ((FA)AB)

formula Gsszes részformuldjat és az igazsagtablazatat.

3.18. feladat.®?) Adjunk meg olyan formulat, vagy bizonyitsuk be, hogy nincs ilyen, amely csak az — és
miiveleteket tartalmazza, és melynek igazsagtablaja a kovetkezd:

h
i
i
i

3.19. feladat.(®3) Ekvivalensek az alabbi formulak?
(a) (A = B) & (—A) és AN (—B), (b) (A=C)=((AAB)=(BAC)) és A=(AV Q).

3.20. feladat.(®*) Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls
Osszes valtozo logikai értéke hamis.

(a) Ha esik az es6 és nincs nalam esernyd, akkor vagy otthon maradok, vagy megazok.

(b) Csak akkor megyek boltba, ha nem esik az es6, vagy ha esik, de van nalam esernyd.

3.21. feladat.®>) Adjuk meg az
(AVC)=((—B)A(C—=A))

formula Osszes részformulajat és az igazsagtablazatat.



3.22. feladat.(®¢) Adjuk meg az
(AV(=C)) = B)A(C—=(7A))

formula Gsszes részformuldjat és az igazsagtablazatat.

3.23. feladat.8”) Adjuk meg az
(A=(=B) V() =((A)AC)

formula Gsszes részformuldjat és az igazsagtablazatat.
3.24. feladat.®®) Az alabbi formulak kozill melyek tautologiak?

(a) A=((AAB)V (AA(=B))),
(b) (AN (FA)) ((=(A= (A A (B—=(=C))).

3.25. feladat.®?) Adjuk meg az
(CA(A—=(=B))) «((-A) VB)

formula Gsszes részformulajat és az igazsagtablazatat.

3.26. feladat.(?%) Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls

Osszes valtozo logikai értéke hamis.

(a) Ki kell talalnom még formalizalando mondatokat, vagy kirtgnak az allasombdl, és mehetek utcat sdporni.

(b) Szeretek utcat soporni, de mondatokat formalizalni csak akkor szeretek, ha nincs mas valasztasom.

3.27. feladat.®") Az alabbi formulak koziil melyek tautologiak?

(a) (A= B) = ((—A)V B),
() ((FA)=(AAB))AC)=((A=C)AA).

3.28. feladat.("?) Formalizaljuk az alabbi itéleteket, és hatarozzuk meg a logikai értékiiket, ha a benniik szerepls

Osszes valtozo logikai értéke hamis.

(a) Gyakorlatra jarni rosszabb, mint fagyizni, de ha nem jarunk gyakorlatra, akkor megbukunk.

(b) Ha megbukunk, akkor nem kapunk diplomat, és ha nincs mar most sok pénziink, akkor nem fogunk tudni

mibdl fagyit venni.
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4. feladatsor (Predikatumkalkulus)
4.1. feladat.(?3) Allapitsuk meg, logikailag helyes-e az alabbi kivetkeztetés, vagyis hogy az (1)-beli allitasokbol
kivetkezik-e a (2) allitas.

(1) Ha nem esik az es6, nem huzom fel az eserny6met. Csak akkor hiizom fel az esernyémet, ha nalam van, és
esik. Ha esik az es@, akkor van nalam esernyd.

(2) Tehat, ha esik az es6, akkor felhizom az esernyémet.

4.2. feladat.®%) Legyen Q egyvaltozos predikatumjel, P kétvaltozos predikatumjel, f kétvaltozos miiveleti jel és
a individuumkonstans. Adjuk meg a

(3 (P(fly, 0),x) A=Q(@)) &3(vy) (P (f(x, ), ) )

formula részkifejezéseit és részformuléit. Melyek a szabad, illetve a kotott valtozok?

4.3. feladat.?>) Legyen az individuumtartomany az egész szamok halmaza, és vezessiik be az alabbi miveleteket,
predikatumokat, illetve konstansot:

f(x,y) =xy, O(x,y): x osztjay-t, E(x,y):ix=y, c=17.
Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egyiitt):
() (%) (%) (32) (O (x,y) = E(y, (x,2)) ),
(b) (%) (%) (0L, y) A Oy, %)) +E(x,y)),
(c) (vx)(Fy)E(f(x,y),¢).

4.4. feladat.?®) Legyen az individuumtartomany az egész szamok halmaza és definialjuk a kovetkezs predika-
tumokat:
P(a,b):a<b, E(aq,b):a=n0.

Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egyiitt):
(a) (Vx)P(x,x), (b) (V%) (vy) (P(x,y) = P(y,x)),
(¢) () (vy) ((POx,y) APy, %)) 2 E(x,Y)), (d) (7) (%) (P(x, y) V Ply, ).

4.5. feladat.?”) Legyen az individuumtartomany az egész szamok halmaza, és vezessiik be az alabbi miiveleteket,
predikdtumokat, illetve konstansot:

fx,y)=xy, g(xy)=x+y, O(xy):xosztiayt, E(xy):ix=y, c=17.
Déntsiik el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak (indoklassal egyiitt):

() (3 () (¥2) (O (x, f(y, 2) = (0lx, y) V O(x,2)) )

(b) (3x)(3y) (—E(%, y) A Ol y) A Oy, ) A O (x,g(x,y)) )

(©) (39)(3y) (~0(x,y) AE(x, Hw,y)) )

4.6. feladat.("®) Allapitsuk meg, logikailag helyes-e az alabbi kovetkeztetés, vagyis hogy az (1)-beli allitasokbol
kéovetkezik-e a (2) allitas.
(1) A /2 szam valos szam vagy racionalis, vagy irracionalis. Ha v/2 racionalis, akkor (v/2)? is racionalis. Vagy
V2, vagy (v/2)? nem racionalis.
(2) Tehat v/2 irracionalis.

4.7. feladat.??) Legyen az individuumtartomany az A = {1,2,3,4,5} halmaz, és legyen f az az egyvaltozos
miivelet A-n, melyre
f()=3 f2)=2, f3)=1, f4)=2, f(5)=3.

Tovabba definidljuk a kévetkezd predikatumokat:

Q(x): x paros, E(x,y):x=1y.



Déntsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egytitt):
(a) (vx)(JY)E(f(x),y), (b) (vx)(FY)E(f(y),x), (c) (3x)(Vy)E(f(x),y),
(d) (3 (Vy)E(f(y),x), (e) (vx)(Q(x) & Q(f(x))).
4.8. feladat.(1°9) Allapitsuk meg, logikailag helyes-e az alabbi kivetkeztetés, vagyis hogy az (1)-beli allitasokbol
kovetkezik-e a (2) allitas.
(1) Ha esik az es6 és siit a nap, akkor szivarvany lesz. Ha nem siit a nap, akkor vagy esik az esG, vagy kod van.
Csak akkor lehet szivarvany, ha siit a nap.

(2) Tehéat, ha szivarvany van, akkor nincs kod.

4.9. feladat.!’°") Adjuk meg a kivetkezs formulak teljes diszjunktiv normalforméjat.
(a) AV (-A—B), (b) (AA—=C)=(—BVC).

4.10. feladat.(°2) Adjuk meg a kovetkezs formulak teljes diszjunktiv normalformajat.
(a) A—=(—AV B), (b) (AAN—B)—=(—AVC).

4.11. feladat.!'9%) Legyen Q egyvaltozos, P kétvaltozos predikatumjel, f kétvaltozos miiveleti jel és a individu-
umkonstans. Adjuk meg a

(Vx)P(f(x, a),x) = (3y) (P(f(y,x),y) A Q(x))

formula részkifejezéseit és részformulait. Melyek a szabad, illetve a kétott valtozok?

4.12. feladat.'%%) Allapitsuk meg, logikailag helyes-e az alabbi kovetkeztetés, vagyis hogy az (1)-beli allitasokbol
kovetkezik-e a (2) allités.

(1) Ha 2 primszam, akkor 2 a legkisebb primszam. Ha 2 a legkisebb primszam, akkor az 1 nem primszam. Az
1 nem primszam.

(2) Tehat a 2 primszam.

4.13. feladat.('°%) Legyen az individuumtartoméany az emberek halmaza, a predikatumok, miveletek és indivi-
duumkonstansok a kévetkezsk:

S(x): x szomorti, e:én, E(x,y):x azy ellensége, B(x,y): x az y baratja.

Formalizaljuk predikatumkalkulusban az alabbi itéleteket.
(a
(b

(c

(d

(e

(

Senki sem szomorii.

Nem vagyok szomorii.

Van olyan ember, akinek senki sem ellensége.

Van olyan ember, akinek nincs baratja, mégsem szomori.

Van olyan ellenségem, akinek nem minden ellensége a baratom.
f

—_ —_ O O

Mindenkinek van olyan baratja, aki nem az ellenségem.

4.14. feladat.('°%) Legyen az individuumtartoméany az emberek halmaza, a predikatumok, miveletek és indivi-
duumkonstansok a kévetkezsk:

H(x): ,x hallgaté”, V(x):,x felkésziilt a vizsgara”’, C(x,y):,x csoporttarsa y-nak”, p:  Péter”.
Formalizaljuk predikatumkalkulusban az alabbi itéleteket.

(a) Néhany hallgato nem késziilt fel a vizsgéra.

(b) Péter hallgato.

d

Péter Osszes csoporttarsa felkésziilt a vizsgéra.

A vizsgara pontosan Péter csoporttarsai késziiltek fel.

)
)
(c) Hallgatok csoporttarsai is hallgatok.
(d)
e)
)

(
(f) Van olyan hallgato, akinek semelyik csoporttarsa sem késziilt fel a vizsgara.



4.15. feladat.'%7) Legyen az individuumtartomany az egész szamok halmaza, és vezessiik be az alabbi mivele-
teket és predikatumot:
fxy) =x+y, 9xy)=xy, P(x):,x paros”.

Dontsiik el, hogy az
(a) (vx)(Vy)(Vz) (f(x,g(y,2)) = f(9(x,y), g(x,2))),
(b) (vx)(3Y)(V2) (f(x,y) = z),
() (v) (=P10) =(v) (Ply) V P(F1x, 1)) ).
allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egyiitt).

4.16. feladat.('°%) Legyen az individuumtartomény az emberek halmaza, a predikatumok, miveletek és indivi-
duumkonstansok a kdévetkezsk:

H(x): ,,x hallgato”, V(x):,x felkésziilt a vizsgara”’, C(x,y):,x csoporttarsa y-nak”, p:, Péter”.
Formalizaljuk predikdatumkalkulusban az alabbi itéleteket.

(a) Minden hallgato felkésziilt a vizsgara.
(b) Péter nem hallgato.

(c
(

)
)
)
d) Péternek van olyan csoporttarsa, aki nem késziilt fel a vizsgara.
)
)

(
(

Van olyan hallgaté, akinek van nem hallgat6 csoporttarsa.

e) A vizsgara pontosan Péter csoporttarsai késziiltek fel.

f) Minden hallgatonak van olyan csoporttarsa, aki felkésziilt a vizsgéra.

4.17. feladat.('°?) Legyen az individuumtartomény az emberek halmaza, a predikatumok, miveletek és indivi-
duumkonstansok a kévetkezgk:

An)?

S(x): ,,x szomort”, e:.én”;, E(x,y):,x azy ellensége”, B(x,y):,x az y baratja’.
Formalizaljuk predikatumkalkulusban az alabbi itéleteket.

(a) Van, aki szomor.
(b) Szomoru vagyok.
(c
(

)
)
)
d) Akinek nincs barétja, az szomora.
)
)

(
(

Mindenkinek vannak ellenségei.

e) Az ellenségem ellensége a baratom.

f) Van olyan ember, akinek minden baratja az ellenségem.

4.18. feladat.!'"%) Legyen az individuumtartomany a pozitiv egész szamok halmaza, és definialjuk a kovetkezd

predikdtumokat:
P(a,b): a|b, E(a,b):a=0.

Doéntsiik el, hogy az
(a) (Vx)P(x,x),
(b) (vx)(Vy) (P(x,y) = P(y,x)),
(©) () (%) (PO, y) A PLY, %) = Elx, ),

(d) (")(Vy) (P(x,y) V P(y,x)).
allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egyiitt).

4.19. feladat.""") Legyen az individuumtartomany az A = {1,2,3,4,5} halmaz és legyen f az az egyvaltozos
miivelet A-n, melyre (1) = 3, f(2) = 2, f(3) =1, f(4) = 2, f(5) = 3 teljesiil. Tovabba, definialjuk a kovetkezs
predikdtumokat:

P(a,b): a+b =5, Q(x):,x paros’, E(x,y):x=y.

Dontsiik el, hogy az

10



(d) (V) (3y)P(x,y).
allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egytitt)

4.20. feladat.!""?) Allapitsuk meg, logikailag helyes-e az alabbi kivetkeztetés, vagyis hogy az (1)-beli allitasokbol
kovetkezik-e a (2) allités.

(1) Sari és Béla azonos kort, vagy Sari idGsebb Beélanal. Ha Sari és Béla azonos koruak, akkor Nelli és Béla
nem azonos kortiak. Ha Sari idgsebb Bélanal, akkor Béla id&sebb Tibornél.

(2) Tehat Nelli és Béla nem azonos kortiak, vagy Béla idésebb Tibornal.

L POROO,
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5. feladatsor (Halmazok)

A feladatsorban n jeloli az {1,2,...,n} halmazt. Tekintsiik a 4 = {1, 2, 3,4} halmaz kovetkezd kétvaltozos predikdtumait:
P11 2 3 4 Q1 2 3 4 R[1 2 3 4
1 i i i h 1 i i i h 1 h h i i
2/h i i h, 20h i, 2/h i h h
3/h h h i 3 h h i i 3 i h i i
41 h 1 h i 4 i h h i 4 i h 1 h

5.1. feladat.(''3) Adjuk meg a kivetkezé halmazok elemeit:
(a) {a€4:(Ix €4)(Qla,x) N Qx,x))},
(b) {a€4:(vx €4)(3y €4)(Qla,x) =(Q(x,y) A Q(y,a))) }.
5.2. feladat.('' Adjuk meg a kovetkezé halmazok elemeit:
(a) {A € P(4) : (Va € A)P(qa,2)}, (b){A € P(4): (Vae A)(Tb € A)P(a,b)}.

5.3. feladat.('">) Adjuk meg a kovetkezd halmazok elemeit:
(a) {a €4:(Vx € 4)(R(x,a) = R(x,x))},

(b) {a€4: (Beed)(vy € 4)(Ra,0) A (Rixy) VRy,%) ) }.
5.4. feladat.('®) Legyen A ={1,3,4,5}, B ={1,2,5,6}, C ={1,3,6}. Adjuk meg a kovetkezs halmazokat:
(a) AN (BAC), (b) A\ (BUC), (c) (ANC)U(C\B).

5.5. feladat.(''”) Adjuk meg a kovetkezd halmazok elemeit:
(a) {a €4:(Ix € 4)(R(a,x) AR(x,x))},

(b) {ae4: (vx e 4)(3y € 4)(Rla,0) = (R0, y) ARy, ) }.

5.6. feladat.(''®) Legyen A ={1,3,4,6}, B =1{2,4,6}, C ={1,2,3,4}. Adjuk meg a kovetkezs halmazokat:

(a) AN (BAC), (b) A\ (BUC), (c) (ANC)U(C\B).
5.7. feladat.(''?) Legyen A ={1,2,3,4}, B ={3,4,5,6}, C ={1,4,5}. Adjuk meg a kovetkezs halmazokat:
(a) AN (BAC), (b) A\ (BUC), (c) (ANC)U(C\B).

5.8. feladat.('2%) Adjuk meg a kivetkezé halmazok elemeit:
(a) {a€4:(3x € 4)(P(a,x) AP(x,x))},

(b) {a €d:(vx e d)(vy €3 (P(a,x) S (P(%,y) APy, a))) }
5.9. feladat.('?!") Adjuk meg a kivetkezé halmazok elemeit:

(a) {a €d:(vxe Z)(Q(X, a)— Q(X,x))},

(b) {aed: (3 e vy €M (Qla A Q) V Q%) ) }-
5.10. feladat.!'??) Adjuk meg a kovetkezé halmazok elemeit:

(a) {(a,b) €4 x4:(Ix €4)(Q(a,x) ANQ(x,b)) },
(b) {(a,b) €4 x4: (vx €4)(Q(a,x) = Q(b,x))}.

5.11. feladat.!'23) Legyen A ={1,2,4,5}, B ={1,3,6}, C ={1,2,3,5}. Adjuk meg a kivetkez6é halmazokat:

(a) AN (BAC), (b) A\ (BNC), (¢) (ANC)U(C\B).
5.12. feladat.!'>*) Adjuk meg a kovetkezé halmazok elemeit:
(a) {A € P(4): (Va € A)Q(a,2)}, (b) {A € P(4) : (Va € A)(3b € A)Q(a, b)}.

5.13. feladat.'25) Adjuk meg a kovetkez6 halmazok elemeit:
(a) {a €4: (vVx € 4)(P(x,a) = P(x,x))},
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(b) {a€4:(Bxea)(vy €4)(Pla,) A (Px,y) V Py, X)) ) |-

5.14. feladat.!'>®) Adjuk meg a kovetkezé halmazok elemeit:

(a) {A € P(4) : (Va € A)P(a,a)}, (b) {A € P(4): (Va e A)(VYb € A)P(a,b)}.
5.15. feladat.!'?”) Adjuk meg a kovetkezé halmazok elemeit:

(a) {A € P(4): (Va € A)R(qa,a)}, (b){A € P4): (Vae A)(Vb € A)R(a,b)}.
5.16. feladat.'28) Adjuk meg a kovetkezs halmazok elemeit:

(a) {(a,b) €4 x4:(Ix € 4)(P(a,x) ANP(x,b))}, (b) {(a,b) €4 x4:(Vx € 4)(P(a,x) = P(b,x)}.
5.17. feladat.'??) Adjuk meg a kovetkezé halmazok elemeit:

(a) {(a,b) € 4 x 4: (3x € 4)(R(a,x) AR(x, b))}, (b) {(a,b) €4 x4: (Vx € 4)(R(a,x) = R(b,x))}.

RSCASAZ0N
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6. feladatsor (Halmazok, megfeleltetések, leképezések)

A feladatsorban Rt | illetve R~ jeldli a pozitiv, illetve negativ valés szamok halmazat. Az {1,2,...} halmazt N jeloli,
tetszdleges n természetes szamra pedig n jeldli az {1,2,...,n} halmazt. A feladatsorban a (mod m) az a egasz szadm
nemnegativ maradékat jeloli m-mel osztva (m € N).

6.1. feladat.(3%) Legyen

(a) Hatarozzuk meg az o és o~ megfeleltetéseket.
(b) Hatéarozzuk meg « értelmezési tartomanyat és értékkészletét.

(c) Dontsiik el, hogy o, B, illetve a~! leképezés-e.

6.2. feladat.('3") Dontsiik el a kovetkezs leképezésekrsl, hogy injektivek, sziirjektivek, illetve bijektivek-e.
(a) o1 =1{(1,4),(2,3),(5,3),(6,1),(3,3), (4,4)} C 6 x 4,
(b) P2 = {(])4)) (4)2)) (3> ])) (2)2)} c 4 X év
(C) P3 = {(])5)» (2)3)) (53 4)) (3) 1)3 (4)2)} C5x5.

6.3. feladat.('32) Igazoljuk, hogy tetsz6leges A, B, C halmazokra fennallnak az alabbi egyenléségek:
(a) (ANBJ\NC=A\(BUC), (b) (ANC)N(B\C) =(ANB)\(ANC),
(c) AA(AAB) =B.

6.4. feladat.(133) Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B, C halmazokra fennallnak az alabbi egyenlségek:
(a) AN(B\ C) = (ANB)\C, (b) A\ (B\ C) = (A\B)U(ANC),
(¢) AN(BAC)=(ANB)AANC).

6.5. feladat.('3%) Hatarozzuk meg az o és B leképezések afp és Bot szorzatait.

(a) a: 7 — 3, x = x (mod 3)+1, B:4—7, xp=x(mod 7)+1,
(b) e« ={(1,1),(2,3),(3,1),(4,3),(5,2),(6,4)} C 6 x 4,
B:d 6, xp— x — 1, ha x paros,
X + 2, ha x péaratlan.
6.6. feladat.(3%) Legyen
a:{(])z))(2)3))(4)1))(2)5))(1)])}Q4X§>
B :{(5)2)>(4a1))(3)2)3(2»]))(])4)}gixé

(a) Hatarozzuk meg az o és o' megfeleltetéseket.

(b) Hatarozzuk meg o értelmezési tartoméanyat és értékkészletét.

(c) Déntsiik el, hogy o, B, illetve o~ leképezés-e.
6.7. feladat.('3¢) Dontsiik el, hogy a megadott részhalmazok elgallnak-e A x B alakban alkalmasan megvalasztott
A és B halmazokkal.

(a) {(x,y) : x =2,y tetszsleges} C R x R,

(b) {(,y):x—yeZ}CR xR,

() {(1,2),(2,3),(1,3),(2,2)} C 4 x 4.

6.8. feladat.('37) Legyen



(a) Hatarozzuk meg az o3 és o~ megfeleltetéseket.
(b) Hatéarozzuk meg o értelmezési tartoméanyat és értékkészletét.

(c) Déntsiik el, hogy o, B, illetve o~ leképezés-e.

6.9. feladat.(3®) Legyen

X = {(2)3)) (1)5)) (3)4)) 4
B =1{(51),(23),(1,3),(4,2),(3,1),(2,4)} S5 x 4.

N
=
N
[

X
1S

(a) Hatarozzuk meg az o és o~ megfeleltetéseket.
(b) Hatarozzuk meg « értelmezési tartomanyat és értékkészletét.

(c) Déntsiik el, hogy o, B, illetve o~ leképezés-e.
6.10. feladat.('3?) Dontsiik el, hogy a megadott részhalmazok elsallnak-e A x B alakban alkalmasan megvélasz-
tott A és B halmazokkal.

(a) {(x,y):2<x<3,-1T<y<2}CRxR,

(b) {(xy):x* +y> =1} CR xR,

(c) {(1,2),(1,3),(2,3)} C4 x 4.

6.11. feladat.'#%) Adjuk meg az sszes, 3-bol az {a, b, ¢} halmazba mend bijektiv leképezést.

6.12. feladat."") Dontsiik el a kovetkezs leképezésekrsl, hogy injektivek, sziirjektivek, illetve bijektivek-e.
(a) o1 ={(1,2),(2,3),(5,3),(6,1),(3,3), (4, 1)} C 6 x 4,
(b) P2 = {(])4)3 (4)2)) (3» 1 )) (2)5)} C4x6,
(¢) 93 ={(1,5),(2,3),(5,2),(3,1),(4,2)} C5x 5.

6.13. feladat.!'*2) Mutassuk meg, hogy tetszSleges A és B halmazokra
(a) P(ANB)=P(A)NP(B),
(b) P(AUB) D P(A)UP(B).
Adjunk meg olyan A és B halmazokat, amelyekre P(A U B) # P(A) U P(B) teljesiil.
6.14. feladat.’*3) Adjuk meg az osszes, 3-bol 2-be mend injektiv, illetve sziirjektiv leképezést.

6.15. feladat.!'**) Hatarozzuk meg az « és P leképezések «ff és B szorzatait.
(a) a: 6 >4, x = x (mod 4)+1, B:4—6, xp=x (mod 6)+1,
(b) «={(1,2),(2,4),(3,3),(4,1),(5,2),(6,3)} C 6 x 4,

x+ 2, ha x paros,

X, ha x pératlan.

B:4 — 6, Xﬁ—{

6.16. feladat.!'*>) Adjuk meg az 6sszes, 2-b6] 3-ba men6 injektiv, illetve sziirjektiv leképezést.

RCAS R EGEON
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7. feladatsor (Leképezések, relaciok)

A feladatsorban R* | illetve R~ jeldli a pozitiv, illetve negativ valés szamok halmazat. Az {1,2,...} halmazt N jelsli, n
pedig az {1,2,...,n} halmazt.

7.1. feladat.(14¢) Legyen
X = {(1»1)) (2,2), (3)3)) (1»3)) (2)3)} c3x3.

Dontsiik el, hogy a kovetkezs formulak koziil melyek teljesiilnek o-ra (az individuumtartomény 3).
(a) (3x¥)(Vy)((y,x) € «), (b) (3)(vy)((x,y) € «),
(©) (W) (32) (% v) € @) = ((x,2) € A (2,y) € ) ).

7.2. feladat.('%”) Hatarozzuk meg az « és B megfeleltetések afp szorzatat.

(a) a={(x,y):x=y?} CR xR, B={(xy :x* =y} CRxR,
(b) a ={(x,y) : x <Yy} CZ xR, B={(xy) :x—yl<1}CRxZ.

7.3. feladat.(*®) Dontsiik el, hogy az R x R halmaz alabbi részhalmazai elsallnak-e A x B alakban alkalmasan
megvalasztott A és B halmazokkal.

(a) {(xy):2<x<3,-1 <y <2}

(b) {(xy):x? +y2 =1},
(¢) {(x,y) : x =2 és y tetszOleges},
(d) {(x,y) :x—y € Z}.
7.4. feladat.(1*?) Dontsiik el a kovetkezd leképezésekrdl, hogy injektivek, sziirjektivek, illetve bijektivek-e.
3-8
(a) : N—=Z, x— |x+3|—1, (b)B:R—>R,xn—>X7 )

(¢)v: Q* - N, %»—)p—l—q,aholp,qEN, P =1, (d)s:Q—N, %i—)p, alol p,q €N, (p,q) = 1.

7.5. feladat.(1°%) Adjuk meg a kovetkezs bijektiv leképezések inverzét.
3x—38
5 )

(¢)v:N= N, xy:{

(a) a: R — R, (b) B: R~ = RT, x5 x2,

x — 1, ha x paros,
x+ 1, ha x paratlan.

7.6. feladat.'>") Legyen
X = {“)])) (2)3)) (3)2)) (2>2)) (3)3)} - é X ;

Dontsiik el, hogy a kovetkezd formulak kozil melyek teljesiilnek o-ra (az individuumtartomény 3).

(a) (W) ((x,%) € ), (b) (VX)(Vy)(((x,y) € «)—((y,x) € cx)),
(c) (VX)(Vy)<(((x,y) € )N\ ((y,x) € oc))—m —y)

7.7. feladat.('52) Hatarozzuk meg az « és B megfeleltetések xfp szorzatat.
(a) = {(xy):x=y*} CR xR, B={xyl:y=2x} CR xR,
() a={xy):x—yl<T} SR xZ, B={(xy):x<ylCZxR.

7.8. feladat.('>3) Hatarozzuk meg az alabbi megfeleltetések értelmezési tartomanyat és értékkészletét. Melyek
leképezések koziiliik?

(a) {(x,y):y® =x} CR xR, () {(x,y) :y* =x} CR xR, (¢) {(xy):y? =x} CRT xR".
7.9. feladat.(>%) Dontsiik el, hogy injektiv, sziirjektiv, illetve bijektiv-e a

n—10, han > 10,

:N— N =
® e {1, han < 10
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leképezés. Adjuk meg a @2 leképezést.

7.10. feladat.('>>) Legyen
X = {(])])) (2»3)) (3)3)» (])3)} c3x3.

Déntsiik el, hogy a kovetkezs formulak koziil melyek teljesiilnek o-ra (az individuumtartomany 3).

() (%) (%, %) € ) (b) (vx) (%) (05, y) € &) =5 ((y,X) € ) )
(c) (vx)(vy) ((((x,y) €a) A(ly,x) € oc)) —x —y)-

7.11. feladat.(15®) Hatéarozzuk meg az alabbi megfeleltetések értelmezési tartomanyat és értékkészletét. Melyek
leképezések koziiliik?

(a) {(y):y®> =x} CRxZ, (b) {(x,y) s yl =x} CR* xR, (©) {xy) : yl=x} CR* xR~

7.12. feladat.(57) Legyen
X = {(132)> (2)3)> (1»3)} Cc3x3.

Déntsiik el, hogy a kovetkezd formulak kozil melyek teljesiilnek o-ra (az individuumtartomany 3).

(a) (™) ((x,%) € ),
(b) (¥x)(vy) ((((X,y) € a)—=((y,x) € oc)) —X Zy),
(@ () e2) () € ) A (2] € ) (5,21 € ) ).
7.13. feladat.('>8) Déntsiik el a kovetkezs leképezésekrsl, hogy injektivek, sziirjektivek, illetve bijektivek-e.

3x—38
7 b

(a) x: Z = Ny x = x|+ 1, D) BRoR, x—
() y: Q* = N, %qu,aholp,q €N, (p,q) =1,
(d) 5:Q — N, %Hq,aholp,qu, (p,q) =1.

7.14. feladat.('>?) Adjuk meg a kovetkezs bijektiv leképezések inverzét.
8 —3

7 )
7.15. feladat.('°) Déntsiik el, hogy injektiv, sziirjektiv, illetve bijektiv-e a

(a) a: R — R, (b) B: RT = R, x> —x2.

©: N> N, np = 6n +1, ha n paros,
6n—1, han paratlan

leképezés. Adjuk meg a @? leképezést.
LPOROO
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8. feladatsor (Permutaciok)

A feladatsorban R* | illetve R~ jeloli a pozitiv, illetve negativ valés szamok halmazat. Az {1,2,...} halmazt N jeloli, [n]
pedig az {0, 1,...,n — 1} halmazt.

8.1. feladat.®!) Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket (a megoldast paronként idegen ciklusokra bontott alakban
keérjiik).

(a)(1234)=(341)(257), (b) (456)t(654)=(457)(1623).
8.2. feladat.1°?) Adjuk meg a kovetkezs permutaciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint

dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.

(a) (1234567 8)3, (b) (12345678 9)6600, () ((123)425)7(6721)°".

8.3. feladat.(1%3) Adjuk meg a kiovetkezd permutaciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint
dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.

(a) (12345678)S, (b) (1234567 89)500, (© ((123)451)713671)°*

8.4. feladat.®*) Oldjuk meg a kivetkez6 egyenleteket (a megoldast paronként idegen ciklusokra bontott alakban
kérjiik).
(a) ®(123)=(341)256), (b) (264)(462)=(123)(457).

8.5. feladat.1%%) Adjuk meg a kovetkezs permutaciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint
dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.

345 6 7 8
(a) @: 9] — [9], x+— 5% (mod 9), (b) vy = (1 3265 4 8 7) € Sg,
()8=(1234)(157)"1(2436)€S;.

8.6. feladat.(1°®) Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket (a megoldast paronként idegen ciklusokra bontott alakban
keérjiik).
(a) M =(12345), meSs, (b) ® =(12345), me Sqo, (c)m®=(123456), < Sqo.

8.7. feladat.("%”) Adjuk meg a kovetkezd permutaciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint
dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.

(a) @: 9] = 9], x — 4x (mod 9), (b)vz(; AR §)ess,
(€)5=(124)(2567)"(2536) €Sy.

8.8. feladat.(1°®) Adjuk meg a kovetkezs permutaciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint
dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.

(a) (123456784, (b) (1234567 89)600, () (1234)(827)1(7156))°*.

8.9. feladat."°?) Adjuk meg a kovetkezs permutaciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint
dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.

(a) @: [8] = [8], x 1= 5% (mod 8), (lo)y_c1 é ; ;‘ g f Z g)esg,
(©)5=(1234)257)1(2536)€S;.

8.10. feladat.('”7%) Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket (a megoldast paronként idegen ciklusokra bontott
alakban kérjiik).

(a) (123)tr=(341)(25686), (by(123)n(264)=(124)(357).
8.11. feladat.(”") Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket (a megoldast paronként idegen ciklusokra bontott
alakban kérjiik).

(a)m(1234)=(341)(257), (b)) (321)(123)=(1234)(576).

8.12. feladat.!'”?) Adjuk meg a kivetkezs permutéciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint
dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.
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2 5
3 1

o O\

7 8
6 7)658’

8.13. feladat.(73) Adjuk meg a kovetkez permutéciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint
dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.

12 3 45 6 7 8
(a) @: [8] — [8], x +— 3x (mod 8), (b)y:<4 3125 8 ¢ 7)658,

() 5=(123)237)"'(2576)€S5.

(a) @: [7] = [7], x — 3x (mod 7), (b)v=(; i §

() 5=(1234)(356)"1(7436)€S;.

8.14. feladat.'7%) Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket (a megoldéast paronként idegen ciklusokra bontott
alakban kérjiik).

(a) m3 = (12345), meSs, (b) ® = (12345), me Sqo, ()™ =(123456), me So.

8.15. feladat.('7>) Adjuk meg a kovetkezs permutéaciokat paronként idegen ciklusokra bontott alakban, valamint
dontsiik el, hogy parosak, illetve paratlanok-e.

(a) (123456789, (b) (123456787,
(© ((1234)(237)7'312586)°.

L POROO
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9. feladatsor (Szamossagok)

9.1. feladat.!'”®) Hatarozzuk meg Q\ Z halmaz szamossagat. (Lehetséges valaszok: 0,1,2,...,No,¢). A vélaszt
természetesen indokolni kell.

9.2. feladat.('”7) Adjunk meg bijekciot az (0,1) és [0, 1] halmazok kozott.

9.3. feladat.!'”®) Hatarozzuk meg a Q2 halmaz szamossagat. (Lehetséges valaszok: 0,1,2,...,Xo,¢). A vélaszt
természetesen indokolni kell.

9.4. feladat.('7?) Adjunk meg bijekciot
(a) az R és Rt halmazok kozott, és

(b) az {a € N:a > 10} és a {2z : z € Z} halmazok kozott.

9.5. feladat.('8%) Fixpontmentesnek neveziink egy 7 permutaciot, ha minden elemet mozgat. Hatarozzuk meg
S¢-ban a

(a) fixpontmentes permutaciok szamat, (b) fixpontmentes paros permuticiok szamat.
9.6. feladat.('®") Adjunk meg bijekciot a
(a) Z és Z \ {0}, valamint a (b) Q &s Q\ {0}

halmazok kozott.

9.7. feladat.('82) Hatarozzuk meg Sg azon paros permutaciot, melyek pontosan
(a) 1, (b) 2, (c) 3, (d) 4.

elemet mozgatnak.

9.8. feladat.('33) Adjuk meg S;, Osszes olyan paros m permutéaciojat, amelyre 7t® = id, és 7t 6-nal kisebb pozitiv
hatvanyai nem identikusak.

9.9. feladat.(') Adjunk meg N x N — Q*
(a) sziirjektiv leképezést, és (b) injektiv leképezést.
9.10. feladat.!'8%) Adjunk meg bijekciot az N x N és N x N x N halmazok kozott.

9.11. feladat.('8¢) Hatarozzuk meg Ss-ben, S7-ben, illetve So-ben az olyan permutaciok szaméat, melyek paron-
ként idegen ciklusokra bontott alakjaban egy 3 és egy 4 hosszu ciklus van.

9.12. feladat.!'8”) Hatarozzuk meg Sg azon elemeit, amelyek pontosan
(a) 1, (b) 2, (c) 3, (d) 4.

elemet mozgatnak.
9.13. feladat.('8®) Adjunk meg bijekciot az R és R \ {0} halmazok kozott.

9.14. feladat.!'®?) Hatarozzuk meg az N x {1,2} halmaz szamossagat. (Lehetséges valaszok: 0,1,2,...,No,¢.)
A valaszt természetesen indokolni kell.

9.15. feladat.!'7%) Adjunk meg sziirjektiv leképezést R-rél (R x R)-re.

9.16. feladat.!'”") Hatarozzuk meg a P(Q) halmaz szamossagat. (Lehetséges valaszok: 0,1,2,...,Nq,¢c.) A
valaszt természetesen indokolni kell.

9.17. feladat.('92) Adjuk meg S¢ Osszes olyan 7 permutaciojat, amelyre m* = id, és 7 4-nél kisebb pozitiv
hatvanyai nem identikusak.

9.18. feladat.’”3) Adjunk meg bijekciot
(a) az (1,5) és R halmazok kozott, és (b) az (1,5) és RT halmazok kozott.

9.19. feladat.!"?%) Keépzeljiink el egy szallodat, amelynek megszamlalhatoan végtelen sok szobaja van, de mar
minden szoba foglalt.

(a) Egy ujabb vendég szeretne megszallni a szallodaban. Hogyan tud a portés helyet biztositani neki?
(b) Ujabb 999999 vendég érkezik. Hogyan lehetne ket elszallasolni.
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(c) A szomszéd utcaban 1év6 hasonlod végtelen szalloddban tiiz iitott ki, és onnan mindenki ebbe a szallodaba
menekiil. Hogyan tudja ket elhelyezni a portas?

9.20. feladat.'”>) Fixpontmentesnek neveziink egy 7 permutaciot, ha minden elemet mozgat. Hatarozzuk meg
Ss-ben a

(a) fixpontmentes permutaciok szamat, (b) fixpontmentes paratlan permutaciok szamét.

9.21. feladat.!'7®) Adjunk meg bijekciot
(a) a harommal nem oszthat6 pozitiv egész szamok és a paros szamok kozott,
(b) az {x € R:x > 1} halmaz és R kozott.

9.22. feladat.('?”) Hatarozzuk meg Ss-ben, hogy melyik ciklus-tipustt permutaciobol hany van (a ciklus-tipus
a paronként idegen ciklusokra bontott alakban szerepls ciklusok hosszaibol képzett monoton névekvd sorozat).

PO,
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10. feladatsor (Relaciok, osztalyozasok)

10.1. feladat.!'?8) Hany olyan ekvivalenciaja van a 8 halmaznak, melyhez tartozé osztalyozasnak

(a) 3 osztalya van, melyek elemszama 1,2 és 5, (b) 3 osztalya van.

10.2. feladat.!'??) Add meg a ¢ leképezés magjahoz tartozo osztalyozast.

(a) : 4 x4 =N, (x,y) —x, (b) =(134)(54) €Ss.
10.3. feladat.(2°%) Dontsiik el az alabbi relaciokrol, hogy reflexivek, szimmetrikusak, antiszimmetrikusak, tran-
zitivak, illetve dichotémok-e.

(a) {(a, b):a?+b? = 1} a valos szamok R halmazan,

(b) {(a,b): a? +b%? =1} a [0, 1] halmazon,

(c) {((a,b),(c,d)) : a4+ d=0b+c}az R x R halmazon.

10.4. feladat.?°’) Add meg az A halmazon értelmezett p ekvivalencidhoz tartozé osztalyozast.
(a) A= éa p= {(1) 1)) (2)2)) (3)3)) (4)4), “)2)) (2>])}7 (b) A= Z7 p= {(X,U) TXy > 0 vagy x =Y = O}

10.5. feladat.(2°2) Add meg a ¢ leképezés magjahoz tartozo osztalyozast.
(a) P: P({1)233»4)5}) — N) A |A|a (b) P = (1 3 5)(2 4) € Ss.

10.6. feladat.?°3) Hany eleme van azon p C 7 x 7 ekvivalencianak, melynek

(a) 2 osztalya van, melyek elemszama 3 és 4, (b) 4 osztéalya van, melyek elemszama 1,2,2,2.

10.7. feladat.(2°4) Add meg az A halmazon értelmezett p ekvivalencidhoz tartozo osztalyozast.
(a) A={1,2,3,4}, p={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1), (3, 2)},
(b)A=Z, p={(x,y): (Fa € Z)(3a <x,y<3a+3)}

10.8. feladat.(29%) Dontsiik el az alabbi relaciokrol, hogy reflexivek, szimmetrikusak, antiszimmetrikusak, tran-
zitivak, illetve dichotémok-e.

(a) {(1,2),(1,5),(1,6),(2,5),(3,2),(3,5), (4,5), (6,5)} az N halmazon,
(b) {(a,b) : |a—b| > 1} a Z halmazon.

10.9. feladat.(2°®) Adj meg olyan relaciot (barmilyen halmazon), mely
(a) reflexiv és szimmetrikus, de nem tranzitiv, (b) reflexiv és tranzitiv, de nem szimmetrikus,
(¢) szimmetrikus és tranzitiv, de nem reflexiv.

10.10. feladat.(2°”) Adjunk meg olyan osztalyozast a 8 halmazon, melynek 3 osztalya van, és melyhez tartozo
p ekvivalenciara teljesiilnek a kévetkezd feltételek:

(a) (1,3),(2,6) € p, (b) (1,2) € p, (1,3),(2,4),(3,5) € p.

10.11. feladat.(?°8) Legyen p az 6 halmaz megadott osztalyozashoz tartozo ekvivalencia. Hany eleme van p-nak?
Add meg p legalabb 5 olyan (x,y) elemét, melyekre x # y.

(a) {1,4},{2,5,6}{3}}, (b) {{1,43,{2,3},{5, 6}}.

10.12. feladat.(?°?) Dontsiik el az alabbi relaciokrol, hogy reflexivek, szimmetrikusak, antiszimmetrikusak,
tranzitivak, illetve dichotémok-e.

(a) {(1,5),(2,5),(3,1),(3,5), (3,2), (4,2), (4,6)} az N halmazon,

(b) {(e, f) : e és f-nek van kozos pontja} a sik egyeneseinek halmazan.

10.13. feladat.(2'%) Hany eleme van azon p C 7 x 7 ekvivalenciarelacionak, amelynek

(a) 3 osztalya van, melyek elemszama 1,2 4, (b) 3 osztélya van, melyek elemszédma 2,2, 3.

10.14. feladat.(?'") Hany eleme lehet egy A halmazon megadott p C A x A ekvivalenciarelacionak, ha

10.15. feladat.?'?) Dontsiik el az alabbi relaciokrol, hogy reflexivek, szimmetrikusak, antiszimmetrikusak,
tranzitivak, illetve dichotémok-e.

(a) {(a,b) : la] = |b]} az R halmazon, (b) {(a,b) : a/b < b/a} az R \ {0} halmazon.

10.16. feladat.(2'3) Hany olyan ekvivalencidja van a 7 halmaznak, melyhez tartozo osztalyozasnak
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(a) 4 osztalya van, melyek elemszama 2,2,5, (b) 3 osztalya van.

10.17. feladat.?'*) Adjunk meg olyan osztalyozast a 8 halmazon, melynek 3 osztélya van, és melyhez tartozo
p ekvivalenciara teljesiilnek a kiovetkezd feltételek:

(a) (1,2),(3,4) € p, (b) (1,3) € p, (3,5),(2,7),(3,4) € p.
LPOROO
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