MTNM113E: Miiveletek és algebrak

(elsadasvazlat, 2022. november 11.)

Katai-Urban Kamilla

Jelolje Z az egész szdmok halmazat, N a pozitiv egészek halmazéit, Ny a nem negativ egészek
halmazat, Q a racionélis szdmok halmazat, R a valos szdmok halmazat, ]R(')F a nem negativ valos sza-
mok halmazat, C a komplex szdmok halmazat, R™*™ az m X n-es valés métrixok halmazat, tovabba
GL(n,R) = {M € R™" : |[M| # 0}, azaz az n X n-es invertalhato valoés matrixok halmazat jeloli.
Valamint jelolje B4 az A halmazbél B halmazba mend leképzések halmazat, S, pedig tetszéleges

1. MUVELETI TULAJDONSAGOK

1. Jel6lés. Legyen A egy tetszoleges halmaz, jelolje A™ az n-tényezés A x A x --- X A Descartes-
szorzatot.

2. Definici6. Legyen A tetsz6leges nemiires halmaz, és n € Ng. Az A-n értelmezett n-valtozos
miiveleten egy A™ — A leképezést értiink, n-et a mtivelet valtozoszamanak (aritasanak) nevezziik.

3. Megjegyzés. Az ¢el6z6 definicié n = 0 esetén egy elem kijel6lését jelenti az A halmazbol.

4. Definici6. Legyen A tetszéleges nemiires halmaz, F pedig jelolje az A-n értelmezett miiveletek
egy halmazat, ekkor az (A; F) part algebranak nevezziik.

5. Példa. Ha az el6z6 definiciéban szerepl§ F véges halmaz, akkor elemeit felsoroljuk a halmaz jelet
elhagyva, példaul algebrak a kovetkezsk: (Z;+,-), (Z;—), (N;1,-), (R%+), (R?*3;+), (GL(2,R);),
(C; =+, ')7 (AA; ')7 (Sna idv )

6. Definici6. Azokat az algebrakat, amelyeknek egy kétvaltozos miivelete van grupoidnak nevezziik.

7. Példa. A. példaban megadott algebrak koziil a kévetkezsk grupoidok: (Z; —), (R3;+), (R2*X3; 4),

8. Definicié. (Grupoid miveleti tulajdonsagai)
(1) Az (A;o0) grupoid asszociativ, ha (Va,b,c € A)(ao (boc) = (aob)oc)).
(2) Az (A;0) grupoid kommutativ, ha (Va,b € A)(aob=boa).
(3) Az (A;o0) grupoidban van zéruselem, ha (Jo € A)(Va € A)(aco=00a = 0).
(4) Az (A;o0) grupoidban van egységelem, ha (Je € A)(Va € A)(ace=eoa = a).
(5) Ha az (A; o) grupoidban e egységelem, és (Va € A)(Fb € A)(aob = boa = e), akkor minden
elemnek van inverze.

9. Tétel. Barmely grupoidban legfeljebb egy egységelem és legfeljebb egy zéruselem van.

10. Definici6. Ha a grupoidnak van egységeleme, egységelemes, ha van zéruseleme, zéruselemes
grupoidnak nevezziik.

11. Példa. Olyan grupoidokra adunk példat, melyek a [§| definicioban szerepld tulajdonsigokkal
rendelkeznek.
(1) Asszociativ grupoidok: (N;-), (R3;+), (GL(n,R);-), (A4;-), (Sp;-).
(2) Kommutativ grupoidok: (N;-), (R3;+), (C;+), (R?*3; +).
(3) Zéruselemes grupoidok: (Z;-) zéruseleme a 0, (C;-) zéruseleme a 0, (R?*2;.) zéruselme a
2 X 2-es zéroOmatrix.
grupoid ‘zéruselem
(Z;-) 0
(C;) 0
&> | (30)




(4) Egységelemes grupoidok: (Z;-) egységeleme az 1, (C; +) egységeleme a 0, (R?*2; .) egységelme
a 2 X 2-es egységmatrix, (A4 -) egységeleme id4 és (S,;-) egységeleme id.

grupoid | egységelem
(Z;-) 1
(C;+) 0
(R 1 (§9)
(A4 idg
(Sn; +) id

(5) Egységelmeles grupoidok, ahol minden elemnek van inverze: (Z;+)-ban az a inverze —a,
(R3; +)-ban a v inverze —v, (Q \ {0};-)-ban a inverze 1/a, (Sy;-)-ban az a permutacios
inverze mindig kiszamithat6 (bijektiv leképezéseknek van inverze), jeldlje a=t, (GL(n,R);-)-
ban az 6sszes n X n-es nemnulla determinansi matrix szerepel, igy minden elemnek van

inverze.
grupoid a inverze
(Z;+) —a

12. Példa. Olyan grupoidokra adunk példat, melyek NEM rendelkeznek a[§ definicioban szerepld
tulajdonsagokkal.

(1) Nem asszociativ grupoidok: (Z; —), (Q\ {0};:).

(2) Nem kommutativ grupoidok: (Z;—), (Q\ {0};:), (R?*2;.), (A4;-), (Sn;-).

(3) Grupoidok, ahol nincs zéruselem: (Z; —), (Z;+), (N;-), (GL(n,R);-), (Sn; ).

(4) Grupoidok, ahol nincs egységelem: (N;+),(Z;—), (Q\ {0};:).

(5) Egységelemes grupoidok, ahol nincs minden elemnek inverze: (No;+), (Q;-), (R?*2;.), (44;).

13. Definici6. Legyen o és x két kétvaltozo mivelet az A halmazon. A o disztributiv a %x-ra nézve,
ha (Va,b,c € A)((ao (bxc) = (aob)x(aoc))A((bxc)oa= (boa)*(coa))).

14. Példa. A C,R,Q,Z,N,R™*™ halmazon a - disztributiv a +-ra.

2. FELCSOPORT, CSOPORT

15. Definicié. Az asszociativ grupoidokat félcsoportnak nevezziik. Az egységelmes félcsoportokat
monoidnak nevezziik. Azokat a monoidokat, ahol minden elemnek van inverze csoportoknak hivjuk.
A kommutativ csoportokat Abel-csoportoknak nevezziik.

16. Példa. Az (N;+) félcsoport, de nem monoid.
17. Példa. A kovetkezSk monoidok, de nem csoportok: (N;-), (No; +), (R;-), (R™*™;.), (44;-).

18. Példa. Nem (feltétlen) Abel-csoport az (Sy;-) csoport, melynek neve a teljes szimmetrikus
csoport, tovabba a (GL(n,R);-) csoport, melynek neve az altalanos linearis csoport.

19. Példa. A kovetkez6k Abel-csoportok: (Z;+), (R\ {0};-), (C;+), (R™*™; +).

20. Tétel. Tetszbleges monoidban minden elemnek legfeljebb egy inverze van.

21. Tétel. Legyen (A;-) monoid. Ha az a,b € A elemnek van inverze: a=1,b~1, akkor az a=! és ab

elemeknek is van inverze, mégpedig

(1) (@)™t =a,
(2) (ab)~! =b"ta" L.



22. Definicid. Legyen (A;-) tetszSleges csoport, és jelolje 1 az egységelemet. Az a € A elem n-edik
hatvanyat (n € Z) a kovetkezéképpen definialjuk:

a---a, ha n > 0,
—
n db
a® =<1, han =0,
al ia™l han<o.
N——
—n db

23. Lemma. Legyen (A4;-) tetszéleges csoport, a € A és n € Z. Ekkor a" -a = a - a" = a"*! és
1 n 1 n—1

a " -a"=a"-a " =a
24.* Tétel. Legyen (A;-) tetszoleges csoport. Barmely m,n € Z-re és a,b € A-ra

(1) a™a™ = o™,

(2) (a™)" =a™,

(3) ha ab = ba, akkor (ab)™ = a™b™.
25. Definicid. Legyen (A;-) tetszdleges csoport, és jelolje 1 az egységelemet. Az a € A elem rendje
az a legkisebb pozitiv egész n € N, amelyre a™ = 1. Ha nincs ilyen n, akkor a rendje végtelen. Az
elem rendjét o(a)-val jeloljiik.

26. Példa. Az (Ss;-) csoportban o((1 2 3)(4 5)) = 6, mert a ciklusok fliggetlenek, azaz felcserélhe-
tGek, igy kiilon hatvanyozhatoak. A (C\ {0};-) csoportban o(i) = 4 és o(1 + 1/3i) = co.

27. Tétel. Legyen (A;-) csoport, a € A véges rendd elem, és n,m € Z

(1) a™ =1 akkor és csak akkor teljesiil, ha o(a) | n,
(2) a™ = a™ akkor és csak akkor teljestl, ha o(a) | n — m.

3. GYURU, TEST

28. Definicio. Az (A;+,-) algebrat gytirtinek nevezziik, ha (A; +) Abel-csoport, (A;-) félesoport, és
a - disztributiv az +-ra. Az (A;+) Abel-csoportot a gytiri additiv csoportjanak, az (A;-) félecsoportot
a gylrd multiplikativ félcsoportjanak nevezziik.
29. Példa. Gytrik: (Z;+,-), (R;+,-), (R2*2;,+..), (C;+,-).
30. Tétel. Az (A;+,) gytirt esetén

(1) a 0 additiv egységelem a szorzésra nézve zéruselem,

(2) tetszoleges a,b € A elemekre (—a)b = a(—b) = —(ab).
31. Definicid. Az (A;+,-) gyttt egységelemesnek nevezziik, ha (A4;-) monoidot alkot, azaz van a

szorzésra nézve egységeleme.

32. Peélda. A (Z;+,-), (C;+,-), (R™™™; +,.) gytirtk mind egységelemesek, a ({paros szamok}, +,-)
gylri nem egységelemes. Egységelemes gytriikben van értelme megkérdezni, hogy mely elemeknek
van multiplikativ inverze.

33. Definicio. Az (A;+,-) gytrtt testnek nevezziik, ha az (A\ {0};-) Abel-csoportot alkot, amelyet
a test multiplikativ csoportjanak nevezziik.

34. Példa. A példaban felsorolt gytrik koziil testek: (R;+,:), (C;+,-).
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