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1. CSOPORTELMELETI ISMETLO FELADATOK

1.1. Feladat. Foglalja 4ssze réviden az alabbi témakban tanult ismereteket:

(a) csoport fogalma, példak, szamoléas csoportokban;

(b) csoportelemek hatvanyozasa, rendje;

(c) részcsoport, generdlas, ciklikus csoportok;

(d) csoportizomorfizmus, izomorf csoportok;

(e) részcsoport szerinti mellékosztélyozas, Lagrange-tétel!

1.2. Feladat. Adja meg a G csoport azon elemeit, amelyek eléallnak a g(€ G) elem
(i) pozitiv egész kitevés hatvanyaiként, illetve pozitiv egész szamu t6bbszoroseiként;
(ii) egész kitevds hatvanyaiként, illetve egész szamu tobbszoroseikent;

valamint allapitsa meg a g elem rendjét:

() G=2Z,9=T; (c) G=1Zj,9=3; () G=Q% g=—-1;
(b) G =210, g=8; (d) G=Q% g=12; (f) G =S5, g = (152)(23);

® c=cLr 9= ( ‘1)

(h) G = Dg, g a kdzéppont koriili 2 5 szoggel valo forgatas!

1.3. Feladat. Adja meg a G csoport Osszes k rendd elemét;:
(a) G =57, k=6,12;
(b) G = D1, k = 4,12;
(c) G=C* k=3,4,6!

1.4. Feladat. Igazolja, hogy ha egy csoportban az egységelemtél kiillonb6zé sszes elem rendje
ugyanaz, akkor az végtelen vagy primszam!

1.5. Feladat. Dontse el, hogy részcsoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott G cso-
portban:
(a) G=Z,H={keZ:5|k};
(b) G = S4, H a fixponttal rendelkez6 permutaciok halmaza Sy-ben;
(C) G = Zlg, H = 212,
(d) G =1Zi,, H={1,5};
(e) G=Q, H = {1 —1,i,5};
(f) G =GL(R,3), H={A € GL(R,3) : |A| > 0}!
1.6. Feladat. Hatarozza meg a G csoport A részhalmaza altal generalt részcsoportjat:
) G = ZlO, A= iSb
) G =1Zs, A={2,5};
) G =S5, A ={(1234), (13)};
) G = L, A= {177}7
(e) G = Dy, A = {a? at}, ahol a a kdzéppont koriili 5 szoggel valo forgatést, ¢ pedig az egyik
tengelyes tiikrozést jeloli!

(a

(b
(c
(d

1.7. Feladat. Hatarozza meg a Zg ciklikus csoport Osszes generatorelemét! Oldja meg a feladatot
8 helyett tetszbleges n € N esetén is!

1.8. Feladat. Ciklikus-e a Z7 csoport? Ha igen, akkor allapitsa meg, mely elemei generaljak!
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1.9. Feladat. Dontse el, hogy ciklikusak-e az alabbi csoportok! Adjon meg benniik két-két minimélis
generatorrendszert:

(a) Si, (b) Da, (¢) Ziy, (d) Zi,!

1.10. Feladat. Hatarozza meg az alabbi csoportok dsszes részcsoportjat, valamint rajzolja fel annak
a részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat, amelyet a részcsoportok halmaza alkot a szokésos
tartalmazasra nézve:

(a) Zua, (c) Zi,, (e) Da, (8) Ss,

(b) Zi4, (d) Z, (f) D, (b) Q!
1.11. Feladat. Dontse el, hogy izomorfak-e egyméssal az alabbi csoportok:

(a) Z§ és Za, (c) Z§ és 77, (e) S3 és Zg,

(b) Zi; és Zﬁ, (d) Sg és Dg, (f) D4 és Q'

1.12. Feladat. Mutassa meg, hogy az S4 csoportnak nincs @-val izomorf részcsoportjal
1.13. Feladat. Az R*, R* R és C* csoportok kozott van-e két egymaéssal izomorf?
1.14. Feladat. Adja meg az alabbi csoportok Cayley-reprezentaciojat:

(a) Za, (b) Zg, (c) As, (d) zt

1.15. Feladat. Hatarozza meg a megadott G csoport H részcsoportja szerinti bal és jobb oldali
mellékosztalyozasat, és ha G véges, akkor dllapitsa meg H indexét G-ben:

(a) G =Zy, H=[8]; (d) G=83, H=[(12)];
(b) G=12Z3,, H=[5,T7]; (e) G=C, H=R,
(c) G =53, H=As; (f) G =C*, H = R*!

1.16. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztasat minden esetben indokoljal

(a) Ha a G csoport minden elemének az egységelem a négyzete, akkor G kommutativ.

(b) Ha a G csoport minden elemének negyedik hatvinya az egységelem, akkor G kommutativ.

(c) As minden eleme legfeljebb 8-adrendii.

(d) Minden nemtriviélis (azaz legalabb kételemti) véges csoportban van primrendd elem.

(e) Z-nek véges sok részcsoportja van.

(f) Ha a nemtrividlis G csoportnak nincs valodi nemtrivialis részcsoportja, akkor G primrendd
ciklikus csoport.

mellékosztalya van.
(1) Van olyan ciklikus csoport, melynek pontosan harom részcsoportja van.
(m) Van olyan ciklikus csoport, melynek pontosan harom generatoreleme van.



2. GYURUO- ES TESTELMELETI ISMETLO FELADATOK

2.1. Feladat. Foglalja 6ssze roviden az alabbi témakban tanult ismereteket:

(a) gytird, integritastartomany és test fogalma, szamolés gytiriikben;

(b) oszthatosag, legnagyobb kozos 0szt6, irreducibilis és primelemek integritastartomanyokban;
(¢) az euklideszi gytiri, primfaktorizécio;

(d) testbdvités, minimélpolinom, algebrai bovités, testbévités foka;

(e) egyszerd algebrai bgvitések!

2.2. Feladat. Dontse el, hogy teljesiilnek-e a megadott integritastartoményokban az alabbi relaciok:

(a) Z[i]-ben 3+ 4i | —4 + 3i; (f) Z[iV/5]-ben 3 — v/5i | 14;

(b) Z[i]-ben 3 + 4i ~ —4 + 3i; (g) Z[iv/5]-ben 1 — /5i ~ 6;

(¢) Z[i]-ben 3+ 4i | 8 —i; (h) Z[- ;+f]ben3+\fz|6—2fz
(d) ?Z]‘Eeng"‘j? N77_‘.i3 (i) z[-1+ @z]—ben szQ—Ti,

(e) [Z]' en 3+ Z‘ +Za () [ % @z]—ben4—2\/§zwl+3\/§l'

2.3. Feladat. Hatarozza meg az egységeket az alabbi integritastartomanyokban:
(2) Z[iv5];
(b) Z[~5 + il
(c) {$ €Q:a,bec Z,b paratlan}!
2.4. Feladat. Bontsa primtényezdk szorzatara Zli]-ben a 2, 3, 3+ i és 1 + 3i elemeket!

2.5. Feladat. A Z[i\/5] integritastartomanyban
(a) adja meg a 9 szam két — nem csak egységtényez6ben kiilonbozs — felbontasat két-két
irreducibilis elem szorzatara;
(b) igazolja, hogy a 3 szam irreducibilis, de nem prim,;
(¢) adjon meg két olyan szamot, amelynek nincs legnagyobb kozos oszt6jal

2.6. Feladat. Adjon meg két olyan elemet a Z[iy/6] integritastartomanyban, amelyeknek nincs
legnagyobb kozos osztojal

2.7. Feladat. Igaz-e, hogy minden véges integritastartomany test?

2.8. Feladat. Legyen K = Q(V/5) és L = Q(7). Az alabbi testbévitések koziil melyik veéges foki és
melyik algebrai:

(a) K |Q, (©) RIQ, (e) C|R, (g) R| L,
(b) LQ, d) ClQ, (f) R| K, (h) C|L?

2.9. Feladat. Legyen u € C az f = 2% — 22 +2 polinom egyik komplex gytke. Mutassa meg, hogy f
irreducibilis Q felett! Adja meg a Q(u) | Q testb6vités alabbi elemeit a testbdvités standard bazisé-
ban (azaz az u elemek ,kis kitevss” hatvanyainak raciondlis egyiitthatos linearis kombinéci6jaként):

(a) uT, (b) u™t, (c) ut 4 u=2

2.10. Feladat. Allitsa el§ a racionélis szamtest alabbi egyszerd algebrai bévitéseiben megadott
elemek multiplikativ inverzét a bévités standard béazisaban (azaz az adjungalt elem  kis kitevss”
hatvanyainak racionalis egyiitthatos linearis kombinéciojaként):

(2) Q(0); 2%, 1+1; (¢) Q(V2); V16, 4+ 32+ V/4;
(b) Q(V3); V3, 2+ 3V3; (d) Q(¥3); 3+ 2V3+ Vo
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2.11. Feladat. Igazolja, hogy
(a) Q(i, V3) = Q(iV/3); (b) Q(V2,v3) = Q(V2 + V3)!
2.12. Feladat. Keresse meg az alabbi komplex szamok miniméalpolinomjat C, R és Q felett:

(a) 1+1, (c) V6, (e) 2 +iv/4,
(b) 2— iV, (d) ¥/3-7, () V3 + V3!

2.13. Feladat. Hatarozza meg a T' | Q testbévités fokat az alabbi T testekre:

(a) QW) (d) Q(iv/3), (8) QV2,V3),
(b) Q(iV5), (e) Qi V/3), (h) Q(vV2+V3),
() QUL +1iV3), (f) Q(iV/3), (i) Q(V3 —V7)!

2.14. Feladat. Egységnyi szakasz két végpontjabol kiindulva szerkeszthetd-e
(a) V2. (b) V2, (c) Var2, (d) V2r
teriilett kor?

2.15. Feladat. Mely n-re szerkeszthet§ adott korrel azonos teriilet szabalyos n-szog?

2.16. Feladat. Mutassa meg, hogy van olyan sz6g, amelyik euklideszi szerkesztéssel nem 6t6délhetd!

2.17. Feladat. Dontse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és

valasztasat minden esetben indokoljal

(a) Ha egy kommutativ, egységelemes gytrii zérusosztomentes, akkor test.
(b) Euklideszi gytrtiben minden a egységre |lal| = 1.

(¢) Van olyan euklideszi gytirt, amelyben nem létezik barmely két elemnek legnagyobb kozos

osztdja.
(d) Egy algebrai és egy transzcendens szam Osszege mindig transzcendens.
(e) Minden algebrai bovites véges fok.
(f) Leéteznek olyan u,v € N, u # v szamok, melyekre Q(1/u) = Q(y/v).
() A Q(v2v3) és Q(V2 + V/3) test egyenls.
(b)
nincs raciondlis gyoke.
(i) Léteznek olyan w # v irracionalis szamok, amelyekre [Q(u,v) : Q] = 7.
(j) Nincs olyan szo6g, amely harmadolhat6 euklideszi szerkesztéssel.

Ha a z komplex szdm esetén Q(z) | Q algebrai bovités, akkor z Q feletti minimélpolinomjénak



3. ALGEBRA, RESZALGEBRA, GENERATORRENDSZER

3.1. Feladat. Foglalja 6ssze roviden az alabbi témakban tanult ismereteket:

(a) algebra fogalma, csoportok és gytirtik mint algebrak;
(b) részalgebra fogalma, részcsoport és részgytrd mint részalgebra;
(c) részhalmaz altal generalt részalgebra, részcsoport és részgytir!

3.2. Feladat. Dontse el, hogy a megadott A algebraban a B részhalmaz részalgebrat alkot-e:
(a) A= (Z[i];+,-), B={bi:beZ};

(b) A= (Zla];+,"), B = {fEZ[] f(1) = 0};

(©) A= (Z[z];+,-,0,-), B={f € Z[z]: f(1) > 0};

(d) A= (Z[z];+,0,-1), B={[ € Z[x] : f(1) = 0};

(e) A= (Z[z];+,-), B={f€Zlx]:2] f(0)};

(f) A=(P(X);n,X), B={Y C X :|Y| <k}, ahol k € N és X tetsz6leges halmaz!

3.3. Feladat. Tekintsiik az A = (ZxZ; o) algebrat, ahol (a,b)o(c, d) = (a, d) tetszbleges (a,b), (¢,d) €
7Z X 7 esetén. Dontse el, hogy az alabbi B részhalmazok részalgebrat alkotnak-e A-ban:

(a) B={(a,b) € ZxZ:a|b};

(b) B={(a,b) € ZxZ:0< ab}!

3.4. Feladat. Dontse el, hogy a megadott R gytrtiben az S részhalmaz részgytrit alkot-e:

(a) Ra paros egész szamok gyitirdje, S a 4-gyel oszthatd egészek halmaza;
(b) R =Z[x], S={fe€Zx]: f(1) =0}
(C) R Zlg, S = le U {0}
(d) R=Zi], S={a+bicZli]:2]|a+b};
() R=7Z[i], S={a+bi€Z[i] : 2| ab}!
3.5. Feladat. Hatarozza meg az A algebra X részhalmaza altal generalt részalgebrajat:
(a) A= (Z;+), X ={2,5}
(b) A= (Z;+a _70’ )7 X = {2?5}7
(¢) A= (Z3;-), X ={b};
(d) A= (Ziz;+,-), X ={5}
(&) A= (ZliJi+,), X = {i};
(f) A= (Z;m), X = {-2,2}, ahol m(a,b,c) = a — b+ c tetszbleges a, b, c € Z-re;
(g) A= (Z;m), X ={1,3,8}, ahol m(a,b,c) = a — b+ c tetszbleges a,b, c € Z-re;
(h) A= (P(N);n), X = {{4k : k € N}, {6k: k € N}};
(i) A= (P(N), ﬂ) X az N halmaz Vegtelen reszhalmazalnak halmaza
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3.6. Feladat. Hatarozza meg az R egységelemes gy(ri a eleme, illetve X részhalmaza altal generalt
részgyirdjét, valamint egységelemes részgytirdjét:
(a) R =Zli], a = 2i;

(©) R=12fs], X = {2, 1)
R=R,a=2;

3.7. Feladat. Adjon meg minimalis generatorrendszert a kidvetkezd algebrakban:

(a) (,P({lv 2,3,4, 5})? ﬂ);
(b) (QF;-, L)

3.8. Feladat. Létezik-e haromelemd minimalis generatorrendszere a (Z;+, —) algebranak?
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3.9. Feladat. Hatarozza meg az (N;’) algebra részalgebréit és generatorrendszereit, ahol n’ =n+1
tetsz6leges n € N-rel

3.10. Feladat. Tekintsik az A = (Z;©) algebrat, ahol a © b = a — b tetszéleges a,b € Z-re.
Hatérozza meg

(a) A Osszes egy elem altal generélt részalgebrajat,
(b) A &sszes részalgebrajat!

3.11. Feladat. Tekintsiik az A = (Z; m) algebrat, ahol m(a, b, c) = a—b+c tetsz6leges a, b, ¢ € Z-re.
Mutassa meg, hogy

(a) barmely n pozitiv egészre minden mod n maradékosztéaly részalgebra A-ban,
(b) A-nak ez az Osszes részalgebrajal

3.12. Feladat. Hatérozza meg a Z és Z,, (n € N) gytriik részgytrtit és egységelemes részgytirtit!

3.13. Feladat. Igazolja, hogy ha egy integritdstartomany nemtrivialis részgytrtijének van egység-
eleme, akkor az megegyezik az integritastartoméany egységelemével!

3.14. Feladat. Dontse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és

vélasztasat minden esetben indokolja!
(a) Ha R részgytriije az Ry gytirtnek, és Ry részgytrije az R3 gytrtnek, akkor R; részgydrije
R3-nak is.

(b) Kommutativ gytird minden részgytrije is kommutativ.

(¢) Nemkommutativ gytirtd egyetlen részgytirtije sem kommutativ.

(d) Egységelemes gytirdi minden részgytrije is egységelemes.

(e) Végtelen gytirti minden részgytirtje végtelen.

(f) Ha S részgytirt az R gytrtiben, melynek egységeleme e, akkor e az R gytirtinek is egységele-

me.

(g) Egy algebra barmely két generatorrendszerének az egyesitése is generatorrendszer.

(h) Egy algebra barmely két generatorrendszerének a metszete is generatorrendszer.

(i) Van olyan végtelen algebra, amely végesen generélt (azaz amelynek létezik véges generator-
rendszere).

(j) Van olyan végtelen algebra, amelynek generatorrendszere az iireshalmaz.



4. KONGRUENCIA, KOMPATIBILIS OSZTALYOZAS, FAKTORAGEBRA
NORMALOSZTO, FAKTORCSOPORT

4.1. Feladat. Foglalja &ssze roviden az alabbi téméakban tanult ismereteket:
(a) kongruencia és kompatibilis osztélyozas fogalma és kapcsolatuk;
(b) csoport normalosztéjanak fogalma, jellemzései;
(c) faktoralgebra, faktorcsoport!

4.2. Feladat. Dontse el, hogy a ¢ relacié kongruencia-e az A algebran:
(a) A= (N;+), 0={(a,b) e NxN:a|b}
(b) A= (Z\{0}:-), 0 = {(a,b) € (Z\ {0}) x (Z\ {0}) : ab > O};
(c) A= (S5"), 0 = {(a,8) € S5 x S5 : sgn(a) = sgn(p)}, ahol sgn(a) = 1 vagy —1 attol
fliggden, hogy a € S5 paros vagy paratlan permuticio;

(@) 4= (P(N): (), 0= {(X,Y) € PN) x P(N) : [X]| = [V}
() A=(Z;m), o= {( ) 6 ZXZ :a? = b*}, ahol m(a, b, c) = a—b+c tetszéleges a, b, ¢ € Z-ve;
(f)A:(Z;+,—,O,),g:{(ab)€ZxZ 4| a—-10};

(g) A= (ZG, ,0), 0= {(a b € Zg X Lg : 2a = 2b}

() A = (Z[i; +,-,0.), 0= {(z,) € Z[il x Z[i] - [o] = |y}

() A= (Zlal:+,-.0,), 0 = {(f.9) € Zla] x Zlz] : F(0) = g(O)}!

Ha a p relacio kongruenma, akkor adja meg az A/p faktoralgebra elemeit és muvelettablazatait!

4.3. Feladat. Definialjuk az « relaciot N-en a kovetkezképpen: (z,y) € a akkor és csak akkor, ha
{i € Ng:5" |2} = {i € Ng:5|y}. Igazolja, hogy a kongruencia az (N;-) algebran! Igaz marad-e
az allitas, ha 5 helyett mindkét helyen 6-ot irunk?

4.4. Feladat. Dontse el, hogy az A algebra C osztalyozasa kompatibilis-e:

(a) A=(S5;),C={A45 5\ As};

(b) A= (P(N);N),C={{X CN:|X|=Fk}:keNo}

(c) A=(2Z5,-,7", 1), C={{2,7},{1,8},{4,5}};

(d) A= (25,71 1), C={{1,2,7},{8},{4,5}};

(e) A= (Zg,-, ", 1) ¢ ={{1, 2} {4,5},{7,8}};

(f) A= (Z;+,—,0,-),C={{3k : k€ Z},{3k+1: ke Z},{3k+2: ke Z}};
(g) A= (Z[i];—l—,—,(),-), C={{a+bi:b#0}{a+bi:b=0}}

Ha C kompatibilis osztalyozas, akkor adja meg a hozza tartozo o kongruenciat, valamint az A/p
faktoralgebra elemeit és miivelettablazatait!

4.5. Feladat. Dontse el, hogy a G csoport H részcsoportja normaloszté-e! Ha igen, hatarozza meg
a normalosztéhoz tartozé kompatibilis osztalyozast és az ehhez tartozé kongruenciat:

(a) G =75, H = {1,8}; () G=D, (n>2), H=[a]
(b) G =235, H={1,14}; (i) G =Dy, (n>2), H=[a"];
() G=12j5 H={14} (i) G=Ss, H=[(12)];

(d) G=12735, H=[4,7]; (k) G=S4, H=V;

(e) G=Ds, H=t]; () G= 54, H=][(13),(1234)];
(f) G = D, H = [a*); (m) G =Q, H = [-1];

(8) G = Do, H = {id, a%, 1, ta®}: () G=Q, H =i

(0) G =GL(R,2), H a G-beli diagonalis matrixok részcsoportja;

(p) G = GL(R,2), H az egységmatrix nemnulla skalarszorosaibdl all6 részcsoport!

Ha H normaéloszto, akkor adja meg a G/H faktorcsoport elemeit és mivelettablazatét!
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4.6. Feladat. Hatarozza meg a G csoport 0sszes normaélosztdjat, és adja meg a norméalosztok rész-
benrendezett halmazanak Hasse-diagramjat:

(a) G =Z: (c) G = Ss; (e) G = Dy
(b) G =7, (n € N); (d) G = Ag: (H G=q!

Adja meg elemeivel és miivelettablazataval G Osszes faktorcsoportjat is!

4.7. Feladat. Hatarozza meg a G/N faktorcsoport aN ill. a + N (a € G) elemének rendjét:

( ) G = Z127]\7 [g] 777 (d) G:Q*, N:{17_1}7 a,:%j
(b) G=Zs, N=[3],a=1; (e) G=C* N={1,-1}, a =1
(c) G=7,N = [1}a:7, (f) G=Q,N=2Z,a= 3

4.8. Feladat. Dontse el, hogy részcsoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a G/N faktorcso-
portban:

(a) G=1Zj5, N =[17], H = {N,5N};

(b) G=1Zs, N=[4], H={N,2+ N};

(¢) G=7,N=[12], H={N,3+ N,6+ N};
(

d) G= C* N ={1,-1}, H = {aN : a™ = 1}, ahol n € N tetsz6leges!

4.9. Feladat. Hatéarozza meg a G/N faktorcsoportban az X részhalmaz altal generalt részcsoportot:
(a) G =2Zjg, N = [17], X = {5N};
(b G=Z,N=[12], X ={4+ N,6 + N};
(c) G=C* N={1,-1}, X = {(3 + Li)N}!

4.10. Feladat. Dontse el, hogy a G/N faktorcsoport H részcsoportja normaloszto-e:

(@) G=S4, N=V, H=|[(123)N];
(b) G =84, N=V, H=[(12)N]!

4.11. Feladat. Igazolja, hogy a Hy = {1,19} és Hy = {1,9} részhalmazok normélosztok a Z3,
csoportban, és allapitsa meg, hogy ciklikusak-e a Z%,, Z5,/H1, Z5,/Ha csoportok!

4.12. Feladat. Igazolja, hogy egy G csoport H részcsoportja pontosan akkor norméloszto, ha bar-
mely a,b € G elemre ab € H esetén ba € H is fennall!

4.13. Feladat. Mutassa meg, hogy ha N 2 rendd normaloszté egy G csoportban, akkor N elemei
felcserélhet6k GG barmely elemével!

4.14. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
valasztasat minden esetben indokoljal

(a) Véges algebra barmely kompatibilis osztélyozasdban minden osztéaly elemszama azonos.

(b) Veéges csoport barmely kompatibilis osztélyozasaban minden osztaly elemszama azonos.

(¢) Abel-csoport minden részcsoportja norméloszto.

(d) Ha egy csoport minden részcsoportja normaloszto, akkor a csoport kommutativ.

(e) Tetszsleges csoport minden kommutativ részcsoportja norméloszto.

(f) Tetszoleges csoport minden normalosztoja kommutativ részcsoport.
) Tetszbleges csoport barmely 2 rend( részcsoportja normaloszto.
) Ha N normaéloszto a K csoportban, K pedig norméloszté a G csoportban, akkor N G-nek

is normalosztoja.

(i) Kommutativ csoport minden faktorcsoportja is kommutativ.

(j) Ciklikus csoport minden faktorcsoportja is ciklikus.
)
)

(g
(b

(k) A konjugaltsagi relacio minden Abel-csoporton kongruencia.
(1) A konjugéltsagi relacié minden csoporton kongruencia.



5. KONJUGALTSAGI RELACIO, GENERALT NORMALOSZTO CSOPORTOKBAN;
IDEAL, FAKTORGYURU, GENERALT IDEAL GYURUKBEN

5.1. Feladat. Foglalja 6ssze roviden az alabbi témakban tanult ismereteket:

a) belsé automorfizmusok, konjugaltsagi relacio;

b) részhalmaz altal generalt normaloszto;

c) gytird kompatibilis osztalyozasai és idedljai,

d) faktorgytir, részhalmaz &ltal generalt ideal, f6ide4l!

PN TN~

5.2. Feladat. Hatirozza meg a kovetkezs csoportok konjugéltsigi osztilyait, és ennek felhasznalé-
sdval hatédrozza meg a csoportok dsszes normalosztojat:

(a) Ss; (c) Ss; (e) Da;

(b) Si; (d) @ (f) Ds!

5.3. Feladat. Hatarozza meg az alabbi csoportokban az x elem, illetve X részhalmaz altal generalt
normaélosztot:

(a) Ds, x = a’t; (d) S, x=(12)(34); (g) Ss, v =(2468);
(b) Dig, x = ab; (e) Si2, z = (911); (h) Sig, z=(13579);
(c) Di2, X = {a3,t}; (f) Si6, z = (4812); (i) As, x = (12345)!

5.4. Feladat. Hatarozza meg a D,, (n > 3) csoport sszes normalosztdjat!

5.5. Feladat. Ha ¢ kongruencia a 4.2. Feladat (f)-(i) részében szerepld gytrtikon, akkor adja meg
a hozz4 tartozo idedlt!

5.6. Feladat. Dontse el, hogy a megadott R gytrtiben az I részhalmaz idedlt alkot-e:

a) R a paros egész szamok gytirije, I a 4-gyel oszthato egészek halmaza,

R=17[i, I =1;

=2[i), I ={a+bi € Z[i] : 2| a,b};

Zji), I ={a+bi € Z[i] : 4] a, 6|b};

=Z[z], I ={apz™ + -+ ax+ag € Z[z] :n €N, 2| ap};
Zix), I ={apz" +---+a1x+ap € Zz]:neN, 2| a1 };
Zla), 1= {f € Z[x] : £(1) =0},

a O

b 0

Ha igen, akkor adja meg a hozza tartoz6 kompatibilis osztalyozast, valamint az R/I faktorgydri
elemeit és miivelettablazatait!

) aber)

5.7. Feladat. Hatarozza meg az R gytirti X részhalmaza &ltal generélt idealjat:
(a) R=17Z, X ={18,30};
(b) R=1Zz], X = {4, z};
(¢) R=Q[z], X = {a? — 42 + 3, 2% + 2 — 2}!

5.8. Feladat. Adja meg az alabbi faktorgytirtik paronként kiilonb6zs elemeit és miivelettablazatait:

(a) 24/ (0); (d) 22/(8); (8) ZIi)/(2);
(b) Zs/(3); (&) 2716/ (3); () Ze]/ (4, 2);
(c) Zus/ () (£) Z[il/(1 + i) (i) Qlal/(a® ~ 4, 2 + 2)!

5.9. Feladat. A megadott R gytirtikre és I részhalmazukra mutassa meg, hogy I ideal R-ben, és
adja meg az R/I faktorgytrit (melyek R/I paronként kiilonboz6 elemei, hogyan végezziik rajtuk a
miiveleteket):

(a) R=1722%¢ :{<Z Z) 2|a,b7c,d};

s I
(b) R:{ ; 8) a,beQ}ésI:{AeR:AQZO}!
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5.10. Feladat. Hatarozza meg a Z,, (n € N) gytirtk idealjait!

5.11. Feladat. Mutassa meg, hogy a Z gytird barmely m,n elemére
(m) N (n) = (Ikkt(m,n)) és (m)+ (n) = (Inko(m,n))!
5.12. Feladat. Adjon meg olyan idealt az R[z,y] kéthatarozatlana polinomgytirtiben, amely nem
féideal!
5.13. Feladat. Bizonyitsa be a kovetkezd allitast:
Tetszbleges kommutativ R gytiriiben az X részhalmaz altal generdlt ideal a kovetkezd:

{kowo + kiz1r1 4 kowara + ...+ kpanry
n € Ny, és minden i (0 <i<n)re k; €Z, z; € X, r; € R}.

5.14. Feladat. Dontse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
vélasztasat minden esetben indokolja!

(a) Barmely csoport minden konjugéltségi osztalya zart a konjugalasra.

(b) Abel-csoportban minden konjugaltsagi osztaly elemszama azonos.

(¢) Barmely csoportban minden konjugéltségi osztily elemszéma azonos.
(d) Ha egy csoportban két elem egyméas konjugaltja, akkor a rendjiik azonos.
(e) Egy csoport azonos rendii elemei egymés konjugaltjai.
(f) A kovetkezd relacio kongruencia a Q[z] polinomgytriin:

{(f,9) € Qz] x Q[z] : f =g =0vagy f és g fokszama egyenls}.

)

) Kommutativ, egységelemes gytird minden faktorgytirtje is kommutativ és egységelemes.
(i) Zérusosztémentes gytird minden faktorgytirtje is zérusosztomentes.

) Véges gytird minden I idedljadhoz vannak olyan I-beli aj,aq,...,a; (k € N) elemek, ame-
lyekre I = (a1> + <a2) + -+ (ak)
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6. HOMOMORFIZMUSOK, IZOMORFIA — ALAPOK

6.1. Feladat. Foglalja 6ssze roviden az alabbi témakban tanult ismereteket:

(a) homomorfizmus, izomorfizmus és izomorfia fogalma algebrakra, alaptulajdonsagaik;
(b) csoport- és gytrithomomorfizmusok tovabbi altalanos tulajdonsagai, példak;
(¢c) természetes homomorfizmus, homomorf kép, homomorf képre 6roklsds tulajdonsagok!

6.2. Feladat. Allapitsa meg, hogy az alabbi A — B leképezések koziil melyik homomorfizmus,
szurjektiv homomorfizmus, injektiv homomorfizmus, illetve izomorfizmus:

(a) A= (N;:), B = (Z;-), x v 2%

(b) A= (P(Z);n,v), B=(P(N);N,U), X —» X NN;

(¢c) A= (P(zZ);n,U), B=(P(zZ);nU), X » XU{-z:2€ X}

6.3. Feladat. Dontse el, hogy a kévetkez§ hozzarendelések csoporthomomorfizmusok-e, valamint a
homomorfizmusokrél allapitsa meg, hogy sziirjektivek, illetve injektivek-e, és adja meg a képiiket:

(a) Z — C*, kb—>coszk“—i—181n2k—” (n) Zs — Z1o/[5], k — k + [5];
(b) C* — C*, Z'—)‘Z‘ (O) Z4—>Z10/[] k'—>k+[5]
(C)Z—>D3,k'—>ak (p) Zs — Z10/[5], k — 2k + [B];
(d) Zio — Zao, k — 4k; (@) Z12/[4] = Za, k + [4] = K;

(e) Z12—>Z8,kﬂ—>]€ (I’) Zlg/[]—)Zﬁ,k—F[]'—)E;
(f) Z12—>28,kl—>2]{} (s) Z12/[7]—>Z67E—}—g]b—>@;
(g) Z12—>Z4,k'—>3k‘ (t) Sh ({ 1 1} ) ou—)sgn( )
(h) Zg — Zig, m — 3™ (u) S3 — Zs, o — « fixpontjainak szdma;
(1)Zg—>Zl6,nl—>n, (v) Q = Q, v+ 12

() Zg — Ziy, T > ni; (W) Q = Q, x> a¥;

(k) Z3 — Zg, 37 57 (n=0,1,2,3); () Dy — Za, a"tt =k +1;

(1) Ziy — Zy, 37— 2n (n = 0,1,2,3); (v) GL(R,2) — R, A+ |A];

(m) Z%, — Zg, 3" — 2n (n = 0,1,2,3); (z) GL(R,2) — R*, A — |A]l

6.4. Feladat. Dontse el, hogy gytirtthomomorfizmusok-e az alabbi hozzarendelések, valamint a

homomorfizmusokrol allapitsa meg, hogy sziirjektivek, illetve injektivek-e, és adja meg a képiiket:

) C—=R, a+bi— a;

C—-C, z—7z

Zlg/< >—>Z4,]€+<§> k

Zaa/(4) = Zi2/(4), k+ (4) —

Z6—>Z12/<> k— k+ <6
8)
(8

b

(a
(
(c
(d
(e
(f) Z —272/(8), k — 4k + (
(g) 2Z — 27,/(8), k — 4k +
() Zla] > Z, f o £(0)
() Z{r) = Z. 1 — f(1);

(j) Z[z] = Z, ap + a1x + - - - + apx™ — ay;

() R - Rla]/{z), a > 2 + {z):

(1) Z[i| - Z, a + bi — a — b;

(m) Z[i] = Z, a + bi — a® +b2

n) Zpn — Zop, @+ 2a, ahol 0 < a <n (n € Nyn > 1);

(
(0) Zop = Zp,a—a,ha0<a<n,ésa—a—n,han<a<2n(neN)!

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

6.5. Feladat. Allapitsa meg, hogy létezik-e olyan ¢ csoporthomomorfizmus, amely teljesiti a meg-
adott feltételt:

(a) p: Z — S3, 3p=(123); (d) ¢: Z1a — Zg, 3¢ =2;

(b) ¢:Z — S3, 5p=(123); (e) p: D3 — Za, to =1;

(¢) p: Zg — Ly, 2¢ = 2; £) p: Q =V, ip=(13)(24)!
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6.6. Feladat. Dontse el, hogy létezik-e

(a) Z15 — Zsg, (b) V — Zs, (c) Dy — Sy
nemtrivialis, sziirjektiv, illetve injektiv csoporthomomorfizmus!
6.7. Feladat. Dontse el, hogy létezik-e

(a) Z15 — Ze, (b) Z — Z[i)/(2), (c) Z3*? — Zs
nemtrivialis, sziirjektiv, illetve injektiv gytrtihomomorfizmus!

6.8. Feladat. Izomorfak-e egymassal az alabbi csoportok:

(a) Ziy és Za, () Zi3/[12] és S, (k) Dy/la] &s Zs,
(b) Z12/[3] és Z3, (g) Q/[-1]es V, 1) Da/[a?] es Zy,
(c) Z12/[6] és Ds, (h) S3/As3 és Zs, (m) Dy/la’] és Q/[-1],
(d) Zi5/[11] és Zg, (1) S4/V és Zsg, (n) R és RT,
(e) Z1s/[12] és Z3,/[13], (1) S4/V és Ss, (0) Q/Z &s Q7
6.9. Feladat. Izomorfak-e egymaéssal az alabbi gytirtk:
(a) Rlz] és Clz], (c) 2Z/(4) &s 4Z/(8), (e) Z[i)/(2) s Za,
(b) Z4/(2) és Zo, (d) Z[i)/(1 + i) és Zo, (f) R[z]/(z? +1) és C?

6.10. Feladat. Igazolja, hogy minden integritastartoméanyok kozotti (gytirt)homomorfizmus egység-

elemes gydrithomomorfizmus.

6.11. Feladat. Dontse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és

vélasztasadt minden esetben indokolja!

(a) Két olyan homomorfizmus szorzata is lehet izomorfizmus, amelyek egyike sem izomorfizmus.

(b) Tetszoleges A algebra minden részalgebraja elgall A-ba mend homomorfizmus képeként.

(c) Barmely A, B algebra és ¢: A — B homomorfizmus esetén, ha A; részalgebrdja A-nak,

akkor Ajyp részalgebrdja B-nek.

(d) Tetszoleges harom elem altal generalt algebra barmely homomorf képe generalhato legfeljebb

hérom elemmel.
(e) Tetszleges G, H csoportok esetén létezik G — H homomorfizmus.
(f) Tetszoleges R, S gytiriik esetén létezik R — S homomorfizmus.

(g) Tetszbleges R, S egységelemes gytiriik esetén létezik R — S egységelemes gytirithomomorfiz-

mus.
(h) Egyetlen nemkommutativ csoportnak sincs kommutativ homomorf képe.

(i) Ha egy G csoport minden homomorf képe kommutativ, akkor G is kommutativ.

(j) Létezik olyan egységelemes gytirii, amelynek nem minden homomorf képe egységelemes.
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7. HOMOMORFIATETEL, EGYSZERU CSOPORTOK ES GYURUK

7.1. Feladat. Foglalja 6ssze réviden az alabbi témakban tanult ismereteket:
(a) homomorfiatétel algebrakra;
(b) homomorfiatétel csoportokra és gytirtkre;
(¢) a homomorfiatétel alkalmazasa csoport- és gytrtthomomorfizmusok keresésére!

7.2. Feladat. Hatarozza meg a 6.3. Feladatban megadott hozzarendelések koziil a csoporthomo-
morfizmusok magjat, az indulasi csoport ezen mag szerinti faktorcsoportjat, valamint az eredeti
homomorfizmus altal indukalt injektiv homomorfizmust a faktorcsoportrol az eredeti érkezési cso-
portbal

7.3. Feladat. Hatarozza meg a 6.4. Feladatban megadott hozzarendelések koziil a gytrithomomor-
fizmusok magjat, az indulasi gytird ezen mag szerinti faktorgytrijét, valamint az eredeti homomor-
fizmus &ltal indukalt injektiv homomorfizmust a faktorgytirtir6l az eredeti érkezési gytiriibe!

7.4. Feladat. A homomorfiatétel alkalmazasaval mutassa meg, hogy a 4.5. Feladat (a), (b), (d), (f),
(h), (i) részében szerepls G csoportokban a megadott H részcsoport normdlosztot alkot, valamint
adja meg, milyen ,ismert” csoporttal izomorf a G/H faktorcsoport!

7.5. Feladat. A homomorfiatétel alkalmazaséval mutassa meg, hogy tetszéleges n € N esetén
SL(R,n) normalosztot alkot a GL(R,n) csoportban, valamint adja meg, milyen ,ismert” csoport-
tal izomorf a GL(R, n)/SL(R, n) faktorcsoport!

7.6. Feladat. Oldja meg a 6.5., 6.6. és 6.7. Feladatokat a homomorfiatétel alkalmazaséaval!

7.7. Feladat. Hatarozza meg az Gsszes

(a) V — Zy; (d) Dy — Zy; (g) As — Dy;
(b) Z1o — Zs; (e) S3 — Zg; (h) S5 — As;
(¢c) Zyg — Ziy; (f) Z — Q, (i) Q@ — Ay

csoporthomomorfizmust!

7.8. Feladat. Hatéarozza meg az Gsszes

(a) Z — Zg; (c) Z[i] — Z; (e) Q — Zli;
(b) Z — Zsg; d) Z — Q; (f) R2*2 - R

gytrithomomorfizmust!

7.9. Feladat. Adja meg az 6sszes Zy,, — Z, csoporthomomorfizmust tetszéleges m,n € N esetén!
7.10. Feladat. Hatarozza meg az Osszes S3 — Sy injektiv homomorfizmust!

7.11. Feladat. Adja meg az Gsszes Z — Z,2 gytrithomomorfizmust tetsz6leges p primszém esetén!

7.12. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi &llitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak, és
vélasztasidt minden esetben indokolja!

(a) Egy csoporthomomorfizmus pontosan akkor izomorfizmus, ha magja csak az egységelemet

tartalmazza.

(b) Egy gytiriithomomorfizmus pontosan akkor izomorfizmus, ha magja csak a zéruselemet tar-
talmazza.

(c) Létezik olyan véges csoportrol végtelen csoportba mend homomorfizmus, melynek magja
trivialis.

(d) Ha létezik sziirjektiv homomorfizmus a G csoportrol a Zg csoportra, akkor G-nek létezik 2
indexd részcsoportja.

(e) Létezik sziirjektiv Dy — V homomorfizmus.

(f) Egy kommutativ gytird pontosan akkor egyszerti, ha test.

(g) Minden A; — H csoporthomomorfizmus injektiv.



