Szorgalmi feladatok

4. RELACIOK

1. Feladat. (0.5 pt.) Hany ekvivalenciarelaci6 adhat6 meg egy kételemii
alaphalmazon? Es harom- illetve négyelemt halmazon?

2. Feladat. (1 pt.) Megadhato-e egy 8 elemi alaphalmazon olyan ekviva-
lenciarelacio, amely pontosan 40 elemparbol all? Es olyan, ami pontosan 41
elemparbol all?

3. Feladat. (1 pt.) Mutassa meg, hogy a ¢ pontosan akkor ekvivalencia, ha
reflexiv és po~! C .

4. Feladat. (1 pt.) Megszamlalhatoan végtelen sok rabot tartoztatnak le
szervezett bilindzésért, de nincs szamukra hely a bortonben, ezért a bird a
kovetkezs lehetGséget ajanlja fel nekik a szabadulasra. Minden rab kap egy
kék vagy piros sapkét, de senki sem latja a sajatjat. Ezek utan sorbadllitjak
Gket ugy, hogy mindenki a sor elejének hattal all, és latja az utana kovetkezd
tarsait. (Ismerik egymast és végtelen messze latnak, tehat pontosan tudjak
kik és milyen sorrendben allnak abban az iranyban, amerre néznek.) A fela-
datuk az, hogy a sor elejétdl indulva tippeljék meg a sajat sapkajuk szinét — aki
eltalalja, szabadon engedtetik, aki nem, azt kivégzik. A rabok nem halljak a
tobbiek valaszat. Elére 6sszebeszélhetnek. Milyen stratégiaval érhetik el, hogy
véges sokukat kivéve a t6bbi biztosan megmenekiiljon?

5. Feladat. (0.5 pt.) Melyek azok a relaciok, amelyek egyszerre szimmetrikusak
és antiszimmetrikusak is?

6. Feladat. (1 pt.) Igaz-e, hogy a szimmetrikus és tranzitiv relaciok reflexivek?
Valaki a kovetkez§ bizonyitast adta.

Legyen o eqy szimmetrikus €s tranzitiv reldcio az R halmazon. Mivel o szim-
metrikus, minden x,y € R esetén (z,y) € o fenndldsdbol kivetkezik (y,x) € o.
A tranzitivitdas miatt pedig (x,y) € o és (y,x) € o fenndlldsdbdl kovetkezik, hogy
(xz,z) € p. Tehdt o reflexiv. Helyes ez a bizonyitas?

7. Feladat. (1 pt.) Aszerint, hogy a reflexivitas, szimmetria és tranzitivitas
tulajdonsagok koziil melyek teljesiilnek, egy relacio 8-féle lehet. Adjon példat
azokra a lehetGségekre melyek el6fordulhatnak és igazolja, ha valami nem for-
dulhat eld.

8. Feladat. (1 pt.) Végezze el a[7l Feladatbeli analizist a reflexivitas, antisz-
immetria és tranzitivitds tulajdonsdgharmasra is.

9. Feladat. (1 pt.) Végezze el a Feladatbeli analizist a reflexivitas, di-
chotémia és tranzitivitas tulajdonsagharmasra is.

10. Feladat. (1 pt.) Vizsgélja meg, hogy a relacidszorzas megérzi-e a tanult
relaciotulajdonsagokat. (Azaz pl. két reflexiv relacio szorzata sziikségképpen
reflexiv-e?)

11. Feladat. (0.5 pt.) Rajzolja le az &sszes 2, 3 illetve 4 ponti Hasse-diagramot.
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12. Feladat. (1 pt.) Rajzoljon olyan Hasse-diagramot, amelyben egyetlen
minimalis elem van, de nincs legkisebb elem.

13. Feladat. (1 pt.) Igazoljuk, hogy minden részbenrendezett halmaz alka-
lmas A halmazra bedgyazhato (P(A); C)-ba. (P; <) részbenrendezett halmaz
bedgyazhato a (Q; <) részbenrendezett halmazba, ha létezik ¢ : P — @ injek-
tiv leképezés, melyre minden a,b € P esetén

a<b=pa) <pb) és atb= pla) £ pb).

14. Feladat. (1 pt.) Egy részbenrendezett halmazban egy {p1, p2, ... } részhal-
mazt lancnak neveziink, ha p; < pa < ps... vagy p1 > p2 > p3... (az elemek
valamilyen sorrendjében) és antilancnak nevezziik, ha barmely két kiillonbozé
eleme Osszehasonlithatatlan. Bizonyitsuk be, hogy ha egy részbenrendezett
halmazban nincs végtelen lanc és antildnc sem, akkor a részbenrendezett hal-
maz véges.
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