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Az el6adédshoz ajanlott jegyzet:

o Wettl Ferenc: Linearis algebra, TypoTex, 2011.
e Szabo Laszlo: Bevezetés a linearis algebraba, Polygon, 2006.
e Fssence of linear algebra: chapter 1 and chapter 2.

1. Megjegyzés. A valos szamok halmazat R-el jeloljiik. Részhalmazt gy adunk meg, hogy megad-
juk egy nagyobb halmagz altaldnos elemét, és utanairjuk azt a feltételt, amelynek teljesiilnie kell ahhoz,
hogy az elem a részhalmazba tartozzon. Példdul a pozitiv valos szdmok halmaza az {x € R: 2z >0}
jeloléssel irhato le, amelyet tigy olvasunk ki, hogy ,azon R-beli x elemek halmaza, ahol x nagyobb
mint 0.”
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2. Definicio. A sik pontjait a Descartes-féle derékszogi koordindtarendszerben azonositjuk a valos
szdmparok halmazaval, melyet R2-el jeléliink. Ekkor az origénak a (0,0) szampar, az z-tengely
pontjainak pedig az { (z,y) € R? : y = 0} halmaz elemei felelnek meg.

3. Megjegyzés. A szamegyenes intervallumait szokds szamparral megadni, példaul (1,2) vagy
[—3,00), de ezek valos szamok halmazait jelolik (a oo nem val6s szam), és nem keverenddk dssze a
szampéarokkal. A két szamot tartalmazo halmazok szintén nem szamparok, példaul {1,2} = {2,1}

de (1,2) # (2,1) és {1,2} # (1,2).

4. Definicio. A sikon egyenesnek nevezziik az ax + by = ¢ egyenlet megoldasainak hamazat, azaz a
sik { (z,y) € R? : ax + by = ¢} alakban felithaté részhalmazait, ahol a,b és ¢ valés paraméterek és
a®+b? > 0. Ez a feliras nem egyértelmii (mert mindenharom paramétert megszorozva egy nemnulla,
konstanssal a megoldasok halmaza nem véltozik).

5. Definici6. A p = (p1,p2) és 4 = (q1, g2) pontok tavolsagan a /(p1 — q1)2 + (p2 — g2)? szamot
értjiik. Peldaul az (1,0) és (0,1) pontok tavolsaga v/2. A sikon kérnek nevezziik az { (z,y) € R? :
(xr —a)? + (y — b)? = ¢? } alakban felirhat6é halmazokat, ahol ¢ > 0.

6. Definici6. Legyen a sik P C R? tetsz6leges részhalmaza és (g1, q2) € R? tetszéleges sikbeli pont.
Ekkor a P halmaz (q1,¢2) vektorral valo eltolasa alatt a { (p1 + q1,p2 + ¢2) : (p1,p2) € P} halmazt
értjikk. Példaul az y = 2 egyenlet altal meghatarozott egyenes az z-tengelynek a (2018,2) vektorral
vald eltolésa.

7. Lemma. Egyenes eltoltja egyenes, kor eltoltja kor.

8. Lemma. A sikon az origén és az origotol kiilonbozs p = (p1,p2) € R? ponton atmend egyenes
megegyezik a { (cp1,cpe) € R? : ¢ € R} ponthalmazzal. A stkon a p = (p1,p2) és 4 = (q1,q2)
kiilonbdzs pontokon atmend egyenes megegyezik a { (cp1 + dqi,cps +dge) € R? : c+d = 1}
ponthalmazzal.

9. Definicié. A p = (p1,p2) pont « szoggel valo origo koriili elforgatottjan a
(p1-cosa —py -sina,p; - sina + pa - cos a)

pontot értjiik. Példaul az (1,1) pont 0 szoggel valo origo koriili elforgatottja (1,1), mivel cos0 = 1
és sin0 = 0, illetve 7 szoggel valo elforgatottja (—1,1), mivel cos§ = 0 és cos § = 1.

10. Definici6é. A p = (p1, p2) pont origora valo titkkrozése alatt a (—py, —p2) pontot, az x-tengelyre
valo tiikrozésén a (p1, —pe2) pontot, az y-tengelyre valo titkrozésen a (—pi, p2) pontot , az z-tengelyre
valo vetitésén a (pi,0) pontot, illetve az y-tengelyre valo vetitésén a (0, p2) pontot értjiik.


http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/okt/2015o/Wettl - Linearis algebra.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=fNk_zzaMoSs
https://www.youtube.com/watch?v=k7RM-ot2NWY

11. Feladat. A sik fenti transzformécioi kozill melyek tartjak meg a pontok kiézotti tavolsigot,
tovabba az alakzatok koriiljarasi iranyat?

12. Feladat. Ha a sik fenti transzformécidk koziil egymas utan kettét vagy harmat elvégziink, akkor
milyen esetben kapunk ismert transzforméciot?

13. Feladat. A sikon milyen ponthalmaz lehet
(1) egy egyenes és egy pont,
(2) két egyenes,
(3) egy egyenes és egy kor metszete?

14. Definicié. A tér pontjait a Descartes-féle derékszodgd koordindtarendszerben azonositjuk a valos
szamharmasok halmazaval, melyet R3-el jelsliink. Ekkor az origénak a (0,0, 0) szamharmas, illetve
a z-tengely pontjainak a { (0,0, 2) : z € R} halmaz felel meg.

15. Feladat. Adjunk olyan definiciojat az egyenesnek, amely hasonloan megfogalmazhato sikban és
térben.

16. Feladat. Hogyan tudnank definidlni a tér sikjait? Hogyan tudnéank definidlni a gombfeliileteket?

17. Feladat. Mikor mondhatjuk a térben, hogy két egyenes (vagy két sik) egymashoz képest par-
huzamos?

18. Feladat. A térben milyen ponthalmaz lehet
(1) két egyenes,
(2) egy egyenes és egy sik,
(3) ket sik,
(4) egy sik és egy gombfelillet metszéspontja?
19. Feladat. Definidljuk a tér kovetkezs transzformacioit: eltolas, az x-tengely korili forgatas,
az origoéra valé tiikrozés, az y-tengelyre vald tiikkrozés, az xz-sikra valéd tiikrozés, a z-tengelyre valé
vetités, és az xy-sikra vald vetités.
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20. Megjegyzés. Kotott vektornak nevezziik a p kezd6ponttal és q végponttal rendelkezé 17:1
irdnyitott szakaszt. Helyvektornak nevezziik azt a kotott vektort, melynek kezdépontja az origé.
Minden Iﬁ kétott vektor eltolhatéd egy helyvektorba. Az egymasba tolhato kotott vektorokat szokas
szabad vektornak nevezni, ahol nem a két végpont, hanem csak a két végpont egymashoz valé helyzete
a fontos. A linedris algebraban vektor alatt mindig helyvektort (vagy a vele ekvivalens végpontot)
értjuk.

21. Definicid. A rendezett valos szam-n-esek { (vi,ve,...,vy) @ v1,...,v, € R} halmazat R"-el
jeloljiik és elemeit vektoroknak hivjuk. A vektorokat félkover kisbettivel v = (vy,...,v,) jeloljik,
de téblan sima vagy aldhuzott kisbettit hasznalunk. A (0,0,...,0) € R™ vektort nullvektornak vagy
zérusvektornak nevezziik és 0-val jeldljiik.

22. Definicié. Az u = (u1,...,u,) és v = (v1,...,v,) vektorok Osszegén az u+ v = (u; +
V1, . .., Uy + vy) vektort értjiik. A v vektor ellentettjén a —v = (—wvy,...,—v,) vektort értjiik.

23. Megjegyzés. A vektorok &sszegét a sikban szokés a parallelogramma-maédszer vagy haromszog-
modszer segitségével megszerkeszteni.

24. Tétel. Tetszsleges u, v, w € R" vektorokra érvényesek a megszokott algebrai szabalyok:

u+ (v+w)=(u+v)+w, (asszociativ)
u+v=v+u, (kommutativ)
u+0=nu,
u+ (—u) =0,
—(—u) =u,



25. Példa. Legyen U C R? a sik pontjainak tetszéleges részhalmaza és v € R? tetszéleges vektora.
Ekkor {u+ v :u € U} a U ponthalmaz v vektorral valo eltolasa, tovibba { —u:ue U} a U
ponthalmaz az origéra vald tlikrozése.

26. Definici6. Linearis algebraban a valos szamokat skalarnak nevezziik (mert mint késgbb latni
fogjuk, nem csak valos szamokkal lehet linearis algebrat csinalni, és ott a skalar nem feltétlen valés
szam). A v = (v1,...,v,) vektornak a ¢ € R skalarral valo szorzata a ecv = (cvy, ..., cv,) vektor.

27. Tétel. Tetszbleges u,v € R" vektorok és c,d € R skalarokra érvényesek a megszokott algebrai
szabéalyok:

c(du) = (cd)u (asszociativ)
(c+d)u=cu+du, (disztributiv)
c(u+v) =cu+cv,
lu=u,
(~Du=u,
Ou =0,
c0=0.

28. Példa. Legyen v = (a,b) € R? a sik tetszdleges nemnulla vektora. Ekkor {cv : ¢ € R} annak
a bx — ay = 0 egyenlettel megadott egyesnek a pontjait tartalmazza, amely dtmegy az origén és a v
ponton. Minden origdn dtmend egyenes megkaphato ilyen alakban, de nem egyértelmten.

29. Példa. Legyen u,v € R? két kiilsnboz vektora a siknak. Ekkor { cu+dv : c+d = 1} annak az
egyenesnek a pontjait tartalmazza, amely atmegy az u és v pontokon. Minden egyenes megkaphaté
ilyen alakban, de nem egyértelmden.

30. Definici6. Vektorrendszernek nevezziik a vy,..., vy € R™ vektorok (rendezett) felsorolastat.
Megengedjiik a nulla hossza vektorrendszert is, azaz a k = 0 esetet.

31. Definicié. Legyen vy, ..., vy € R™ vektorrendszer és c1, ..., c; € Rskalarok. A civi+---+cpvg
vektort a vi,..., vy vektorok ci, ..., c, egyiitthatokkal vett linearis kombinacidjanak nevezzik. A
V1i,..., Vi vektorok 6sszes linedris kombinacidinak

[Vl,...,vk]:{01V1+--~+ckvk:cl,...,ckeR}

halmazat a vy, ..., vy vektorok altal kifeszitett vektorhalmaznak nevezziik. Megallapodunk abban,
hogy a nulla taga linearis kombinacié a nullvektor, igy [] = {0} a nullvektort tartalmaz6 egyelemt
halmaz.

32. Példa. Az origo altal kifeszitett vektorhalmaz csak az origot tartalmazza, azaz [0] = {0}. Ha
v az origotol kiilonbozs vektor a térben (vagy sikon), akkor az &ltala kifeszitett [v] vektorhalmaz
éppen az origbt és a v vektort 6sszekots egyenes pontjainak halmaza.

33. Példa. Legyenek u, v origotol kiilonbozd vektorok a térben gy, hogy [u] # [v]. Ekkor [u, V]
annak a siknak a pontjainak a halmaza amely tartalmazza az origot, és az u és v vektorokat.

34. Definicio. Az R™ halmaz
e; = (1,0,0,...,0,0),
e; = (0,1,0,...,0,0),

e, = (0,0,0,...,0,1)

vektorait standard béazisvektoroknak nevezziik.

35. Tétel. Az R™ halmaz minden vektora egyételmtien all el6 az e, ..., e, bazisvektorok linearis
kombinaciojaként. Ez azt jelenti hogy [e1, ..., e,] = R", azaz minden vektor elGall linearis kombina-
cioként, illetve ha cieq + --- + cpe, = d1e1 + - - - + dpe,, akkor ¢c; = d, ..., ¢, = d,,, azaz semelyik

vektornak sincs két kiilonbo6z§ elsallitasa.
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36. Feladat. Keressiink a térben olyan vektorokat, amelyek linearis kombinaciéjaként minden vek-
tor elgall, de ez az elgallitds nem egyértelm.

37. Feladat. Keressiink a térben olyan vektorokat, amelyek linearis kombinéciéjaként nem minden
vektor all el6, de azok amelyek elGallnak, azok egyértelmten allnak eld.

38. Feladat. Keressiink a térben a standard bazisvektoroktol kiilonbo6z6 vektorokat, amelyek lineéris
kombinaciéjaként minden vektor egyéretlintien all elé.

39. Tétel. Linearis kombinacidk linearis kombinaciéja az eredeti vektoroknak is linearis kombiné-
ci6ja, azaz ha uy,...,u, € [vy,...,vi] ésw € [uy,...,u,], akkor w € [vq,...,vg].

40. Definicié. A u = (u1,...,u,) ésv = (v1,...,v,) vektorok standard belss szorzatan az (u,v) =
UV + - - - + unv, valés szamot értjiik. Azt mondjuk, hogy u és v merélegesek, ha belsd szorzatuk
nulla.

41. Példa. A sik ax + by = 0 egyenese pontosan azokat az (z,y) vektorokat tartalmazza, amelyek
merdlegesek az (a,b) vektorra. Specidlisan a nullvektor minden vektorra merdleges (6nmagara is).

™

42. Példa. Ha a sik (a,b) vektorat §-vel elforgatjuk, akkor a (—b, a) vektort kapjuk, amely mer&leges
(a,b)-re, mert {(a,b),(—b,a)) = —ab+ ba = 0.

43. Példa. A tér ax+by+cz = 0 egyenlettel megadott sikja pontosan azokat a pontokat tartalmazza,
amely merdleges az (a, b, ¢) vektorra.

44. Tétel. Tetszbleges u, v, w € R" vektorokra és c € R skalarra teljesiilnek az alabbi azonossagok:
(u,v) = (v,u), (kommutativ)
(cu,v) = ¢(u, v), (linearis)
(vl = )+ o),
(v,v) >
45. Megjegyzés. Figyelem, c¢(u,v) # (cu,cv), és (u, v) lehet negativ is.
46. Definicio. A v = (vq,...,v,) € R vektor hossza alatt a \/v? + --- + v2 nemnegativ valos
szamot értjiik és ||v||-vel jeloljiik.

47. Tétel. Tetszbleges v € R” vektorra |[v|| = \/(v, V).
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