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Maro6ti Miklos

Az el6adas megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: vektor, linedris kombinécio, kifeszitett
vektorhalmaz.

Az elgadédshoz ajanlott jegyzet:

o Wettl Ferenc: Linearis algebra, TypoTex, 2011.
e Szabd Laszlo: Bevezetés a linearis algebraba, Polygon, 2006.
e Fssence of linear algebra: chapter 2.

1. VEKTORRENDSZEREK RANGJA

1. Definicié. Vektorrendszernek nevezziik a vi,..., vy € R™ vektorok (rendezett) felsorolastat.
Megengedjiik a nulla hossza vektorrendszert is, azaz a k = 0 esetet.

2. Definicid. A vq,..., vy vektorrendszer c1vy + - - - + ¢ v linedris kombinacidja trividls, ha ¢; =
0,...,cr = 0. A linearis kombinécié nem trividlis ha létezik olyan 1 <1 < k egész, hogy ¢; # 0.

3. Példa. Minden triviélis linearis kombinéacié a nullvektort adja, de nem minden nullvektort adé
linearis kombinéacié trivialis.
4. Megjegyzés. A nulla hosszu vektorrendszernek csak egyetlen egy linearis kombinacidja van

amely trividlis (mert nincs olyan index amelyre ¢; # 0).

5. Definicié. A vq,..., vy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a nullvektor csak trividlis médon
allithato el6 linearis kombinaciéként. A vektorrendszer linearisan fiiggs, ha létezik nem trivialis
nullvektort adé linearis kombinacié.

6. Tétel. A vy,..., vy vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha [vy, ... vy] minden
vektora egyértelmien irhaté fel linearis kombinacioként.

7. Tétel. A vq,..., v vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan fiiggs, akkor valamelyik vektora
kifejezhets a tébbi linearis kombinéciojaként.
8. Példa. Tetszsleges v (térbeli) vektorra a kovetkezk ekvivalensek:

(1) a v vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
2) v £0,
(3) [v] egy egyenes pontjainak halmaza.
9. Példa. Tetszbleges vy, vy (térbeli) vektorokra a kovetkezdk ekvivalensek:

(1) a vy, vy vektorrendszer linedrisan fliggetlen,
(2) semelyik sem skalarszorosa a méasiknak,
(3) [v1,va] egy sik pontjainak halmaza.

10. Példa. A nulla hosszi vektorrendszer linearisan fiiggetlen, mert minden linearis kombinacioja
trividlis, és az 4ltala feszitett vektorhalmaz csak az origét tartalmazza.

11. Megjegyzés. A fenti példédkbol az latszik, hogy a vi,..., vy vektorok akkor és csak akkor

linearisan fliggetlenek, ha az altaluk feszitett [vy,...,vy] vektorhalmaz , k-dimenziés” (0-dimenzios
a pont, 1-dimenziés az egyenes, 2-dimenzios a sik). A dimenzié fogalmat szeretnénk pontosabban
definiélni, és megérteni illetve kiszamolni, hogy [v1, ..., vi] hany ,dimenziés” ponthalmaz altalaban.
12. Definicié. Az uy,...,u, vektorrendszer részrendszere a vi,..., vy vektorrendszernek ha létez-

nek olyan 1 <141 <ig < --- <1, < k egészek, hogy u; =v;,,...,u, =v;,.


http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/okt/2015o/Wettl - Linearis algebra.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=k7RM-ot2NWY

13. Példa. A (0,0,0), (1,2,3), (0,0,0) vektorrendszernek 7 részrendszere van: (0,0,0) amely linea-
risan fiiggs, (1,2,3) mely linearisan fiiggetlen, a (0,0,0), (1,2, 3) amely linedrisan fiiggs, az (1,2, 3),
(0,0,0) amely linearisan fiiggs, a (0,0,0), (0,0,0) amely linearisan fiiggs, (0,0,0), (1,2,3), (0,0,0)

amely linedrisan fliggd, és a null hosszt vektorrendszer amely linearisan fiiggetlen.
14. Tétel. Linearisan fiiggetlen vektorrendszer minden részrendszere is linearisan fiiggetlen.

15. Lemma. Linearis kombindaciok linearis kombinéacidéja az eredeti vektoroknak is lineéaris kombi-

nacidja, azaz ha uy,...,u, € [vy,...,vg], akkor [uy,...,u,] C [vy,...,vg].

16. Lemma. A vy,..., vy vektorrendszer minden tartalmazésra nézve maximalis linearisan fiigget-
len uy,...,u, részrendszerére [uy,...,u;] = [vi,..., Vgl

17. Tétel. Minden vy, ..., vy vektorrendszernek van olyan linedrisan fiiggetlen uy, ..., u, részrend-

szere, amely ugyan azt a vektorhalmazt fesziti ki.

18. Példa. Tekintsiik a vi = (0,0,0), vo = (1,0,—1), vg = (—1,1,0) és v4 = (0,1, —1) vektorrend-
szert a térben. A vo,vs, a va, vy és a v3, vy részrendszerek linedrisan fiiggetlenek és mindegyikiik
kifesziti a [v1,Vva, V3, v4] vektorhalmazt. A vy, vy illetve a v, vs, vy részrendszerek nem linearisan
fliggetlenek.

19. Megjegyzés. Most mar tudjuk, hogy minden vektorrendszer altal feszitett vektorhalmazhoz
talalhato olyan linearisan fiiggetlen részrendszer, amely ugyan azt a vektorhalmazt fesziti ki, de ez a
részrendszer nem egyértelmd. Az a sejtésiink, hogy legalabb a részrendszer hossza egyértelmii lesz,
és ez adja meg majd a dimenzié fogalmat. Ehhez meg kell vizsgalnunk azokat a linarisan fiiggetlen
vektorrendszereket amelyek a feszitett vektorhalmazbol valok, de nem feltétlen részrendszerek.

20. Lemma (Kicserélési tétel). Ha uy,...,u, € [vy,...,Vg] és az uy,...,u, vektorrendszer

linedrisan fiiggetlen, akkor tetszéleges u; vektor kicserélhets egy v; vektorral gy, hogy az
ug,...,W—1, V5, Wj41,...,Ur

vektorrendszer tovibbra is linearisan fiiggetlen marad.

21. Tétel. Ha az uy,...,u, € [vy,...,vg| vektorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor r < k.

22. Kovetkezmény. Ha az uy,...,u, és vy, ..., vg linedrisan fiiggetlen vektorrendszerek ugyan azt
a vektorhalmazt feszitik ki, akkor r = k.

23. Definicié. A vq,..., v, € R™ vektorrendszer rangja az az egyértelmiien meghatérozott r egész
szam (0 < r < k), amelyre létezik olyan uy,...,u, részrendszer hogy [uy,...,u,| = [v1,..., vg].

24. Példa. Legyenek vy,..., vy térbeli vektorok. Ekkor [vy,..., v]

1) akkor és csak akkor 0, ha a rang 0,

2) akkor és csak akkor egy egyenes pontjainak halmaza, ha a rang 1,
3) akkor és csak akkor egy sik pontjainak halmaza, ha a rang 2,

4) akkor és csak akkor fesziti ki az egész R? teret, ha a rang 3.
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