8. feladatsor — Euklideszi terek

8.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi all{tasok, és dontését réviden indokolja:

°(a) Minden ortogonélis vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

°(b) Az R™ euklideszi tér minden alterében van ortonormélt bézis.

°(c) Van olyan ortonormélt vektorrendszer R1%%%-ben, amely nem egészithets ki R'°%0 ortonormalt
bézisava.

Az R™ euklideszi tér minden n tagi ortogonéalis vektorrendszere bazis.
Az R™ euklideszi tér izomorf az R™ vektortérrel.

Mlnden dlagonahzalhato matrlx sz1mmetr1kus
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°(i) Ha egy matrix nem diagonalizalhato, akkor nem szimmetrikus.
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gonalis.

(p) Ha egy linearis transzformacié méatrixa valamely béazisban diagonélis, és minden sajatértéke
1 vagy —1, akkor a linearis transzformécié ortogonalis.

8.2. Feladat. Igazolja, hogy tetsz&leges R™ euklideszi tér minden w és v vektorara

(1) u L v pontosan akkor, ha ||u + v||? = |Jul|® + ||v||?;

(2) |lu|| = ||v|]| pontosan akkor, ha u+v L u — v;

(3) llu—ol® + flu+ vl = 2([[ull? + [v]?).
Az (1) és (2) allitas a sikgeometria mely ismert tételeit altalanositja? Mi a (3) egyenldség sikgeo-
metriai jelentése?

8.3. Feladat®. Hatérozza meg a vy, v € R™ vektorok altal bezart szdget:

@)n=27 (1¢3 = (V3,1);

() n=2,v=(53), vo=(=%,});

(C) n = 21 ( )7 V2 = (\/57 \@)7

(d) n=3v ( ,—1,3), 2:(5,2,—1);
(e)n:?),vl:( 2,1,—-1), va = (1,0,1);

(f) n=3,v1 =(3,-1,2), vo =(2,1,-1);

(g) n=4, vy =(-1,2,2,0), vo = (2,—4,5,1);
(h)n:4,1)1:(1, '3, ) :(7 )9

0 V2 ]-a )
(1) n= 47 U1 = (_152747 _2)7 V2 = (_1)05 150)

8.4. Feladat®. Adjon meg az R3 euklideszi térben olyan 3 hossziisagi vektort, amely mersleges a
v vektorra:

(a) v=(-1,1,0);

(b) v=(1,4,2).

8.5. Feladat.

°(1) Adjon meg olyan vektort a térben, amely mergleges az alabbi vy, ve vektorokra.
(2) Ha vannak nem egy egyenesbe es6 ilyen vektorok is, akkor adjon meg harom ilyen vektort, melyek
koziil semelyik ketts sincs egy egyenesen.
(a) v1 =(0,0,0), vy = (1,2,-2);
(b) v1 =(1,0,1), va = (2,1,-1);



(c) v = (1, 1,v2), vp = (L2, —%2,-1).

8.6. Feladat. Adja meg a térben az alabbi s sik és P pont esetében a P pont s-re vonatkozo
tiikorképét:

°(a) six—y=0, P=(-2,1,-1);

°(b) s:x4+y+2=0, P=(1,0,0);

(c) stx+2y—2=3, P=(a,b,c).

8.7. Feladat®. Hajtson végre Gram—Schmidt-féle ortogonalizicids eljarast az alabbi R™-beli vektor-
rendszereken:

(a) n =2, (4,4), (0,4);
(b) n=3, (1,0,0),(2,3,0),(1,6,1);

(¢) n=3,(1,6,1),(1,0,0),(2,3,0);

(d) n=3,(1,-1,1),(1,3,2), (4,4, -1);

(e) n=4, (1,1,-1,1),(2,1,-1,0), (2, —1,3,2);

(f) n=4, (1,1,-1,1),(0,3,0,1), (0, —3,0,7);

(g) n =4, (1,-2,3,0),(2,~7,4,1), (~3,12, —5, —2);

(h) n=4, (1,2,2,-1),(1,1,-5,3),(3,2,8,=7);

i) n=4, (21,3, -1),(7.4,3,-3),(1,1,-6,0), (5,7,7,8).

8.8. Feladat. Adjon meg ortogonalis bézist az R™ euklideszi tér megadott U altereiben, majd
egészitse ki 6ket az R™ euklideszi tér ortogonalis bazisava:

(a) n=3, U = {(z1,72,23) € R3: 21 + 29 + 23 = 0};

(b) n=3,U = {(x1,22,23) ER®: 21 + 29 + 23 =0, 21 — 20 = 0};

() n=4,U = {(x1,22,23,74) € R*: 21 — 29 + 23 — 4 = 0};

(d) n=4,U = {(x1,22,23,74) ER*: 2y — 20 + 23 — 24 =0, 29+ 23 =0}.

8.9. Feladat. Adja meg a térben az alabbi « szdg, e egyenes és P pont esetén a P pont képét az e
koriili a szogti elforgatas mellett:

(a) a=—F, e:x=y,2=0, P=(0,0,1);
(b) az%’r, e:x=y=2z2 P=(1,0,0)

%7 e=[(1,0,1)], P=(1,2,-3).
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8.10. Feladat®. Ortogonalisak-e az R™ euklideszi téren értelmezett alabbi ¢ linearis transzformé-
ciok:

(a) n =2, ¢ az y-tengelyre valo merdleges vetités;
(b) n =2, ¢ az origo koriili 7/6 szogti forgatas;
(c) n =3, ¢ az origora vald tiikrozés;
(d) n=3, paz [(—2,1,—1)] egyenes koriili m/4 szogi forgatas;
(e) n=2, ¢: (z1,72) > (— \2[961 + fl’Q, fﬁm + {56’2)
(f) n=3, p: (x1,29,23) — (v1 — 22 + 173,561 + 229 + x3, —x1 + T3);
(g) n=4, ¢: (x1,m2,23,24) — ( 531'3 + 31'4, ig:(:;; 53334, 1—53901 1%:6’2, —%xl + 3:6'2)
8.11. Feladat®. Ortogonalisak-e a kovetkezs méatrixok:
3 4 1 1 2 3 ¢
_3 4 1 1 3 3
@ (73 o (5 ) oL 1)
5 5 2 2 1 2 2
3 3 3
L 5 1111
3 3 % S S Bt
@5 5 2 @A 1 1 7~
V2 V2o 112 A
22 T2 2 2 T2



8.12. Feladat.
°(1) A megadott A € R™"™ szimmetrikus méatrixhoz adjon meg olyan D diagonalis matrixot, amely
elsall D = B~'AB alakban valamely B ortogonalis matrix esetén.
(2) Adjon meg ilyen B matrixot is.

- 120 2 -1 1
(a)A:<1 _1>; bhyA=12 1 0]; (c)A=|-1 2 -1];
00 3 1 -1 2
1 1 1 1 102 0
1 1 -1 -1 010 1
MA=1, 1 1 1| @A=|y g1
1 -1 -1 1 010 —1

8.13. Feladat.

°(1) Hajtson végre f6tengely-transzformaciot az alabbi kvadratikus alakokon, azaz ortogonalis helyet-

tesitéssel hozza 6ket kanonikus alakra.
(2) Adjon meg olyan ortogonélis helyettesitést a matrixaval, amely erre az alakra hozza a kvadratikus

alakot.

(a) 222 + 22 — dx1m9 — 420735

(b) —dx179 + 27173 + 323 — dwoms3;

(C) —2x179 + 22123 + x% + 22923 + 41‘%,

(d) 227 + 223 + 223 + 227 — dx129 + 22104 + 27973 — AT3T4;

(e) 8rix3 + 22124 + 20073 + 8X274.

Szorgalmi feladatok

8.14. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden, legalabb kétdimenzios euklideszi térben végtelen sok
ortonormélt bazis van.

8.15. Feladat. Egészitse ki (minél egyszertibben) az (1,—1,1, 1) vektort olyan ortogondlis bazissa
R*-ben, melyben minden koordinata egész szam.

8.16. Feladat. Adjon meg az R™ euklideszi térben végtelen sok olyan vektort, amelyek koziil barmely
n linedrisan fiiggetlen, de semelyik kett6 sem ortogonalis.

8.17. Feladat. Déntse el, hogy az R? és R* euklideszi tereken van-e olyan linearis transzforméacio,
amely minden nullvektortél kiilonb6z6 vektort ra meréleges nullvektortél kiillénbo6z6 vektorba visz.

8.18. Feladat. Legyen U altér az R™ euklideszi térben, és legyen v € R™. Mutassa meg, hogy a
v+ U halmaz pontosan egy U-ra meréleges vektort tartalmaz, és ez éppen v + U legrovidebb eleme.

8.19. Feladat. Egy V euklideszi tér tetsz6leges U altere esetén legyen
Ut ={veV:vLluminden u € U esetén}.

Bizonyitsa be, hogy
(a) U+ <V,
(b) V minden eleme elsall, mégpedig egyféleképpen u + «’ alakban, ahol v € U és v’ € U™,

8.20. Feladat. Egy V euklideszi tér tetszdleges uy, ..., ux vektorrendszere esetén tekintsiik az an.
Gram-féle I'(uy, . .., ug) = |(u;, uj)‘an determinanst. Igazolja, hogy
(a) I'(u1,...,ux) = 0 pontosan akkor, ha az ui, ..., uy vektorrendszer linearisan fiiggd;

(b) I'(uq,...,ux) minden f6minora nemnegativ.
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8.21. Feladat. Legyen wq,...,u; linedrisan fiiggetlen vektorrendszer egy V euklideszi térben, és
jelolje vy, ..., v, azt az ortogondlis vektorrendszert, amelyet uq,...,ux-bol a Gram—-Schmidt-féle
ortogonalizaciés eljarassal kapunk. Bizonyitsa be, hogy

(8) D(un, .. up) = D(vg, ..., vp):

(b) minden i (1 < i < k)-re ||vi| < |Ju;].
Mikor teljesiil (b)-ben valamely ¢ > 1 indexre a ||v;|| = ||u;|| egyenléség?

8.22. Feladat. Bizonyitsa be, hogy barmely A € R3*3 ortogonalis matrixhoz létezik olyan P € R3*3
és B € R?*? ortogonalis matrix, amelyre

IR 5 I
PAP_<0 B

A lehetséges B matrixok meghatarozasa utan fogalmazza meg a fenti allitas geometriai jelentését.
8.23. Feladat. Hany egész szamokbol allo 3 x 3-as ortogondlis matrix van?

8.24. Feladat. Legyen ¢ és 1 linearis transzforméacié egy euklideszi téren. Dontse el az alabbi
allitasokrol, hogy igazak-e. (Amelyik igaz, azt indokolja, amelyik nem, arra adjon ellenpéldat.)

(1) Ha ¢ és ¢ ortogonalis, akkor ¢ + 1 is az.

(2) Ha ¢ és ¢ ortogonalis, akkor o is az.

(3) Ha ¢ ortogonélis, de 1 nem, akkor ¢ sem ortogonalis.

8.25. Feladat. Ortogondlis helyettesitéssel hozza kanonikus alakra a ?? Feladatbeli kvadratikus
alakot.

8.26. Feladat. Ortogondlis helyettesitéssel hozza kanonikus alakra a ?? Feladatbeli kvadratikus
alakot.

8.27. Feladat. Ha egy szimmetrikus métrix pozitiv definit kvadratikus alak méatrixa, akkor nevez-
zliink magat a méatrixot is pozitiv definitnek. Igazolja, hogy minden pozitiv definit A métrix esetén
létezik olyan pozitiv definit B matrix, amelyre B? = A.



