3. Feladatsor — Lineéris fiiggetlenség, rang, alterek

3.1. Feladat. Legyen vi,vs,..., v tetszéleges vektorrendszer az R™ vek-
tortérben. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését roviden
indokolja:

°(a) Ha [v1,ve,...,vx] = R™, akkor vy, v, ..., v linearisan fiiggetlen vek-
torrendszer.

°(b) Ha vy, ve,..., v linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor [v1,va, . . ., vg]
= R"

°(c) Ha vy,vg,..., v linedrisan fiiggs vektorrendszer, akkor van olyan ¢,
melyre v; elGall a vy, ve,...,v;—1 vektorrendszer linedris kombinéci-
6jaként.

(d) A wvy,v9,...,v, vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen,

ha minden i-re

[U1,V2, .., Vie1, Vig1, - - -, U] # [U1, V2, ..., U]

°(e) Minden vy, ve, ..., v vektorrendszerben van olyan linedrisan fiigget-
len részrendszer, amely altal kifeszitett vektorhalmaz éppen

[v1,v2, ..., UK.

(f) Ha egy vektorrendszer rangja r, akkor nincs benne r elem linearisan
fliggs részrendszer.
°(g) Egy vektorrendszer barmely két olyan linearisan fliggetlen részrend-
szere, amely ugyanazt a vektorhalmazt fesziti ki, mint az eredeti,
ugyanannyi elembdl all.
(h) Ha egy vektorrendszer minden tagja elGall 2 mésik tag linearis kom-
binacidjaként, akkor a vektorrendszer rangja legfeljebb 2.
°(i) Ha egy négyzetes matrix sorai linearisan fiiggs vektorrendszert al-
kotnak, akkor a matrix determinénsa 0.
°(j) Egy métrix rangja r, ha van a matrixnak r linearisan fiiggetlen osz-
lopvektora.
°(k) Az R" vektortér U részhalmaza pontosan akkor altér R"-ben, ha zart
az Osszeadasra és a skalarral valé szorzasra.
°(1) Minden n-ismeretlenes lineédris egyenletrendszer megoldasai alteret
alkotnak az R™ vektortérben.
°(m) Ha egy n-ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer altaldnos
megoldasaban a kotott ismeretlenek szdma r, akkor a megoldasok
altere megadhat6 r elemi generatorrendszerrel.

°(n) Ha egy V vektortérben a wvy,vs,...,v, vektorrendszer bazis, akkor
van olyan v eleme V-nek, amelyre vy, vs,...,vy,v linearisan fiiggs
vektorrendszert alkot.

°(0) Ha egy V vektortérben a v1,ve,...,v, vektorrendszer bézis, akkor
van olyan v eleme V-nek, amelyre v1,vs,...,v,,v nem generélja V-
t.

°(p) Ha egy V vektortérben nincs olyan otelemt vektorrendszer, amely
generdlja V-t, akkor a V' vektortér dimenzidja kisebb, mint 5.



°(q) Ha egy V vektortérben a vy, v, v3, v4 vektorrendszer linedrisan fiig-
getlen, a vy, v2, U3, V4, U5 vektorrendszer pedig linearisan fliiggd, akkor
a v, V2, U3, v4 vektorok bazist alkotnak V-ben.
°(r) Ha egy vektortérben van négyelemt linearisan fiiggetlen vektorrend-
szer és hatelemt generatorrendszer, akkor a vektortér dimenzidja 5.
(s) Ha egy n-dimenzios vektortérben valamely k-elemt linearisan fiig-
getlen vektorrendszernek van olyan [l-elemi részrendszere, mely ge-
nerélja a vektorteret, akkor n =k =1[.

3.2. Feladat.

°(1) Hatarozza meg az R™ vektortérbeli megadott vektorrendszer rangjat, és
allapitsa meg, hogy a vektorrendszer linearisan fiiggd vagy fiiggetlen.
(2) Adjon meg a vektorrendszerben olyan lineérisan fiiggetlen részrendszert,
amely ugyanazt a vektorhalmazt fesziti ki, mint az eredeti.

a) n=3; (2,0,0),(3,—5,0), (7, -9, —11);

A/_\

b) n=3; (1,2,1),(1,-1,1),(1,1,0);

(C) n=3; (L_l? )7(171 1) ( 37_1);

(d) n=3; (37— ) )7( 12 4)7( )7(12 -9, 4)
@)n:Q(Q,ZQJZ—Lzmx, Lm

) n=4; (1,-2,3,4),(0,-3,1,2), (2, —4,5,9);
@)n:&(L—LLDJQ,ZUJLLL)J—LZLD

(W) n=4; (1,2,4,1), (—2,—4, —5,—3), (=1, -2, ~7,0), (1,2, —2, 3);

(i) n=4;(1,-1,2,0,(—1,2,~5,—1), (0,1, —3, -1, (2, ~1,2,0), (1,2, —6, —2), (~3, 3, -4, 3).
() n =5 (0,0,2,4,-2),(3,0,0, -3, -3), (—1,-1,2.4,1).

3.3. Feladat. Az a paraméter mely értékeire alkotnak az R™ vektortérben az
alabbi vektorok linedrisan fiiggd, illetve linedrisan fiiggetlen vektorrendszert?
(a) n=3; (1,-1,2),(1,1,1),(a* 1,2), (1, -2,1);
(b) n =4 (3,2, ,—4),(-2,-4,-1,4), (a, 10,3, —12);
(¢c) n=25; (-1,1,2,-3,— ),( 1,3,7,-8,-2),(a,—4,—-11,9,1);
(d) n=4;(1,2,0,-1),(2,3,1, ),(—2,—5,7,(1).

3.4. Feladat.

°(1) Hatarozza meg a kovetkezd matrixok rangjat.
(2) Adjon meg a matrixokban a ranggal megegyez6 szamu linearisan fiigget-
len sorvektort, valamint oszlopvektort.

1 2 3 1 3 9 1 -2 3
2 5 6 2 4 8 -3 6 =9
@[3 5 gl ®lg 3517 ©s 4 6 |
010 8 4 2 —4 8 12
e (1

(d) | -2 =4 1]; (e
3 5 4 -1 -2 2 1
2 1 4 3

3.5. Feladat. A Kronecker—Capelli-tétel alkalmazaséval dontse el, hogy az
alabbi linearis egyenletrendszerek megoldhatok-e (ahol szerepel a paratmé-
ter, ott természetesen ennek a fiiggvényében).



r1 +x2 =1
(a) x +zs = 2
1 +xo 4x3 = 3
2x7 —9x9 —8xz3 —lzy = 1
(b) x1  3x2 H4xgz 224 = 1
4929 463 +3x4 = 1
1 +2x —4xy 4x5 = -1
(©) 3z —9z3 —9x4 +w5s = -5
r1 Hxe +3r3 —x4 4x5 = 1 °
T +6x3 +2x4 +x5 = 3
€1 +Zo2 +x3 = 3
(d) —r1 +3x9 —2x3 = 0 ;
1 +5%2 = a—4
T, +xe +2x3 = -1
(e) 2z —x9 +2x3 = —4;
3x1 +4x3 = a
I —2332 +3333 = 1
() T —4dxy 4T3 = 2
—x1 +6x0 —1llzzg = =3 °
31 +(a® —20)za  +513 = a+6
x1 —2x2 +zg = 1
(8) =1 —m +zz3 = 3 .
vy —2r9 +(a®—8)r3 = a+4

3.6. Feladat®. Allapitsa meg, hogy az alabbi U részhalmazok koziil melyek
alterek a megfelel6 R™ vektortérben:

(a) n=3,U=A{
(b)y n=4,U=/{
(c)n=3,U=H{
(d) n=50={
(&) n=3U={
() n=3,U=/{
(8) n=5,U={
3.7. Feladat.

x1,%2,23) : x1 = 0 vagy x2 = 0};
x1, T2, 3, T4) 1 ¥ = 0, x2 = 0};
x1,%2,23) 1 ¥1 + 209 — x3 = 0};

T1,T2,T3,T4,T5) 1 1 —T2+x3 =1, x1+x2+2x3 =0}

Z1,T2,x3) :

o~~~ o~~~

3r1T2 + 3 = 0};

2
Z1,T2,x3) : $1+x3—0}
L1, L9, T3, T4, T5) : T + 25 + 25 + 2§ + 2% <0}

°(1) Hatarozza meg az R™ vektortér U alterének dimenzi6jat.
(2) Adjon meg bazist U-ban.
(a) n=3, U ={(z1,22,23) : 201 —x3 = 0};
(b) n=3, U= {(z1,22,23) : 201 — 23 =0, 21 + 22 = 0};
(c) n=4, U={(z1,22,23,24) : 1 —x2 + 23 =0, x2 + 23+ x4 = 0};
(d)

n=4, U= {(r1,r2,23,14)

r3 — x4 = 0, a:2+:c3+m420}.
(e) n=4, U = {(x1,29,73,24): x1 — 229 = 0, x1 + 22 — 23 = 0};
(f) n=4,U = {(z1,22,23,24): 1 — 3x2 — 23 =0, 24 = 0};

(g) n =4, U = {(x1,x2,23,24) : 31 — x2 + 23 — 224 = 0,

203 — x4 =0, x1+m2+x3+x4:0};
(h) n=5,U = {(z1, 72,73, 24, 25) : T1+223+25 = 0, 11—222—75 = 0}.

x1 — o+ 3x3 — 224 = 0, 201 + 29 —

—x1 + T9 +
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3.8. Feladat.

°(1) Allapitsa meg az R™ vektortér U alterének dimenziojat.
(2) Keressen a megadott generdtorrendszernek olyan részrendszerét, amely
bézist alkot.

(a) n= 3, U= [(37 _27 1)7 ( 127& _4> )7 (67 57 1)7 ( 2 -9 4)}
(b) n = ,U:[(1,2,5),(3,4,1 ),(07 70)7(7 -2,— )}
() n=4,U=1[0,1,2,4),(2,-1,2,2),(1, - 717 ]
(d) n=4U= [(172747 1)a ( 2,—4,— 7_3) ( 2, 7a0)? (172,_273)]9
(e) n=4,U=1[(1,-2,-4,3),(-2,4,—-8,—6),(3,—6,—12,9)];
(f) n=6,U=][(1,1,-2,0,1,2), (2,3, ,1,0, ), (4,5,-6,1,2,3),(—-1,-2,0,—1,1,3),
(-1,1,7,3,-2,-5),(-3,2,4, — ,1)].
3.9. Feladat. Adja meg az R™ vektortérben a megadott vektorok altal
kifeszitett alteret homogén lineédris egyenletrendszer segitségével:
(&) n=3, (Llal) ( 2,2,-2), (3 -1,3);
(b) n_3v ( ’ 17 ) ( 2 27 2) (07_173>;
(C) n= 47 (2a2a 274)7 ( ) 576a 5)
(d) n_47 (1127 374)7 (07 172) ( 3 O -3 O)
(e) n=5, (1,0,2,—1,-2), ( 2,1,-4,3, 2) (3, 1,5,—2,-3).
3.10. Feladat®. Ellendrizze, hogy a megadott vektorrendszer bazist alkot-e
az altala kifeszitett R™-beli altérben, és ha igen, akkor hatarozza meg a v
vektor koordinatasorat ebben a bazisban.
(a) n=3,(1,1,1),(1,1,0), v = (1,—-1,1);
(b) n=3,(1,-1,2),(1,2,3), v = (1,—1,1);
(¢c) n=3,(-1,2,1),(1,2,3),(1,1,2), v = (1,—1,0);
(d) n=4,(-1,1,1,0),(1,2,1,-1),(1,1,1,1), v = (1,2,1,2);
(e) n =4, (1,-2,0,-1),(0,—1,-2,4),(2,—4,0,—-1),(—4,8,2,4), v =
(1,0,-1,2).
3.11. Feladat. A 3.8. Feladatban megadott R™-beli U alterekben keressen
olyan bézist,
(i) amely lépcsss alakn (pontosabban az a matrix lépesds alaki, amely-
nek sorvektorai a bazis elemei);
(ii) amelynek egyik eleme sem skaldrszorosa a lépcsds alaku bazis eleme-
inek;
(iii) amely R™ standard bazisabol a lehetd legtobb elemet tartalmazza.
3.12. Feladat.
°(1) Hatarozza meg az R™ vektortér Uy, Us alterei esetén az Uy NUs és Uy +Us
alterek dimenzi6jat.
(2) Adjon meg olyan bazist az Uy + U altérben, amely kiterjesztése
(i) Uy béazisanak;
(ii) Uy NUs; és Uy bazisanak is:
(a) n=4,U1=1[(1,2,1,0), (— 1,1,1,1)] U2 [(2,1,0,-1),(1,-1,3,7)];
(b) n=4,U; = [(1,2,1, 3),(0,-2,3,-1)],Uz = [(0,2,-3,1),(0,—2,4, —4), (0, —6, 11, —9)];
(¢c) n=4,U; =1(1,2,-3 0),(0,1,—2 1), ( 0,1,-2)],Uz = [(0,—1,5,=7), (=2, —4, 7, —2)
(d) n=5,U; =1[(1,2,4, —5,1),(0,1 -1,0 2) (1,2,5, -7,2)],
Us =[(—2,-3,-6,4,3),(0,—2 ,2,1,— ), (—=1,—2,-5,9, —8)];

|



(e) n=4, Uy = {(z1,22,x3,24) : x2 + 23 + x4 = 0},
Uy = {(xl,x2,$3,$4) 11+ x99 = 0, T3 — 224 = 0};
(f) n=4,U; = {(1‘1,$2,$3,1‘4) cx1+ a2+ x3=0, 0 —2x3 = 0},
U2 = {(1’1,%’2,%’3,1’4) : 21’2 — 41’3 = 0, 31’3 + Ty = O};
(g) n=75, Uy = {(x1, 2, 23,24, 5) : T2 + 224 + x5 = 0},
Us = {(x1, 22, 23,24, x5) : T1+x2+x3+24 = 0, T1+23—24—25 = 0};
(h) n=6, Uy = {(z1,x2, 73, 24,25, 76) : x1+ x4 = 0, T2+ 23+ 25+ x5 =
0},

Uy = {(x1, 22, 23,24, T5,%6) : ©1 + X2 + x4 + x5 = 0, 23 + 26 = 0}.

3.13. Feladat. Vélaszoljon az aldbbi kérdésekre, és indokolja a valaszat.

°(a) Hany tagu egy olyan R'%-beli vektorrendszer, amelynek rangja 0, 5,
10, illetve 157

(b) Mekkora a dimenzidja egy olyan R°-beli altérnek, amelyet 6t vektor
general? Mi a vilasz, ha a generdtorrendszer harom-, illetve nyolc-
elemt?

(c) Mely n természetes szamokra lehet egy tiztagia R™-beli vektorrend-
szer rangja 67

(d) Adott két vektorrendszer az R?° vektortérben, az elsének 7, a ma-
sodiknak 9 a rangja. Hany dimenzios alteret feszithet ki a két vek-
torrendszer egyiittesen? Mi a valasz, ha a vektorrendszerek R-bél
valok?

°(e) Egy homogén linearis egyenletrendszer négyismeretlenes és két egyen-
letb6l 4ll. Mekkora az egyenletrendszer méatrixanak rangja? Mekkora
a megoldastér dimenzioja?

°(f) Egy linearis egyenletrendszer egyiitthatoméatrixanak rangja 6, és tud-
juk, hogy nincs megoldasa. Mekkora a bévitett métrix rangja?

°(g) Héany egyenletbdl allhat egy olyan homogén lineéris egyenletrendszer,
melynek megoldésai kétdimenzios alteret adnak meg R5-ben?

(h) Egy linearis egyenletrendszer egyiitthatoméatrixa olyan, hogy a so-
raibol képzett és az oszlopaibdl képzett vektorrendszer is linearisan
fliggetlen. Igaz-e, hogy az egyenletrendszernek pontosan egy megol-
désa van?

°(i) Az RS vektortér négydimenzios U és V altereire fenndll, hogy U+V =
RS. Mekkora az U NV altér dimenzi6ja?

(j) Az R'9 vektortér U altere négydimenzios, V altere pedig nyolc. Lehet-
edim(UNV)=0,3,6,9? Esdim(U +V) =3, 6,9, 127

(k) Az R® vektortér U altere kétdimenzios, V altere pedig olyan, amelyre
UNV trivialis. Milyen elemszamu generdtorrendszerei vannak U-nak,
V-nek és (U + V)-nek?

(1) Legyen U és V két altér az R'° vektortérben. Ha U dimenzi6ja 8,
V-é pedig 9, akkor hany dimenziés az U NV altér?

(m) Az RY vektortér U alterét négytagi, V alterét pedig dttagt vektor-
rendszer generalja. Mekkora lehet az U, V, U NV és U + V alterek
dimenzi6ja?

(n) Az R0 vektortér U és V altere egy-egy homogén lineéris egyenlet-
rendszerrel van megadva, mely harom, illetve négy egyenletbdl all.
Mekkora az U NV és U + V alterek dimenzidja?



(0) Az R® vektortér U és V alterére teljesiil, hogy dim(U N'V) = 3 és
dim(U + V) = 6. Héany egyenletbs] allo6 homogén linearis egyenlet-
rendszerrel adhaté meg U és V7

Szorgalmi feladatok

3.14. Feladat. Legyen ui,us,...,ug és v1,v9,...,v; két tetszéleges vektor-
rendszer az R™ vektortérben. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és
dontését réviden indokolja:

(a) Ha uy,ug,...,ux és v, v2,...,v linedrisan fiiggetlen, akkor az u; +
v1, Ug + Vo, ..., ur + v vektorrendszer is az.

(b) Ha uy,v1,ug,va,...,u, v linearisan fiiggs vektorrendszer, akkor u;,
U, ..., U €S V1, Vs, ...,V 1S az.

(¢c) Ha vy, vs,..., v linedrisan fiiggetlen, akkor a vy +ve, v +va+vs, ...,
v1 + v + ... + v vektorrendszer is az.

3.15. Feladat. Legyen w, v, w linearisan fliggetlen vektorrendszer valamely
R™ben. Mit mondhatunk az alabbi vektorok linearis fiiggetlenségérsl?

(a) u+v, u—wv, u—2v+w;

(b) u+2v, u+ 2w, —2v+ w;

(¢) u+3v+2w, 2u+w, ut+ v+ w.

3.16. Feladat. Legyen vy, va, ..., v olyan vektorrendszer, amelyben ponto-
san egy olyan vektor van, amely el6all a t6bbi vektor linearis kombinéciéja-
ként. Igazolja, hogy ez a vektor a nullvektor.

3.17. Feladat. A vy, v9,vs, vy vektorrendszerrdl a kévetkezdket tudjuk: a
v1, V2, U3 részrendszer linedrisan fliggetlen, de az dsszes tobbi haromtagu rész-
rendszer linedrisan fiiggs. Meghatarozza-e ez egyértelmien a vy vektort?

3.18. Feladat. Adja meg az a paraméter 0sszes olyan értékét, amelyre az
alabbi R™-beli vektorrendszer linearisan fiiggs:

(a) n=4; (1,-1,0,1),(1,1,1,0),(-1,a,2,1);

(b) n=14;(1,0,1,2),(-1,2,1,2), (1, 0,1,0),( ,2,4,a);

(c)n:4(, 231) (0,1, -1, )( -3,6,5),(—1,1,0,a);

(d) n=3; (a,1,0),(0,a,1),(1,0,a?).

3.19. Feladat. Hatérozza meg az a valés paraméter értékétsl fiiggben az
R2" vektortérbeli

(1,0,0,...,0,0,a),(0,1,0,...,0,a,0),...,(0,...,0,1,a,0,...,0),
0,0, .

(0,...,0,a,1,0,...,0),...,(0,a,0,...,0,1,0), (a, ,0,0,1)
vektorrendszer rangjat.
3.20. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszé6leges vy, va, ..., v vektorrendszer
esetén r(vy,ve, ..., v5) = 1(v1,01 + Vo, ..., 01 F U+ -+ V).
3.21. Feladat. Igazolja, hogy tetsz6leges uy, uo, ..., ur és vi,ve,...,v; vek-
torrendszerek esetén r(uj + vi,ug + vo,...,ux + vg) < r(ur,ug, ..., uE) +

r(vi,ve,. .., UL).
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3.22. Feladat. Az a paraméter értékétdl fiiggGen hatarozza meg a kovetkezs
matrix rangjat:

1 1 -1 2

a 1 1 1

1 -1 3 -3

4 2 0 a

3.23. Feladat. Egy n ismeretlenes valos linearis egyenletrendszer bévitett
martrixanak van determinénsa, és ez a determinéns nem 0. Mit mondhatunk
az egyenletrendszer megoldhatésigarol?

3.24. Feladat. Igazolja, hogy az R" vektortér nem 4&llhat el§ két valodi
alterének unidjaként.

3.25. Feladat. Bizonyitsa be, az R" vektortér minden U, V, W alterére tel-
jesiil, hogy ha U C W, akkor (U4+V)NW ={UNW)+ (VNW).

3.26. Feladat. Igazolja, hogy a R"™ vektortér Osszes alterének van olyan
bézisa, amelyben a vektorok koordinatainak 6sszege azonos.

3.27. Feladat. Mutassa meg, hogy az R" vektortéer X = [(1,1,...,1)]
ésY = {(a1,az2,...,a,) : a1 +2a3+ -+ + na, = 0} altereire teljesiil, hogy
XNY ={0}és X +Y =R".

3.28. Feladat. Legyen a v vektor koordindtasora a v, v, ..., v, bazisban
(1,9, ..., ). Igazolja, hogy ekkor a v, vy, ..., v, vektorrendszer is bazis,
és adja meg benne a v; vektor koordinatait. A koordinatasorban 1 helyett
milyen koordinata esetén nem igaz ez az allitas?

3.29. Feladat. Hatérozza meg az R'% vektortér alabbi altereinek dimenzi-
6jat, és adjon meg bazist benniik:

(a) {(w1,...,7100): T1 =23 ="+ =199 =0};

(b) {(z1,...,2100): T1 =23 =" =209 };

(¢) {(w1,...,7100): T1 + X2+ -+ 50 = 51 + T52 + -+ + T100}-

3.30. Feladat. Adja meg az 6sszes olyan (n—1)-dimenzios alteret a R™ (n €
N) vektortérben, amely nem tartalmazza R™ standard béazisanak egyetlen
elemét sem.

3.31. Feladat. Igazolja, hogy ha az n-dimenziés V' vektortérben van olyan
r és s rangl vektorrendszer, amely egyiittesen generalja a V vektorteret,
akkor r + s > n.

3.32. Feladat. Mutassa meg, hogy ha U; és Us olyan alterek egy n-dimenzi6s
V vektortérben, amelyekre Uy N Uz = {0} és dim U; + dim Uy = n, akkor Uy

tetszbleges ey, ea, . .., eqimu, bazisa és Us tetszbleges f1, fo, ..., faimv, bazisa
esetén az ey, e,...,edimuv, s f1, f2, ..., faimu, vektorrendszer bazis V-ben.

3.33. Feladat. Adja meg az alabbi homogén linearis egyenletrendszerben
az a paraméter értékét gy, hogy a megoldastér dimenzidja 3 legyen:

T2  +x3 —ars; = 0
—I1 +xo Haxs —3x14 = 0.
r1 +axe +x3 +3x4 —2x5 = 0

Az ilyen a értékek esetén adjon meg bazist is a megoldéastérben.
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3.34. Feladat. Tekintsiik a kévetkez6 homogén lineéris egyenletrendszert:

T +x3 +z5 = 0
) +Z4 = 0°

Adottak a kdvetkezs vektorok R%-ben: u = (1,1,1,1,1), v = (1,0, 2,0, 1),
w=(0,-1,0,1,0), x = (1,-2,-2,2,1), y = (1,0, —1,0,0). Dontse el, hogy
az aldbbi vektorrendszerek béazist alkotnak-e az egyenletrendszer megoldés-
terében:

(a) u,v,w;

(b) v,w,x;

(c) w,x,y.

3.35. Feladat. Legyen A € R(""1D*" (5 > 2) olyan maétrix, amelynek sor-
vektorai linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak. Mutassa meg, hogy
az Ar = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldéastere egydimenzids, és
adjon meg benne egy nemzérus vektort — minél egyszertibb formaban — az
A matrix elemeinek segitségével.



