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1. OSZTHATOSAG, EUKLIDESZI ALGORITMUS, DIOFANTOSZI EGYENLET

1. Definicio. Azt mondjuk, hogy az a egész szam osztoja a b egész szamnak (b tobbszorose a-nak),
ha létezik olyan c egész szam, amelyre ac = b. Ha a osztdja b-nek, akkor ezt ugy jeloljiik, hogy a | b.

2. Tétel. Tetszb6leges a, b, ¢, d egész szdmokra érvényesek az alabbiak:

(1) a|a (6) a | b akkor és csak akkor, ha |a| | [b];
(2) haa|bésb|a, akkor a = +b; (7) haa|bésa|c, akkor a | b+

(3) haa|bésb]|c, akkor a|c; (8) ha a | b, akkor a | be;

(4) 1|a; (9) ha a | b és ¢ | d, akkor ac | bd.

(5) a|0; (10) ha ac | be és ¢ # 0, akkor a | b.

3. Definicid. A ¢ szamot az a és b szamok kozos osztojanak nevezziik, ha c| a és ¢ | b. A ¢ szdm az
a és b legnagyobb kozos osztoja, ha kozos oszt6ja, és a és b minden d kozos osztojara d | c. Hasonloan
definialjuk a kozos tobbszordst és a legkisebb k6zos tobbszorost.

4. Lemma. Tetsz6leges a, b, c egész szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) ha c legnagyobb kozos osztoja a és b-nek, akkor —c is az és rajtuk kivil nincsen masik;
(2) 0 és a legnagyobb kozos osztoja a és —a;
(3) a és b kozds osztoi ugyan azok mint a + be és b kozos osztoi;

5. Tétel (maradékos osztas). Ha a és b egész szamok és b # 0, akkor leteznek olyan egyértelmiien
meghatarozott ¢ és r egész szamok, amelyekre a = bg 4+ r és 0 < r < |b|.

6. Definicio. Adott a és b egész szamok esetén az el6z6 tételbeli g és r kiszamitasat maradékos
osztasnak nevezziik. Az a szdm az osztando, b az osztd, ¢ a hanyados, és r a maradék.

7. Tétel (euklideszi algoritmus). Barmely két a és b szamnak van legnagyobb kozos osztoja,
amely az alabbi euklideszi algoritmussal megkaphat6. Az rg = a és r1 = b egész szamokon végrehaj-
tott euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt elvégzését jelenti:

ro = q171 + T2
1 = qor2 + T3

Th—2 = qn—1"n—1 + Tn

Tn—1 = qnTn + Tnt+1

(0 <ra| <ral);
(0 <[rs| <lral);

(0 < Jra| < Jrn-al);

(Tn+1 = 0).

Az eljaras véges szamu 1épés utdn véget ér, azaz létezik olyan n természetes szam, hogy r,41 = 0.
Ekkor a legnagyobb kozos oszt6 az utols6 nemnulla maradék, azaz Inko(a,b) = r,.

8. Jelblés. Az a és b legnagyobb kozos osztojat Inko(a,b)-vel, mig a legkisebb kizds t6bbszoro-
sét 1kkt(a,b)-vel jeloljik. Ez csak elgjeltsl eltekintve egyértelmi, de mi 4ltaldban a nemnegativat
tekintjik.

9. Kovetkezmény. Az a és b legnagyobb kézos osztoja kifejezhets a két szdm |, linedris kombinaci-
6jakeént”, azaz léteznek olyan x és y egész szamok, hogy Inko(a, b) = za + yb.

10. Definicié. Az a és b szamok relativ primek, ha Inko(a,b) = 1.

11. Tétel. Tetszoleges a és b egészekre ha Inko(a, b) # 0, akkor mko‘za )

p b . ,
S Tko(ad) relativ primek.

12. Lemma. Tetsz6leges a, b, ¢ egész szamokra ha Inko(a,b) = 1, akkor a | be akkor és csak akkor
teljesiil, ha a | c.



13. Tétel (Euklidesz lemmaja). Tetszoleges a, b, ¢ egész szamokra ha Inko(a, b) # 0, akkor a | bc
akkor és csak akkor teljesiil, ha m | c.

14. Tétel (diofantoszi egyenlet). Tetsz6leges a, b, ¢ nemnulla egész szamok esetén az ax+by = ¢
kétismeretlenes linedris diofantoszi egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha Inko(a,b) | c. Ha
xo, Yo egy megoldasa az egyenletnek, akkor minden ¢ egész szamra az

b

a
_ ¢ g — — g
ot Inko(a,b) y= Inko(a, b)

T

is megoldas, és minden megoldés ilyen alakban megkaphaté.

2. PRIMSZAM, SZAMELMELET ALAPTETELE, PRIMSZAMOK ELOSZLASA

15. Definicié. A p > 2 egész szam felbonthatatlan, ha minden p = ab egészek szorzatira vald
felbontés trivialis, azaz a = £p vagy b = £p. Ilyenkor a mésik tényezs sziikségképpen +1.

16. Definici6é. A p > 2 egész szam prim, ha valahdnyszor osztoja egy szorzatnak (p | ab), mind-
annyiszor osztoja valamelyik tényezonek (p | a vagy p | b).

17. Tétel. A primszamok és felbonthatatlan szamok ugyanazok.

18. Tétel (szamelmélet alaptétele). Barmely természetes szam felbonthaté primszamok szorza-
tara, és ez a felbontas a tényezdk sorrendjétsl eltekintve egyértelmn.

19. Kovetkezmény. Legyen az a és b természetes szamok primfelbontésa a = pi* - ... pi» és

b= pf el pg" (azokat a primeket amelyek csak az egyik szamban fordulnak el, a masik szamban
nulla kitevével tiintetjiik fel). Ekkor teljesiilnek az alabbiak:

(1) a | b akkor és csak akkor, ha o; < 3; minden i-re;
(2) Inko(a,b) = pn@rf . pmin(anbn),
(3) Ikkt(a,b) = pmx@A) . pmax(an,fn)

20. Kovetkezmény. Barmely két természetes szadmnak létezik legkisebb kozos tobbszorose, és
Inko(a, b) - Ikkt(a, b) = ab.

21. Tétel. Végtelen sok primszam van.

22. Tétel. Végtelen sok 4k — 1 alakt primszam van.

23.* Tétel. Végtelen sok 4k + 1 alakt primszam van.

24.* Tétel (Dirichlet tétele). Ha egy szamtani sorozat kezd6tagja és pozitiv differencidja egymés-
hoz relativ prim, akkor a szdmtani sorozatban végtelen sok primszam talalhato.

25.* Tétel (Csebisev tétele). Barmely pozitiv szam és a kétszerese kozott van primszam. Ponto-
sabban, minden n pozitiv egészre 1étezik olyan p prim, hogy n < p < 2n.

26. Definicido. Két primszamot ikerprimnek neveziink, ha kiillénbségiik 2.
27. Tétel. A szomszédos primek kodzott tetszélegesen nagy hézagok talalhatok.

28. Definicio. A 7(x) = |[{p prim | p < z}| fiiggvényt, amely megadja az z-nél nem nagyobb
primek szamat, primszamlalo fiiggvénynek nevezziik.
7(x)

29.* Tétel (primszamtétel). lim, o, = = 1.

Inx




3. SZAMELMELETI KONGRUENCIAK, LINEARIS KONGRUENCIARENDSZEREK

30. Definicié. Legyenek a, b, m egész szamok. Ha m | a — b, akkor azt mondjuk, hogy a kongruens
b-vel modulo m, és az a = b (mod m) jelolést hasznaljuk. Az m szémot a kongruencia modulusanak
nevezzik.

31. Tétel. Tetszbleges m # 0 és a, b egészek esetén a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil, ha
a és b ugyan azt a maradékot adja m-el osztval.

32. Tétel. Tetszbleges a, b, ¢, d, m, n egész szdmokra érvényesek az alabbiak:

ha a = b (mod m), akkor b = a (mod m);

ha a =b (mod m) és b = ¢ (mod m), akkor a = ¢ (mod m);

ha a =b (mod m) és ¢ =d (mod m), akkor a £ ¢ =b=+d (mod m);

ha a =b (mod m) és ¢ =d (mod m), akkor a-¢=b-d (mod m);

ca = cb (mod m) akkor és csak akkor, ha a = b (mod lnko(%m)), feltéve hogy Inko(c, m) # 0;
ha a =b (mod m) és a =b (mod n) akkor és csak akkor, ha a = b (mod lkkt(m,n));

) ha a =b (mod m), akkor Inko(a, m) = Inko(b, m).

33. Definicid. Linearis kongruencianak nevezziik az ax = b (mod m) alaka egyenletet, ahol a, b és
m adott egész szdmok és az x ismeretlent is az egészek kozott keressiik.

34. Teétel. Tetszleges a, b, m egeszekre az ax = b (mod m) linearis kongruencia akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha Inko(a,m) | b. Ha ¢ egy megoldasa a linearis kongruencianak, akkor az

altalanos megoldas = = ¢ (mod m) alak.
35. Definici6. Adott a;,b;,n; (i =1,2,...,k) egész szamok esetén az alabbi egyenletrendszert line-

aris kongruenciarendszernek nevezziik, ahol az x ismeretlen értékét az egész szamok kozott keressiik.

ajx =b; (mod ny),

asxr = by (mod ny),

arx = by (mod ng).

A tétel segitségével az egyes linearis kongruenciak kiilon megoldhatok (ha Inko(a;,n;) | b;) és a
rendszer a kdvetkezd egyszertsitett alakra hozhaté:

r=c (modmy),

x=cy (mod ma),

x=c¢, (mod my).

36. Lemma. A k = 2 esetre a specialis alakia linearis kongruenciarendszer akkor és csak akkor
oldhato meg, ha Inko(mi,m2) | ¢1 — co. Ha van megoldas, akkor a megoldas modulo lkkt(m;y,ms2)
egyértelmiien meghatarozott.

37.* Tétel. A specialis linearis kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha barmely
két kongruenciabol allo részrendszere megoldhato (specidlisan, ha a modulusok paronként relativ

primek). Ha van megoldas, akkor a megoldas modulo lkkt(my, mo, ..., my) egyértelmien meghata-
rozott.
38. Tétel (kinai maradéktétel). Tegyiik fel, hogy az mj, ma, ..., my modulusok paronként relativ

primek. Legyen M = mq-msy...my és M; = mﬂz_, illetve y; az Myy; =1 (mod m;) segédkongruencia
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egy megoldéasa (i =1,...,k). Ekkor tetsz6leges c1,ca, ..., ci egészekre az
x=c (modmy),

x=cy (mod may),

x=cp (mod my).

specialis linearis kongruenciarendszer 4ltalanos megoldasa
k
=Y c¢iMy; (mod M).
i=1

4. MARADEKOSZTALYOK

39. Definicio. Az a egész szam modulo m maradékosztalyan az @ = {b € Z | b = a (mod m) }
halmazt értjiik. A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeloli, azaz Z,, = {0,1,...,m —1}.

40. Tétel. A modulo m maradékosztalyok halmazan egyértelmten definidlhaté az 6sszeadas, kivonés
és szorzés: B 3 B

a+b=a+b, a—b=a-—0, a-b=a-b.
41. Definici6. Azt mondjuk, hogy az a és b szamok egymésnak multiplikativ inverzei modulo m,

ha ab=1 (mod m).

42. Tétel. Az a szamnak pontosan akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha Inko(a,m) = 1.
Tlyenkor a multiplikativ inverz egyértelmtien meghatarozott.

43. Tétel (Wilson tétele). Tetsz6leges p primszamra p! = —1 (mod p).

44. Definici6é. Az @ modulo m maradékosztaly redukalt maradékosztaly, ha Ilnko(a,m) = 1. A
modulo m redukalt maradékosztalyok halmazat Z7, jeloli, azaz Z}, = {a € Z,, | Inko(a,m) =1}.

45. Tétel. Az @ és b redukalt maradékosztalyok @ - b szorzata is redukalt maradékosztéaly. Ha a
redukalt maradékosztaly, akkor latezik egy egyértelmtien meghatarozott b redukalt maradékosztaly,
hogy @-b=1.

46. Kovetkezmeény. Tetszéleges p primszamra Z, testet alkot, azaz minden nem 0 elemmel lehet
osztani, és a négy alapmivelet teljesiti a szokésos azonossigokat.

47. Definicio. Az Euler-féle p-fiiggvénynek nevezziik az ¢(m) = |Z7 | fiiggvényt, amely megadja
az m-hez relativ primek szdméat 0 és m — 1 kozott.

48. Tétel. Ha m primtényezds felbontésa m = pi*pg? - - - pi* ahol a; > 1, akkor

-1 — c—1
p(m) = (P —pP ) (P? — P52~ 1) - (o —ppt ).
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