MBNK12: Permutaciok
(elsadasvazlat, 2016. aprilis 11.)

Mardéti Miklos

1. Definicié. Az A halmaz permutaciéin a w : A — A bijektiv leképezéseket értjiink. Tetszbleges n
pozitiv egészre az {1,...,n} halmaz 6sszes permutaciéinak halmazat S,,-nel jeloljiik.

2. Jel6lés. A 7w € S, permutaciot megadhatjuk kétsoros irasmoddal
(1 2 -
=\r 2r - wr)e

m={(1,1n), (2,27), ..., (n,nm)}.

vagy elempérok halmazaként:

3. Példa. Ha a € S3 az a permutécié, amelyre la = 2, 2o = 1 és 3a = 3, akkor
1 2 3
(3 1 3) -t e e
4. Példa. Nem minden leképezés permutécid, példaul a
1 2 3
Y = (3 1 3) _'{(173)’(271)a(373)}

leképezés se nem injektiv (mert az 1 és 3 elemeknek ugyanaz a képe) se nem sziirjektiv (mert az
érkezési halmaz 2 elmének nincsen Gse).

5. Tétel. |S,| = n!
6. Példa.

=101
=1002)G )}
s={(DGETDGEIN0190

7. Példa. Szamoljuk ki az
/1 2 3\,
a=ly9 1 3) 8 2 3 1

permutéciok szorzatat. Tudjuk, hogy minden z elemre z(af)
definicioja). Tehat

xa) (ez a leképezés szorzas

1(af) = (1a)B =26 = 3,
2(af) = (2a)f =15 =2,
3(af) = (3a)B =35 =1,

12 3
aﬁ:(?) 2 1)'

Most kiszamoljuk a Sa szorzatot is (a zarojelek elhagyaséaval):
18a =2a =1,
2Ba = 3a = 3,
3ba=1la =2,

azZaz



azaz

1 2 3
fa = (1 3 2) '
Vegyiik észre, hogy af # fa, azaz a permuticiok szorzdsa nem kommutativ. Végezetiil kiszamoljuk
B inverzét. Mivel

5= (3 3 1) - 1022 6
ezeért

51 ={21), (3,2), (1,3} ={(1,3), 2.1), (3,2)} = (é : 3) |

Természetesen (3 és B! szorzata az identikus leképezés:

_ _ 1 2 3
Bﬁ1=ﬂ16=<1 5 3).

8. Definicio. A 7 € S,, permutécié az x € {1,...,n} elemet mozgatja, ha zm # x. A 7 € S, altal
mozgatott elemek halmazat My-vel jeldljiik, azaz

M,={ze{l,....;n}an#uz}.

Ha xm = x, azaz x € M, akkor azt mondjuk hogy mnek z fixpontja.

9. Példa. Az
(1 2 3
*=12 1 3

permutaci6 altal mozgatott elemek halmaza M, = {1, 2}.

10. Kérdések. Hany olyan m € Sy permuticié van, amelyre

(1) M, = {2,3,5},
(2) [Mz| =1,
(3) [Mz| =2,
(4) [Mz| =37

11. Definici6. A 7,0 € S, permutaciokat idegennek nevezziik, ha M, N M, = ().
12. Kérdések.
(1) Hény olyan permutacitja van Sy-nek, amely az (323 $) permutacioval idegen?
(2) Van-e olyan permutacio, amely idegen az inverzével?
13. Tétel. Ha a m,0 € S,, permutéciék idegenek, akkor
(1) wo = o, és
(2) (mo)¥ = 7*c* minden k egészre.

14. Definici6. Legyen n > k > 2, és az ay,...,a € {1,...,n} elemek paronként kiilonbozsek.
Ekkor azt a w € 5, permutéciét, amelyre
QT =az, T =a3, ..., Q1T =QaE, QT =ai,
és xm = x minden x € {1,...,n}\ {a1,...,ar} elemre, ciklusnak nevezziik és roviden igy jeldljiik:
m= (a1 az --- ag).

A k szamot a ciklus hosszéanak nevezziik. A 2 hosszisagu ciklusokat transzpozicioknak hivjuk.
15. Példa. Az
(123
“T\2 1 3

permutécié ciklus, mivel a k = 2, a1 = 1 és ag = 2 valasztéssal éppen ezt a permutéciot kapjuk, azaz
a = (1 2). Mivel « hossza éppen 2, ezért « transzpozicio is. A

12 3
52(231)

permutécio szintén ciklus, és = (1 2 3).



16. Kérdések.

(1) Mi az (aj ag --- ag) ciklus &ltal mozgatott elemek halmaza?
(2) Igaz-e, hogy ha 7,0, 7 € S7 paronként idegen permutéciok, akkor (ro7)® = 7905757

17. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy egy permuticié ciklusos alakban valé megadasa nem egyér-
telmi! Egyrészt ugyanazt a permutaciot tébbféleképpen is felirhatjuk ciklusként:
(123)=(231)=(312).

A maésik probléma pedig az, hogy az (1 2 3) permutéciorél nem tudjuk eldonteni, hogy az S3 vagy
esetleg az Sy csoport eleme-e. Természetesen ha Ss-beli permutaciokrol beszéliink, akkor

wa- (11 9)

123 4
(123):<2 3 1 4)’

és ez a két permutéacié nem ugyanaz. Ugyan ez a probléma az identikus permutéacio ,,id” jellésével
is, arrél sem lehet eldonteni, hogy melyik permuticiécsoportban hasznaljuk.

viszont Ss-ben méar

18. Példa.
Sy = {id},
Sy ={id, (1 2)},
Sy = {id, (1 2), (1 3),(2 3),(1 2 3),(3 2 1)}.

19. Kérdések.

(1) Hany transzpozicio van Sy-ben?

(2) Hany 3-hosszusagu ciklus van Sy-ben?

(3) Hany 4-hosszusagu ciklus van Sy-ben?

(4) Hany 1-hosszusagu ciklus van Sy-ben?

(5) Hany ciklus van Sy-ben?

(6) Hany olyan permutacio van Sy-ben amely nem ciklus?
(7) Hany n-hosszusagu ciklus van S,-ben?

20. Példa. Természetesen nem minden permutécié ciklus, vegyiik példaul a
(1 2 3 45
T=\2 315 4
permuticiot. Tegyiik fel, hogy 7 ciklus, és tekintsiik azt az esetet, amikor a; = 1. Ekkor ajm = 2,
azaz as = 2, tovabbé asm = 3, azaz az = 3. A kivetkez§ lépéshen azt kapjuk, hogy asm = 1 ami
éppen egyenls aj-gyel, azaz k = 3 és az (1 2 3) ciklust kaptuk. Viszont 7 t6bb elemet mozgat mint 3,

tehat 7 nem egyenls (1 2 3)-mal, azaz a1 # 1. Minden maés esetben hasonlo ellentmondéasra jutunk.
Persze 7 elGall ciklusok szorzataként:

m=(123)(45).

21. Tétel. Minden S,-beli permuticié elgall paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az el6-
allitas a tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien meghatarozott. (Az identikus permutéciot
ciklusok iires szorzatanak tekintjiik.)

22. Példa. Adjuk mega m = (523 4)(1 3 5)(4 3 7) permutaciét paronként idegen ciklusok szor-
zataként. Tekintsiik azokat az elemeket, melyeket a szorzat valamely tagja mozgat: {1,2,3,4,5,7}.
Vegyiink ki ezek koziil egyet, mondjuk az 1-gyet, és szamoljuk ki, hogy ezt a m permutacié milyen
elemekbe viszi at:

Ir=1(5234)(135)(437)=1(135)(437)=3(437)="1.
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Folytassuk a kapott elemekkel, azaz

Tm=75234)(135)(437)=7(135)(437)=T7(437)=4,

Ar =4(5234)(135)(437)=5(135)(437)=1(437)=1.
Visszaértiink ahhoz az elemhez, amibél kiindultunk, tehat megvan az els6 ciklusunk: (1 7 4). A
maradék elemekbdl vegyiik a kdvetkezst, mondjuk a 2-t6t, és szdmoljuk ki hogy ezt 7 milyen elemekbe
viszi at:

27 =2(5234)(135)(437)=3(135)(437)=5(437) =25,

57 =5(5234)(135)(437)=2(135)(437)=2(437)=2,
azaz a masodik ciklus a (2 5) transzpozici6. Kimaradt még a 3, amelyre elvégezve a szamolast azt
kapjuk, hogy

3mr=3(5234)(135)(437)=4(135)(437)=4(437) =3,
azaz m a 3-mat nem mozgatja, tehat ezt az elemet figyelmen kiviil hagyhatjuk. Tehat = paronként

idegen ciklusok szorzatara bontott alakja 7 = (1 7 4)(2 5). Ezt a szamolast nem irjuk le altalaban,
hanem fejben végezziik el!

23. Kérdések. Hany olyan permutacié van G-ben, amelynek paronként idegen ciklusok szorzatara
bontott alakja P alaki:

(1) G= 84, P=(--)(- ),
(2) G=85 P=(")("),
(3) G=85P=(")( )7
24. Tétel. Tetsz6leges m = (a1 ag -+ ag) € Sy, ciklusra
(1) 71 = (ak Afg—1 " al),
(2) 7F =id,

(3) Hai =7 (mod k), akkor 7! = 7.

25. Példa. Kiszdmoljuk az ((1 2 3 4)(5 6 7)(8 9)) ™22 permuticiét paronként idegen ciklusok szor-
zataként. Mivel az (123 4), (56 7) és (8 9) ciklusok paronként idegenek, ezért

(1234)(567)(89)22=(1234)"2(567)22(89)%2
Az (1 2 3 4) ciklus hossza 4 és a —22-edik hatvanyat keressiik. Mivel —22 =2 (mod 4), ezért
(1234)"22=(1234)2=(13)(24).
Hasonléan —22 = —1 (mod 3), illetve —22 =0 (mod 2), azaz
(567)22=(567)"1=(765), és
(892 =(89)°=id.
Tehat
((1234)(567)722=(13)(24)(765).
26. Példa. Oldjuk meg az
(132)(25)m(457) =(26)

egyenletet. Az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a permuticidval ugyanarrél az oldalrol beszo-
rozhatjuk. Elgszor balrél szorzunk (1 3 2) inverzével:

(132)71132)(25)7(457)=(132)"(26),
(25)m(457) =(231)(26).
Ezt folytatva azt kapjuk, hogy
m=(52)(231)(26)(754),

amit a szokdsos modon paronkeént idegen ciklusok szorzatara bontunk: 7 = (5316 24 7).
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27. Tétel. Tetszbleges ciklus felirhatd transzpoziciok szorzataként, mégpedig

(a1 ag ag -+ ai) = (a1 a2)(a; az)--- (a1 ag).
Kovetkezésképpen, minden permutacié transzpoziciok szorzatara bonthatoé (de ez altalaban nem

egyértelm).

28. Példa. (123 4)(56) = (12)(13)(14)(56), de mivel (1234) = (234 1), ezért (123 4)(5 6) =
(23)(24)(21)(56), vagy (1234)(56)=(23)(56)(24)(2 1), mert idegen transzpoziciok felcserél-
hetdk.

29. Lemma. Legyen 7 € S, tetsz6leges permutacio és (a b) € S, transzpozicio. Ekkor 7 és 7(a b)
paronként idegen cikulsokra bontasaban a péaros hosszi permutaciok szamanak paritasa kiilonbozé.

30. Tétel. Minden permutécié vagy csak péaros vagy csak paratlan sok transzpozicié szorzataként
irhato fel.

31. Definicié. A © € S,, permutéciot parosnak nevezziik, ha felbonthatoé paros sok transzpozicio
szorzatara. A nemparos permutaciokat paratlannak nevezziik. Tovabba definidljuk:

+1, ha 7 paros,
sgnmw =
—1, ha m paratlan.

32. Tétel. Legyen A = (a; ;) € R™*" tetszéleges négyzetes matrix. Ekkor
’A‘ = Z Sgn(a) *A1,10 " @220 """ Gnno-
O'ESn
33. Példa. n = 2 esetén:

aip a2

= sgn(id) - aj1az2 +sgn((1 2)) - a12a21 = a1a22 — aj2a91.
G91 Qoo gn(id) - ar1aze +sgn((1 2)) - a12a21 = arnaze — a12a21

n = 3 esetén:

ail a2 a3

a1 azx az3| =sgn(id) - ar1agasz +sgn((1 2)) - argaziazs + sgn((1 3)) - a1zageas;

az1 asz2 as3
+ sgn((Z 3)) - (11023032 + SgIl((l 2 3)) - 120923031 + Sgn((l 3 2)) © 113021032
= Q116022033 + A12023031 + 13021032 — G12021033 — A13022031 — A11G23032,

ami éppen a Sarrus-szabaly.

34. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?
(1) Az identitas paros.
(2) Minden transzpozici6 paratlan.
(3) Minden paros hosszu ciklus paros.
(4) Minden péaratlan hossza ciklus péros.
(5) Paros permutéciok szorzata paros.
(6) Paratlan permutaciok szorzata paros.
(7) Paros és paratlan permutaci6 szorzata paratlan.
(8) Paratlan permutaciok inverze paratlan.

35. Példa. Megmutatjuk, hogy a 4 x 4-gyes tologatés jatékban a baloldali kezd6allasbol nem lehet
elgallitani a jobboldalit:

172134 21 ]3] 4
5 718 50678
A=9Torae B=r9 1011112
131415 1314 |15




A jaték minden &llasdhoz hozzarendeljik az Sig csoport egyik elemét, mégpedig tgy, hogy az tires
mez§ helyébe a 16-0s szamot képzeljiik, és a kapott

ap | a2 | az | a4
as | g | ar | ag
ag | aio | a11 | @12
ai3 | ai4 | 15 | 416

tablazatot felhasznalva képezziik a

7rT:(l2345678910111213141516>
ay a2 az a4 as ae ary ag ag aipp ail a2 a3 a4 a5 416
permutaciét. Vegyiik észre, hogy ha egy allapotban eltolunk egy négyzetet, akkor lényegében fel-
cseréltiik a 16-o0s szamot valamely masik szdmmal. Tehat egy transzpoziciét hajtottunk végre, azaz
az allapothoz rendelt permutacié paritdsa megvaltozik. Mivel mind az A mind a B allapotban az
iires mezd a jobb alsé sarokban van, ezért biztos hogy paros sok lépest kell megtenniink A-bél B-be
(ugyanannyiszor kell a 16-o0s szamnak felfelé és lefelé, illetve balra és jobbra mozognia). Paros sok
lépes soran a hozzarendelt permutécié paritdsa nem valtozik. De az A kezd@allapotra w4 = id ami
paros, mig a jobboldali allapotra g = (1 2) ami paratlan. Tehat nem lehet az A allapotbél a B
allapotba jutni.
36. Definicié. Az S, halmazt n-edrendi szimmetrikus csoportnak nevezziik. A péros permutaciok
A, = {7 €S, : 7 paros } halmazat n-edrendii alternalé csoportnak nevezziik.
37. Kérdések.

(1) Hany paratlan permutécié van Ss-ban?

(2) Hany paros permutaci6é van Ss-ban?

(3) Hany paratlan permutacié van Si-ben?

(4) Hany paros permutaci6é van Sp-ben?

38. Tétel. Tetszbleges n > 2 egészre |A,| = %'



