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Jelolje Z az egész szamok halmazat, N a pozitiv egészek halmazat, Ny a nem negativ egészek
halmazat, Q a racionalis szamok halmazat, R a valés szdmok halmazat, Rar a nem negativ valos
szamok halmazat, és R™*™ az m X n-es valés matrixok halmazat, Z,, a modulo m maradékosztalyok
halmazat.

1. FELCSOPORT, CSOPORT

1. Definicié. Az asszociativ grupoidokat félcsoportnak nevezziik. Az egységelmes félcsoportokat
monoidnak nevezziik. Azokat a monoidokat, ahol minden elemnek van inverze csoportoknak hivjuk.
A kommutativ csoportokat Abel-csoportoknak nevezziik.

2. Példa. Az (N; +) félcsoport, de nem monoid.

3. Példa. A kovetkez6k monoidok, de nem csoportok: (N;-), (No;+), (R;-), (R™™;-), (Zy;-),
(P(U); V).

4. Példa. A kovetkezSk csoportok, de nem (feltétlen) Abel-csoportok: (Sp;-), melynek neve a teljes
szimmetrikus csoport, és az ({ M € R™™ : |M| # 0 }; ), melynek neve az altalanos lineéris csoport.

5. Példa. A kovetkezdk Abel-csoportok: (Z;+), (Zn;+), (R\ {0};-), (R™*™;+), (P(U); ),
({i,h}; ).
6. Tétel. Félcsoportban legfeljebb egy egységelem van.

7. Tétel. Az (A;-) monoidban minden elemnek legfeljebb egy inverze van. Ha az a,b elemnek van
inverze: a=!,b!, akkor az a~! és ab elemeknek is van inverze, mégpedig

(1) (@)t =a,

(2) (ab)™t =b"ta L.

8. Példa. Az (R™*";.) monoidban pontosan a nem nulla determinanst elemeknek van inverze, és
éppen ezek az elemek alkotjak az altalanos linearis csoportot.

9. Megjegyzés. Tudjuk, hogy csoportban az egységelem és az elemek inverze egyértelten meg-
hatarozott, de nem mindig egyértelmd, hogy ezeket hogyan is jeldljiik. Ha ez meg szeretnénk adni,
akkor a (A;-) helyett (4;-, 71, 1)-et irunk, ahol a masodik miivelet az 1-véaltozos inverzképzés, és 1 az
egységelem (0-valtozoés miivelet). A csoportok multiplikativ irdsmodja alatt a (A;-, 1, 1) mtveleti
szimbolumokat értjiik. Az additiv frasmod alatt a (A; 4, —,0) miveleti szimbolumokat értjiik, és
altalaban csak akkor hasznéljuk, ha a csoport kommutativ.

10. Definicié. Legyen (4;-, 71, 1) tetszoleges csoport. Az a € A elem n-edik hatvinyat (n € Z) a
kovetkez6képpen definidljuk:

a---a, han > 0,
——
n db
a® =<1, han =0,
al-via”l han<o.
—_——
—n db

Ha az (A;+, —,0) csoport additiv irasmoédban van megadva, akkor a hatvanyozast n - a-val jeloljiik,
de ugyan ngy definidljuk mint a multiplikativ irdsmo6dnal:

a+---+a, ha n > 0,

—_———

n db
n-a=-<0, ha n =0,

(—a)+ -+ (—a), han<D0.
—n db




11. Lemma. Legyen (4;-, 7!, 1) tetsz6leges csoport, a € A és n € Z. Ekkor a" - a = a - a™ = a"*!
ésal-a"=a"-a ' =a" L
12. Tétel. Legyen (A;-) tetszbleges csoport. Barmely m,n € Z-re és a,b € A-ra
(1) a™a™ = ™",
(2) (a™)" =a™",

(3) ha ab = ba, akkor (ab)" = a"b"™.

13. Példa. Az (R \ {0};.) csoportban az a = 2 elem harmadik hatvanya 8, mert 2-2-2 = 8. Az
(R; +) csoportban az a = 2 elem harmadik hatvinya viszont 6, mert 2+ 2 + 2 = 6.

14. Definicid. Legyen (A;-) csoport. Az a € A elem rendje az a legkisebb pozitiv egész n € N,
amelyre a” = 1. Ha ilyen nincs, akkor a rendje végtelen. Az elem rendjét o(a)-val jeloljik.

15. Példa. A (Zg; +) csoportban o(4) = 3, mert 3-4 = 0, azaz a harmadik hatvany az egységelem,
de a kisebb hatvanyok nem az egységelemet adjak. Az (Ss;-) csoportban o((1 2 3)(4 5)) = 6, mert
a ciklusok fiiggetlenek, azaz felcserélhetéek, igy kiilén hatvanyozhatoak.

16. Tétel. Legyen (A;-) csoport, a € A véges rendi elem, és n,m € Z-re
(1) a™ = 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha o(a) | n,
(2) a™ = o akkor és csak akkor teljestl, ha n = m (mod o(a)).

17. Tétel. Legyen (A;-) csoport, és a,b € A felcserélhett elemek, azaz ab = ba. Ekkor o(ab) =
o(a)o(b) akkor és csak akkor, ha Inko(o(a),0(b)) = 1.

2. GYURU, TEST

18. Definicio. Az (A;+,-) algebrat gytirtinek nevezziik, ha (A4; +) Abel-csoport, (A4;-) félcsoport, és
a - disztributiv az +-ra. Az (A;+) Abel-csoportot a gytri additiv csoportjanak, az (A;-) félcsoportot
a gytrd multiplikativ félcsoportjanak nevezziik.

19. Példa. Gyﬁl‘ﬁk (Za +, ‘)7 (]Ra +, ')7 (RQXQ; =+, ')7 ({i7 h}a <, \/)7 (P(U)v A) ﬁ), (Z5a =+, )

20. Tétel. Az (A;+,-) gylri esetén a 0 additiv egységelem a szorzasra nézve zéruselem. Tovabba
tetszoleges a,b € A elemekre (—a)b = a(—b) = —(ab).

21. Definicio. Az (A; +, ) gytrtt testnek nevezziik, ha az (A\{0};-) Abel-csoportot alkot, amelyet
a test multiplikativ csoportjanak nevezziik.

22. Tétel. A (Zy;+,-) gytird pontosan akkor test, ha n prim.
23. Példa. A[L9] példaban felsorolt gytrik koziil testek: (R;+,-), ({i,h};<, V), (Zs;+,-).

3. HALO

24. Definicié. Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz. Az a,b € A elemeknek ¢ € A felsg korlatja,
ha a <césb<c. Az a,belemeknek d € A legkisebb fels6 korlatja, ha d fels§ korlat, és a,b minden
c fels§ korlatjara d < c¢. Dudlis moédon definidlhatjuk a als6 korlatot és a legnagyobb alsé korlatot.

25. Példa. Az alabbi abran lathatd az els6 részbenrendezésben az 1, 2 elemeknek csak egy felss
korlatjuk van, ami a legkisebb is egyben, de nincsen als6 korlatjuk. A méasodik részbenrendezésben
a 4, 5 elemeknek két fels§ korlatjuk van, de nincsen legkisebb felsg korlatjuk.
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26. Tétel. Tetszbleges részbenrendezett halmaz barmely két elemének legfeljebb csak egy legkisebb
fels6 korlatja (legnagyobb also korlatja) van.
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27. Definicio. Az (A; <) részbenrendezett halmaz haloszertien rendezett, ha tetszéleges a,b € A
elemeknek van legkisebb fels§ korlatjuk, melyet a V b-vel jeldliink és az a,b elemek egyesitésnek
nevezzik, illetve legnagyobb alsd korlatjuk, melyet a A b-vel jeldliink és az a,b elemek metszetnek
nevezzik.

28. Példa. Az el6z6 példaban szerepld részbenrendezések nem héloszerten rendezettek. Az (No;|)
halészeriien rendezett halmaz, amelyben az egyesités a legkisebb k6z6s tobbszoros és a metszet a
legnagyobb kozos oszt6. Az (R; <) haloszertien rendezett halmaz, ahol az egyesités a maximum és
a metszet a minimum. A (P(U); C) halészertien rendezett halmaz, ahol a halmazelméleti egyesités
és metszet a legkiseb felsé korlat és legnagyobb also korlat. A ({h,i}; —) haloszertien rendezett
halmaz, ahol a logikai ,vagy” muvelet a legkisebb fels6 korlat, és a logikai ,6s” mivelet a legnagyobb
als6 korlat.

29.* Példa. Egy rogzitett alaphalmazon az ekvivalenciareldcidok halmaza a tartalmazasra nézve ha-
loszertden rendezett, ahol a metszet a halmazelméleti metszet, és az egyesités a halmazelméleti unié
tranzitiv lezartja. Az {1,2,3} alaphalmaz 6t ekvivalenciarelaciojanak részbenrendezése a kovetkezs
(az ekvivalenciareldciok helyett a megfelelg osztalyozdsok vannak feltiintetve):

{{1,2,3}}

{{1,2}, {3}} {{2,3} {1}}

{1}, 123, {3}}

30. Tétel. Legyen (A; <) héaloszertien rendezett halmaz. Ekkor

(1) a A és V miiveletek idempotensek, kommutativak, és asszociativak;
(2) A abszorptiv az V-re és V abszorptiv a A-re;
(3) a < b akkor és csak akkor teljesiil, ha a A b = a.

31. Definici6o. Az (A; A, V) algebrat halonak nevezzik, ha a kétvaltozos A és V miiveletek idempo-
tensek, kommutativak, és asszociativak, illetve kblcsénosen abszorptivak egymésra.

32. Tétel. Ha adott az (A; A, V) halo, akkor az
a<b << aANb=a

feltétel altal definialt < relacioval (A; <) héaloszertien rendezett halmaz, amelyben a,b € A legkisebb
fels6 korlatja a V b és legnagyobb als6 korlatja a A b.

33." Tétel. Adott alaphalmazon a haloszertien rendezett halmazok és a halok természetes mdédon
(az €l6z6 két tétel szerint) megfeleltethetdk egyméasnak.

34. Példa. (Ny;Inko, Ikkt), (R; min, max), (R; max, min), (P(U);N,U) és ({h,i}; A, V) hélok.

35. Példa. Az R" alterei a tartalmazasra nézve haloszertien rendezett halmazt alkotnak. Ha U,V <
R™ két altér, akkor metszetiik U NV és egyesitésik U+ V ={u+v:ueUwv eV }.

36.* Példa. A Z; test feletti 2-dimenzids Z% vektortér altereinek haldja a kovetkezs:

{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2) }

{(0,0),(0,1),(0,2 0,0),(1,2),(2,1)}



Z3 altereinek Hasse-diagrammja mér lényegesen bonyolultabb (1 db 0-dimenziés, 7 db 1-dimenzios,
7 db 2-dimenziés és 1 db 3-dimenzi6s altere van):




	1. Félcsoport, csoport
	2. Gyűrű, test
	3. Háló

