MBN412G: ALKALMAZOTT ALGEBRA GYAKORLAT
2015. APRILIS 26.

1. LINEARIS ALGEBRA, CSOPORTOK DEFINICIOJA

1.1. Feladat. (Koézosen megbeszéltiik) Adjunk meg olyan ¢ linearis transz-
(1) p-nek 1-dimenzios a képtere;
(2) p-nek nincsen sajatértéke;
(3) ¢+ ¢? = —id.

1.2. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Legyen ¢ a sik 3z —4y = 0 egyen-

letii egyenesére valo tengelyes titkrozés. Adjuk meg ¢ matrixat az (1, —1),
(3,2) bazisban.

1.3. Feladat. Legyen T test. Igazoljuk, hogy barmely p € T[z] f6-
polinomhoz megadhaté olyan T feletti matrix, melynek karakterisztikus
polinomja p.

1.4. Feladat. Az f,, Fibonacci-szdmsorozathoz létezik olyan A val6s méat-
I‘iX, hogy (fn—H fn+2> = (fn f7z+1>A> amelyb(ﬂ kapjuka hOgy

(fn fnr1) = (0 1)A™.

Keressiik meg A sajatértékeit és sajatvektorait, majd irjuk fel az A méatri-
xot X 'DX alakban, ahol D diagonalis, és ezek segitségével adjunk zart
képletet f,-re.

1.5. Feladat. Hany eleme van a GL(Z3,2) csoportnak? Legyen

11
A= (0 1) € GL(Z3,2).

Ekkor az A matrixszal valo jobb oldali szorzas permutacio a Z3 vektortér
elemeinek halmazan. Irjuk fel ezt a permutaciot paronként idegen cik-
lusokra bontott alakban. A ZZ halmaz mely permutécioi kaphatok meg
ilyen alakban?

1.6. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna, Endre) Milyen a, b, ¢ € R paramé-
terek esetén lesz az alabbi halmaz a megadott mtiveletre nézve csoport?
(R,0), ahol x oy = ax + by + c tetszéleges x,y € R esetén.

1.7. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Az alabbi kovetkeztetések koziil
melyek érvényesek minden csoportban tetszéleges a, b, ¢, d, g, x,y elemek-

re?
(1) azb=ayb=x =y,
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(2) abr =bay = x =y,
(3) cxd =dyc = x =y,
(4) abc = dbg = ac = dg,
5)ar=1=z=0a",
(6) ab:c =l=z= a_lb_
(7)
8

A helyes kovetkeztetéseket igazolja, a hamisakra adjon ellenpéldat.

1.8. Feladat. (Megoldotta Endre, Péter) Egészitse ki az alabbi mtivelet-
tablazatot gy, hogy csoport miivelettablazatat kapja:

e abxy z
e

Y

S 8 9 o

z

Valasztésait minden esetben indokolja.

1.9. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Adjon meg olyan elemet a GL(R, 2)
csoportban, amelyben nem szerepel 0, azonban csak véges sok kiilénb6zé
hatvanya van.

1.10. Feladat. Hany eleme van a szabdlyos tetraéder mozgas-, illetve
szimmetriacsoportjanak?

1.11. Feladat. (Megoldotta Péter) Hany eleme van a kocka mozgas-,
illetve szimmetriacsoportjanak?

1.12. Feladat. Irja le a Zg, R7, Ss3, GL(Zy,2) és Eg csoportok miivelet-
tablazatat, ahol Eg a hatodik egységgyokok halmaza. Melyek izomorfak
ezek kozil (az elemeket atnevezve ugyan azt a miveletet kapjuk)?

1.13. Feladat. Adja meg a G csoport azon elemeit, amelyek elGallnak
az a elem pozitiv egész kitevis hatvanyaiként, illetve egész kitevGs hat-
vanyaiként.

(1) G=(Z;+), a=1,
(2) G =(Z;+), a=3,
(3) G = D5, a pedig a kozéppont koriili 2° 2 szoggel valo forgatas,
(4) G=(P({1,2,3};4), a={1,2},
1 0 0
(5) G = (GL(Ra 3)7')7 a = 02 0 ’
00 -2
(6) G = (Rus,-), a=T,
(7) G = (R24, '), a=>.
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1.14. Feladat. (Megoldotta Péter) Mutassa meg, hogy a

Q = {17 _17 i? _i7j7 _jv k? _k}
halmazon egyetlen olyan asszociativ szorzas létezik, amelyre teljesiilnek
a kovetkezok:

e az {1,—1,7,—i} részhalmazban ugyantigy szorzunk, mintha a fel-
sorolt elemek komplex szamok lennének,
e az {1,—1,j,—j} és {1,—1,k,—k} részhalmazban ugyanigy szé-
molunk, csak ¢ helyett j-vel és k-val,
o ij =k jk=1iki=].
Tovabba igazolja, hogy @ csoportot alkot erre a szorzésra nézve (ezt a
csoportot kvaternidcsoportnak nevezik).

2. PERMUTACIOK

2.1. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna, Endre, Péter) Adja meg az alabbi
permutacidkat paronként idegen ciklusok szorzataként, és hatarozza meg
paritasukat:

w33, )
4
8

3 )
3 7 4
1433
9 1 3 )
2 7 4
( 6

e "2}
S 3 00
Gt 0o O 0o
N—

(2)
(3) (4325)(1246)(246),
(4) (24 5)(135)7'(12),
(5) (12456893710)%
2.2. Feladat. Milyen lehet a szerkezete szerkezete (azaz a paronként ide-
gen ciklusokra bontott alakjaban milyen hosszusagu ciklusok szerepelnek,
és melyikbdl mennyi)

(1) egy 2 és egy n > 2 hossziisagu,

(2) egy 3 és egy n > 3 hosszlsagl
ciklus szorzatanak (ebben, illetve a forditott sorrendben)?

2.3. Feladat. (Kozosen megbeszéltiik) Oldja meg Ss-ben, illetve Sg-ben
az alabbi egyenleteket:

(1) 72 = (123),
2) 7 = id,

(3) 72 = (12).
(4) 7 = (12)(3 4).

2.4. Feladat. Legyen m az A halmaz egy permutaciéja. Adott a € A
esetén az a elem pdlydja az {an”* : k € Z} halmaz.
(1) Igazolja, hogy a palyak halmaza osztalyozasa A-nak.
(2) Adja meg a m: Z — Z,k — —k ésa 0:Z — Z,k — k—1
permutaciok palyait.
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2.5. Feladat. Véges A halmaz esetén mi a kapcsolat a m € S, permutacio
palyéi és m paronként idegen ciklusokra bontott alakja kozott?

2.6. Feladat. A paronként idegen ciklusokra bontott alak segitségével
adjon meg sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy egy permutacio els-
alljon valamely permutécié négyzeteként (azaz masodik hatvanyaként).

2.7. Feladat. (Ko6zosen megbeszéltilk) A péaronként idegen cikusokra
bontott alak segitségével adjon meg sziikséges és elegendd feltételt arra,
hogy egy permutéacio el6alljon valamely permutéicié hatodik hatvanya-
ként.

2.8. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna, Endre) Igazolja, hogy barmely
n € N esetén
(1) tetszéleges m € S, permutaciohoz létezik olyan k € N, amelyre
7 =id,
(2) létezik olyan k& € N, amelyre 7% = id teljesiil minden 7= € S,
permutacid esetén.

Melyik a legkisebb olyan k € N szam, amely a (2)-es pontot teljesiti?

2.9. Feladat. (Megoldotta Péter és Endre) Igazolja, hogy egy n hosszu-
sagu ciklus nem irhat6 fel n — 1-nél kevesebb transzpozici6é szorzataként.

2.10. Feladat. (Megoldotta Péter) Legyen n € N, n > 2. Igazolja, hogy
minden S,,-beli permutécié elGall

(1) az (1 2),(1 3),...,(1 n) transzpoziciok

(2) az (1 2) és (12 ... n) ciklusok szorzataként.

2.11. Feladat. (K6zosen megbeszéltiik) Legyen n € N, n > 3. Igazolja,
hogy minden A,-beli permutacio elGall

(1) 3 hosszusagu ciklusok szorzataként,
(2) az (123),(234),...,(n—2n—1n) ciklusok szorzataként.

2.12. Feladat. Legyen n € N, n > 4. Igazolja, hogy minden S,-beli
permutécié el6all of alakban, ahol o? = 52 = id.

2.13. Feladat. Legyen n rogzitett, 1-nél nagyobb természetes szam. Bi-
zonyitsa be, hogy ha két S,-beli ciklus felcserélhets egymassal, akkor
mozgatott elemeik halmaza vagy diszjunkt, vagy egybeesik.

2.14. Feladat. (Kozosen megbeszéltiik) Igaz-e, hogy ha © € S, nem
mozgatja az l-et és m = 711---7 ahol 7y,..., 7 transzpozicidk, akkor
paros sok 7; transzpozicié mozgatja az 1-et?

3. SAJATERTEKEK ES DIAGONALIZALHATOSAG

3.1. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna, Endre, Péter) Tudjuk, hogy az R3
vektortér az Uy és U, altereinek direkt Osszege. Adjuk meg a v vektort
egy U; és egy Us-beli vektor Osszegeként.
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(1) Uy = [(1,-1,2),(1,1,1),(2,0,3)], Uz = [(0,0, 1)], v = (0, —2,2);
(2) Uy az x+y—2z = 0 egyenletii sik, U, az origon atmend, (1,1, —2)
iranyvektoru egyenes, v = (2,2, —1).

3.2. Feladat. Hatarozzuk meg a V' vektortér ¢ lineéris transzformacio-
janak sajatértékeit, valamint dontsiik el, hogy diagonalizalhato-e.
(1) V =R? ¢ az v — 2y = 0 egyenesre val6 tengelyes tiikrozeés;
2) V=R o: V=V (x,y,2) = (22,2 + 2,y — 22);
(3) V =R3, ¢ az origobn atmend, (1, —1,2) iranyvektora egyenes ko-
rili /4 szoggel valo forgatas.

3.3. Feladat. Hatarozzuk meg a V' vektortér ¢ lineéris transzformacio-
janak sajatértékeit, valamint dontsiik el, hogy diagonalizalhato-e.

(1) V =1R?, ¢ az origo koriili, 7/3 szdggel valo forgatas;

(2) V=R3 ¢ azx+y— 2z =0 egyenleti sikra valo tiikrozés;

B) V=R o: V=V (x,y,2) = (2,0 — 32,y + 32).

3.4. Feladat. Dontsiik el az alabbi matrixrol, hogy diagonalizalhato-e az
R, C, Zs, illetve Z3 testek felett.

-2 =3 3
2 0 2
1 -1 3

3.5. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna, Endre, Péter)

(1) Irjuk fel az R? vektorteret harom nemtrivialis altere direkt dssze-
geként.
(2) Irjuk fel az R? vektorteret harom nemtrivialis altere dsszegeként.
(3) Adjunk meg olyan 3 x 3-as valos matrixot, melynek a sajatértékei
1,-1,2.
(4) Adjunk meg olyan 2 x 2-es valds matrixot, melynek nincs (valos)
sajatértéke.
3.6. Feladat. (Kozosen megbeszéltiik) Dontsiik el az alabbi allitasokrol,
hogy igazak-e. A valaszat minden esetben indokolja.

(1) Barmely haromdimenzios vektortér elallithato kettd darab két-
dimenzios altere direkt Osszegeként.

(2) Ha a sik két origobn atmené egyenesének direkt Gsszege, akkor a
két egyenes meréleges egymaésra.

(3) Ha a sik két origon atmend egyenese merdleges, akkor a sik ezen
két egyenes direkt Osszege.

(4) Ha a tér két origon dtmend egyenese merdleges, akkor a tér ezen
két egyenes direkt Osszege.

(5) Ha egy 2 x 2-es valos méatrixnak 1 és —1 a sajatértékei, akkor a
matrix diagonalizalhato.

(6) Ha egy 2 x 2-es valos méatrixnak nincs valos sajatértéke, akkor a
matrix diagonalizdlhato a komplex szamtest felett.
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(7) Egész szamokbol allo6 matrix minden racionalis sajatértéke egész.
(8) Ha egy 3 x 3-as valés méatrix karakterisztikus polinomja —(z —
2)(2? + x + 1), akkor nem diagonalizalhato.
(9) Ha egy 3 x 3-as valos matrix karakterisztikus polinomja —(z —
2)%(z + 1), akkor diagonalizalhato.
(10) Ha egy 3 x 3-as valos méatrix karaketrisztikus polinomja —(z —1)3,
és diagonalizalhato, akkor maga is diagonélis.

3.7. Feladat. Adjunk meg olyan homogén lineéris egyenletrendszert,
melynek megoldastere éppen az R* vektortér alabbi altere:

U=][(1,-1,2,1),(-1,1,3,2),(3, -3, —4,-3), (3,3, 1,0)].

3.8. Feladat. (Megoldotta Endre) Adjunk meg olyan valdés métrixot,
melynek karakterisztikus polinomja —(x + 1)3, azonban nem diagonali-
zalhato.

3.9. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Legyen V;, a legfeljebb n-edfoka
valos egyiitthatos polinomok vektortere a valos szamtest felett. Igaz-e,
hogy V,, = Ker D & Im D, ahol D a differencialas, azaz

D:V, = V,, frs D(f) = f?

3.10. Feladat. Legyen V vektortér, és rogzitsiink egy v € V vektort,
valamint egy A skalart. Dontsiik el, hogy az alabbi két halmaz altér-e a
linearis transzformaciok Hom(V, V') vektorterében:

A={p € Hom(V,V) | v sajatvektora p-nek };

B = {y € Hom(V,V) | X sajatértéke p-nek }.

3.11. Feladat. (Megoldotta Péter) Igazoljuk, hogy ha A és B azonos
méretid valos matrixok, akkor AB és BA valos sajatértékei ugyanazok.

4. ELEMEK RENDJE

4.1. Feladat. Hatarozza meg a megadott elemek rendjét a megadott G
Csoportban'

54)(236)(146)7!

4.2. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Adjon meg a G csoportban k
rendi elemet:

(1) G=Sy, k=38,15,

(2) G - Dlg, k? - 6,

(3) G=C, k=12.

4.3. Feladat. (Megoldotta Péter) Hatarozza meg az alabbi csoportok
véges rendi elemeit:
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4.4. Feladat. (Megoldotta Endre) Bizonyitsa be az alabbi, véges foku
permutaciokra vonatkozo allitdsokat, vagy adjon rajuk ellenpéldat:

(1) Minden péros rendd permutécié paros.

(2) Minden péros permutacio rendje paros.

(3) Minden pératlan rendii permutacio péros.

(4) Minden pératlan permutécié paros rendd.

4.5. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Igazolja, hogy ha a, b egy csoport
tetszbleges véges rendi elemei, akkor

(1) o(a) = o(b~"ab),

(2) o(ab) = o(ba).

(3) ha ab = ba, akkor o(ab) | Ikkt(o(a), o(D)).

4.6. Feladat. Hatérozza meg a G = {f € Sp,af =ar+b:a,b € R a #
0} csoport véges rendi elemeit.

4.7. Feladat. Adjon meg olyan végtelen csoportot, amelynek minden
eleme véges rendt, valamint olyan végtelen csoportot, melyben csak vé-
ges sok véges rendi elem van. Van-e olyan csoport, amelynek véges sok
végtelen rendi eleme van?

4.8. Feladat. Igazolja, hogy ha egy csoportban az egységelemtdl kiilon-
b6z6 Osszes elem rendje ugyanaz, akkor az végtelen vagy primszam.

4.9. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna, Endre, Péter) Igazolja, hogy ha
egy csoport minden elemének rendje legfeljebb 2, akkor a csoport kom-
mutativ.

4.10. Feladat. (Megoldotta Péter) Mutassa meg, hogy ha egy véges
csoport elemszama paros, akkor a csoportban van masodrendi elem.

4.11. Feladat. Mutassa meg, hogy ha egy csoport valamely a, b elemeire
és valamely m,n € Z kitevékre ba = a™b", akkor az a™b" 2, a™ 2" és
ab™! elemek rendje azonos.

4.12. Feladat. (Megoldotta Endre) Bizonyitsa be, hogy minden S,-beli
permutéacioé rendje egyenlS a paronként idegen ciklusok szorzataként tor-
téng elallitasaban fellepd ciklusok hosszainak legkisebb kozos tobbszo-
rosével.

4.13. Feladat. Mutassa meg, hogy tetsz6leges kK € NU {co} esetén van
olyan csoport és abban két olyan masodrendi elem, amelyek szorzatanak
rendje k.

4.14. Feladat. Igazolja, hogy ha n-nek van két kiilonb6z6 paratlan prim-
osztoja, akkor az R, csoport minden elemének rendje kisebb ¢(n)-nél.
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4.15. Feladat. Tetsz6leges k € NU {oo} esetén adjon meg az SL(R, 2)
csoportban k rendi elemet.

5. RESZCSOPORTOK

5.1. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna, Endre) Dontse el, hogy részcso-
portot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott GG csoportban:
(1) G=Z, H={k€Z:6|k};
(2) G=2Z, H={ke€Z:2|kvagy 3| k};
(3) G=C*, H={ceC*: " =1 valamely n € N-re};
(4) G = Sy, H az Osszes transzpoziciok halmaza Sy-ben;
(5) G = Zs, H = Ry.

5.2. Feladat. Bizonyitsa be az alabbi allitasokat, vagy adjon rajuk el-
lenpéldat.
(1) Tetsz6leges G csoport minden H, K részcsoportjara H U K < G.
(2) Tetszoleges G csoport minden H, K részcsoportjara H N K < G.
(3) Tetszdleges G csoport minden H, K részesoportjara H A K < G,

5.3. Feladat. (Megoldotta Endre) Hatarozza meg a G csoport A rész-
halmaza altal generalt részcsoportjat:

(1) G = Zu, A= {1},

(2) G =127, A=1{6,10,15},

(3) G = Dyy, A= {da? at},

(4) G=8;, A={(123),(12)(34)}.

5.4. Feladat. Hatarozza meg a G csoport A részhalmaza altal generalt
részcsoportjat:

(1) G={e:e® =1}, A={cosf +isinZ},

(2) G = Zgo, A= {671—5}7

(3) G = D¢, A= {a? at},

(4) G=S4, A={(123),(12)(34)}.

5.5. Feladat. (Megoldotta Endre, Péter) Dontse el, hogy ciklikusak-e az
alabbi csoportok vagy sem:

(1) 537

(2) R137

(3) Rys.

5.6. Feladat. Adjon meg 1,2, illetve 3 elem minimalis generatorrend-
szert az alabbi csoportokban (ha létezik).

(1) Z'187

(2) Ss.

5.7. Feladat. Hatarozza meg az aldbbi csoportok Osszes részcsoport-
jat, valamint rajzolja fel annak a részbenrendezett halmaznak a Hasse-
diagramjat, amelyet a részcsoportok halmaza alkot a szokisos tartalma-
zasra nézve.
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5.8. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Mutassa meg, hogy a C* csoport-
ban részcsoportot alkot a kévetkezd halmaz:

Eyo = {u e C":van olyan k € Ny, amelyre ' =1 }  (p primszam).

5.9. Feladat. Hatarozza meg a G csoport A részhalmaza altal generalt
részcsoportjat:

(1) G=S5, A={(123),(345)},

(2) G=Q, A= {%, %,%}
5.10. Feladat. (Megoldotta Péter) Dontse el, hogy ciklikusak-e az alabbi
csoportok vagy sem:

(1) A37

(2) R187

(3) Ds.

5.11. Feladat. Adjon meg 1,2, illetve 3 elemii minimalis generatorrend-
szert az alabbi csoportokban (ha létezik).

(1) D,

(2) Q-

5.12. Feladat. Hatarozza meg az alabbi csoportok &sszes részcsoport-
jat, valamint rajzolja fel annak a részbenrendezett halmaznak a Hasse-
diagramjat, amelyet a részcsoportok halmaza alkot a szokasos tartalma-
zasra nézve.

(1) A47

(2) Q-

5.13. Feladat. Igazolja, hogy S,, minden részcsoportjidban vagy minden
permutéicié paros, vagy a permuticioknak pontosan a fele paros.

5.14. Feladat. (Megoldotta Péter) Igazolja, hogy barmely G csoportra
és barmely H, K < G-re H U K pontosan akkor részcsoport, ha H C K
vagy K C H.

5.15. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Mutassa meg, hogy minden Abel-
csoport

(1) véges rendii elemeinek halmaza,
(2) legfeljebb masodrendi elemeinek halmaza

részcesoportot alkot. Adjon példat olyan Abel-csoportra, melyben a leg-
feljebb harmadrendii elemek nem alkotnak részcsoportot.

5.16. Feladat. Adjon példat olyan G csoportra és annak olyan H, K
részcsoportjara, amelyekre H K nem részcsoportja G-nek.
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5.17. Feladat. Igazolja, hogy ha H egy G csoport véges részhalmaza és
H? = H, akkor H részcsoport G-ben.

5.18. Feladat. Mely n > 3 természetes szamok esetén generatorrendsze-

re az
{(123),(12...n)}
halmaz az S,, csoportnak?

5.19. Feladat. Igazolja, hogy barmely
(1) n > 2-re S,-nek,
(2) p primszamra Ly, -nek

van kételemii generatorrendszere.

5.20. Feladat. Mutassa meg, hogy ha egy G csoport generatorelemei
felcserélhetGk egymassal, akkor G Abel-féle.

5.21. Feladat. Mutassa meg, hogy ha egy G csoport nem Abel-féle, de
minden valodi részcsoportja Abel-féle, akkor G-nek van kételemi genera-
torrendszere.

5.22. Feladat. Igazolja, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha
véges sok részcsoportja van.

5.23. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a Q csoport minden végesen generalt
részcsoportja ciklikus, és adjon meg olyan valodi részcsoportjat, amely
nem ciklikus.

5.24. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az Ep~ (p primszam) csoport minden
valodi részesoportja ciklikus.

5.25. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a Q csoportnak, valamint az E,« (p
primszam) csoportoknak nincs minimalis generatorrendszere.

5.26. Feladat. Tetsz6leges n > 3 esetén hatarozza meg a D,, csoport
0sszes 1részcsoportjat.

6. IZOMORFIA ES NORMALOSZTOK

6.1. Feladat. (Megoldotta Péter, Zsuzsanna javitja) Dontse el, hogy
létezik-e olyan ¢ homomorfizmus, amely teljesiti a megadott feltételt:
(1) p: Z — S5, 5p = (12 3),
(2) ¢: Zg = Ly, 20 =2,
(3) @: Zyo — Zs, 3¢ =2,
(4) ¢: Q@ =V, ip=(13)(24).
6.2. Feladat. Dontse el, hogy létezik-e
(1) Zys — Zs,
(2) V — Z4,
(3) D4 — S4

nemtrivialis, sziirjektiv, illetve injektiv homomorfizmus.
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6.3. Feladat. Hatarozza meg az 0sszes
(1) Zao — Zas,
(2) D4 — Z4

homomorfizmust.

6.4. Feladat. (Megoldotta Péter és Endre) Déntse el, hogy izomorfak-e
egymassal az alabbi csoportok:

( ) Rﬁ és R4,

(2) Ris és Zs;

(3) Dyés Q
(4) a kor smmmetnacsopor@a és C*,
(5) a kor mozgascsoportja és az 1 abszolut értékid komplex szamok
multiplikativ csoportja.

6.5. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Adja meg az alabbi G csoportok
g elemének képét a csoport Cayley-féle abrazolasanal:

(1) G=1Zs, g=14,

(2) G = 537 9= (1 2)7

(3) G = D¢, g = a’t,

4) G=7, g=—2.

6.6. Feladat. Hatarozza meg az Gsszes S3 — Sy injektiv homomorfiz-
must.

6.7. Feladat. Jelolje D, az alabbi alakzat szimmetriacsoportjat:
- TTTTTTTTTTTTT ---

Tetsz6leges n > 3 egész esetén adjon meg sziirjektiv D, — D, homo-
morfizmust.

6.8. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Legyen G tetszéleges csoport, és
jelolje ¢: G — Sg a G csoport Cayley-abrazolasat. Mutassa meg, hogy
a G permuticidécsoport rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

(1) tetszoleges m € Gy \ {id} permutacié mozgatja G Osszes elemét,
azaz gmw # g az Osszes g € G elem esetén,

(2) tetszéleges g, h € G elemekhez létezik olyan m € Gy permutacio,
amelyre gm = h.

6.9. Feladat. (1) Mi a sziikséges és elegendo feltétele annak, hogy
létezzen Z,, — Z, nemtrivialis, injektiv, illetve sziirjektiv homo-
morfizmus?

(2) Adja meg az osszes Zy, — Z, homomorfizmust.

6.10. Feladat. Adjon meg két kiilonb6z6 n pozitiv egészre olyan n-
edfokt permutéciocsoportot, amely izomorf D4-gyel, és amelyben tet-
sz6leges k,l € {1,...,n}-hez van olyan permutacio, amely k-t [-be viszi.

6.11. Feladat. Dontse el, hogy izomorfak-e egyméssal az alabbi csopor-
tok:
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(1) Q* és (Z[z]; +),
(2) Q és Q.

6.12. Feladat. Milyen m,n > 3 egészekre tartalmaz S, a Z,, illetve D,
csoporttal izomorf részcsoportot?

6.13. Feladat. Adjon meg olyan részcsoportot a GL(RR,2) csoportban,
mely izomorf az aldbbi csoporttal:

(1) S3>

(2) D47

(3) C*.

6.14. Feladat. Hatarozza meg a megadott G csoport H részcsoportja
szerinti jobb, illetve bal oldali mellékosztalyozéast, és dontse el, hogy H
normaéloszto-e:

(1) G =[a], H = [a%], ahol o(a) =n € N, d | n,

(2) G =D, H = [at], ahol n € N, n > 3,

(3) G = Dy,, H=[a"], aholn € N, n > 2

(4) G=S4, H=V,

(5) G = Sy, H az {1,2} halmazt 6nmagaba képezd permutéaciok rész-
csoportja.

6.15. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha H, K < G olyan véges részcso-
portok, amelyek rendje egymashoz relativ prim, akkor H N K = {1}.

6.16. Feladat. (Megoldotta Endre) Hatarozza meg a G csoport A rész-
halmaza altal generdlt normalosztojat:

(1) G=258, A= {(1 3)(2 4>}7

(2) G = D67 A= {CL},

(3) G = D¢, A ={a’},

(4) G = D@, A= {at},

(5) G=Q, A={i}.

6.17. Feladat. Hatarozza meg a Dg, Q) és S, csoport Osszes normal-
osztojat és Osszes faktorcsoportjat, és dontse el, hogy a faktorcsoportok
koziil melyek izomorfak, illetve melyek nem izomorfak egymassal.

6.18. Feladat. Igazolja, hogy ha a G csoport K részhalmaza valamely
részcsoport szerinti bal oldali mellékosztély, akkor G-nek van olyan rész-
csoportja is, amely szerint K jobb oldali mellékosztaly.

6.19. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden 2n rendd Abel-csoport, ahol
n paratlan szam, pontosan egy masodrend( elemet tartalmaz.

6.20. Feladat. Izomorfia erejéig hatarozza meg az Gsszes legfeljebb ha-
todrendd csoportot.

6.21. Feladat. (Megoldotta Péter) Mutassa meg, hogy az A4 csoportban
nincsen hatodrendi részcsoport.
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6.22. Feladat. Igazolja, hogy tetsz6leges G csoport esetén InnG < AutG.

6.23. Feladat. Keressen (minél kisebb elemszami) olyan G csoportot,
amelyben vannak olyan M, N részcsoportok, amelyekre M <« N, N < G,
de M nem normaloszt6 G-ben.

6.24. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a H részcsoport indexe a G cso-
portban 2, akkor G \ H minden eleme paros rendd.

6.25. Feladat. Igazolja, hogy véges csoportban minden konjugaltsagi
osztaly elemszama osztja a csoport rendjét.

6.26. Feladat. Legyen G véges csoport, N pedig normaloszt6 G-ben.
Jelolje G konjugaltsagi relaciojanak N-re valo megszoritasat ~, N kon-
jugaltsagi relaciojat pedig ~. Bizonyitsa be, hogy ~ C ~, és az egy ~-
osztalyban 1év6 ~~-osztalyok elemszama azonos.

6.27. Feladat. Keresse meg a D,, (n > 3) csoport 0sszes valodi nem-
trividlis normaloszt6jat, és minden esetben hatarozza meg, hogy milyen
Jsmert” csoporttal izomorf a szerinte vett faktorcsoport.

7. LINEARIS ALGEBRA, ORTOGONALIZACIO

7.1. Feladat. (Megoldotta Endre és Zsuzsanna) Igazoljuk, hogy tetszo-
leges euklideszi tér minden u és minden v vektorara

(1) Ju = ol + flu+ o] = 2(al? + o]);

(2) 2(u,v) = [Ju+v]]* = [lul® = [Jo]l*;

(3) ha |jul| = ||v]|, akkor u — v L u + v.

7.2. Feladat. (Megoldotta Péter) Hajtsuk végre a Gram-Scmidt-ortogonalizaciot
az alabbi linearisan fiiggetlen vektorrendszereken!

(1) (1,0,0),(2,3,0),(1,6,1),

(2) (1,6,1), (1,0, )( ,3,0),

(3) (1, 171)7( )(44 -1),

(4) (1,1,-1,1), ( ,0),(2,-1,3,2),

5) (11129, (0,30,1),(0,23.0,7

7.3. Feladat. Adjunk meg ortonormalt bazist az alabbi alterek ortogo-
néalis kiegészit§jében.

(1) [(1,1,-1),(1,2,1)] <R3,

( ) [( 1a171)7(1727_171>7(2717072)} §R47

(3) [(1,-1,0,1),(1,2, -1, 1)] <R,

(4) {(xl,xQ,xg,x4) T1+2Ty+ 23— 24 = T —To+a3— 14 = 0} < RL

C stz

7.4. Feladat. Legyen A az R? euklideszi tér ¢ lineéris transzformécioja-
nak matrixa a kanonikus bazisban. Hatarozzuk meg a vp* vektort.
1 -1 2
(HA=| -1 0 2 |,v=(1,2,2);
1 1 2
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~1 1 0
2 A= 1 -1 2|, v=(=1,1,1).
2 1 2

7.5. Feladat. Dontsiik el az alabbi allitdsokrol, hogy igazak, illetve
hamisak-e. Valaszunkat minden esetben indokoljuk!

1) Minden ortogonélis vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

2) Ha két altér ortogonalis, akkor az Gsszegiik direkt Gsszeg.

3) Onadjungalt linearis transzformacié métrixa szimmetrikus.

4) Ortogonalis transzformécio valos sajatértékei 1 abszolut értékiek.

5) Az ortogonalis transzforméciok éppen a bijektiv lineéris transz-
forméciok.

(6) Ortogonalis transzformacio méatrixanak determinansa egy.

(
(
(
(
(

7.6. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Legyen a ¢;: R® — R3 linearis
transzformécié matrixa a standard bazisban A;. Adjuk meg az R?® euk-
lideszi térnek egy, a ¢; sajatvektoraibol allo ortonormalt bazisat. (A
sajatértékei: 1,4)

210 2 -1 1
120, A=[-1 2 -1
0 01 1 -1 2

A1:

7.7. Feladat. Az el6z6 feladatban szerepld A; € R™ ™ szimmetrikus mét-
rixokhoz keressiink olyan B; ortogondlis métrixokat, melyekre B;'A;B;
diagonalis.

7.8. Feladat. Hajtsunk végre f6tengelytranszforméciot az alabbi kvad-
ratikus alakokon:

(1) —4xy29 + 27123 + 322 — 4913,

(2) —2z129 + 27173 + X3 + 2913 + 423

7.9. Feladat. (Megoldotta Péter) Egészitsiik ki az (1,—1,1,1) vektor-
rendszert olyan ortogonalis rendszerré, melyben minden koordinata egész
szam (minél egyszertibben).

7.10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden, legalabb két dimenzios
euklideszi térben végtelen sok ortonormalt bazis van.

7.11. Feladat. Adjunk meg R2-ben végtelen sok olyan vektort, amelyek
koziil barmely kettd linearisan fiiggetlen, de semelyik kett§ sem ortogo-
nalis.

Legyen V egy n-dimenzios euklideszi tér. Adjunk meg V-ben végte-
len sok olyan vektort, amelyek koziil barmely n linearisan fiiggetlen, de
semelyik ketté sem ortogonélis.

7.12. Feladat. (Megoldotta Zsuzsanna) Legyen V euklideszi tér, U < V/
és v € V. Mutassuk meg, hogy U +v = {u +v:u € U} pontosan egy
U-ra meréleges elemet tartalmaz, és ez az elem éppen U + v legrévidebb
eleme.
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7.13. Feladat. (Megoldotta Endre) Hatarozzuk meg a sikon az y = x
egyenesre valo meréleges vetités, illetve tiikrozés adjungaltjat.

7.14. Feladat. Legyen ¢ € L(V) linearis transzformécio. Igazoljuk,
hogy ekkor
Ker ¢* = (Im @) és Im ¢* = (Ker p)*.

7.15. Feladat. Mutassuk meg, hogy euklideszi tér ¢ linearis transzfor-
mécidjara az alabbi feltételek barmelyike kovetkezik a masik kett&bdl.
(Mely -k teljesitik mindharom feltételt?)

(1) ¢ onadjungalt,

(2) ¢ ortogonalis,

(3) p? =id.

7.16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely A € R3,3 ortogonalis mét-
rixhoz létezik olyan P € R3.3 és B € Ryyo ortogonalis métrix, amelyre

i, (10
par- (1 0)

A lehetséges B matrixok meghatarozasa utan fogalmazzuk meg a fenti
allitds geometriai jelentését.

7.17. Feladat. (Megoldotta Péter) Hany egész szamokbol allo 3 x 3-as
ortogondlis matrix van?

7.18. Feladat. Legyenek o, 1 linearis transzformaciok. Dontsiik el az
alabbi allitasokrol, hogy igazak-e. (Amennyiben igazak, igazoljuk Gket,
amennyiben nem, adjunk rajuk ellenpéldat.)

(1) Ha ¢ és ¢ ortogonalis, akkor ¢ + 1) is az.

(2) Ha ¢ és 1 ortogonalis, akkor ¢ is az.

(3) Ha ¢ ortogonalis, de 1 nem, akkor ¢ sem ortogonalis.

8. IZzOMORFIA ES NORMALOSZTOK 1.

A 6. feladatsorbol harom még meg nem beszélt feladat megoldasa.

9. GYURUK

9.1. Feladat. Igazolja, hogy tetszGleges A Abel-csoport esetén A en-
domorfizmusainak (azaz 6nmagaba mend homomorfizmusainak) halmaza
gytrit alkot a kovetkezd Osszeadasra és a szokasos leképezésszorzasra
nézve:

alp+¢) =ap+ayp (a€A).
Ez a gytirti az A Abel-csoport endomorfizmusgyirije.

9.2. Feladat. Déntse el, hogy a megadott R gytirtiben az [ halmaz rész-
gytrtt, illetve idedlt alkot-e.

(1) R =127, I a paratlan egész szamok halmaza,

(2) R="7Z, I a pozitiv egész szimok halmaza,
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3) R=12[i], I =Z,
(4) R=12[i], I ={a+bi:abe 27}

(5) R="1Zlz|, I ={f € Z[z] : f(1) =0},
(6) R="Zlz|, I ={f € Z[z]: f(0) =1},
(7) R=2Zlx], I ={f €Z[z]:2| f(0)},
(8) R="2Zlz], I ={f € Z[z]: f(0) #1}.

9.3. Feladat. Dontse el az alabbi leképezésekrdl, hogy gytirthomomorfiz-
musok-e.

(1) Z —» Z,k — 4k,
(2) ZG — ZQ7E — E,
(3) Qlz] = Q, f = f(0),
(4) Z[z] = Za, f = (1),
(5) R**? - R, M — |M].

9.4. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi gytrik nem izomorfak egy-
massal:

(1) ZIV2) és ZIV3),

(2) R és C.

9.5. Feladat. A 3. Feladatban megadott R gytrtk esetében, ahol a meg-
adott [ részhalmaz ideal, adja meg az R/I faktorgytiri elemeit és mive-
leteit (mivelettablazattal vagy mas modon).

9.6. Feladat. Adja meg a kdvetkez6 homomorfizmusok magjat, és fogal-
mazza meg, mi adédik a homomorfiatétel alkalmazasaval:

(1) a 4. Feladatbeli homomorfizmusok,

(2) ¢: Qz] = Qly, fo = f(2y),

(3) o: Zylx] — Zy™, ahol fi» az f polinomhoz tartozé polinom-
fiiggveny. (Itt Zy™ az a gyftirti, amelynek alaphalmaza az Gsszes
Ly — 7o leképezésbol all, a miiveletek pedig a pontonkénti Ossze-
adés és szorzas.)

9.7. Feladat. Bizonyitsa be az aldbbi izomorfidkat:
(1) Zyn/(d) = Zg, ha d | n,
(2) Z[z]/ (n) = Znx],
(3) Rz,yl/ (z —y) = Rz].

9.8. Feladat. Dontse el a kivetkez6 allitasokrol, hogy igazak-e. Allitasat
minden esetben igazolja.

(1) Zérogytirt minden, az Gsszeadésra és kivonasranézve zart nemiires
részhalmaza ideél.

(2) A legfeljebb 5-6dfokt polinomok halmaza részgytird Z[z]-ben.

(3) A Z[i] gyftirtinek Z idealja.

(4) Ha ¢: R — T homomorfizmus az R és T gyirik kozott, akkor
im ¢ ideal T-ben.
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(5) Barmely ¢: Z — R homomorfizmust egyértelmiien meghatarozza
1.

9.9. Feladat. Legyen R olyan kommutativ, egységelemes gytir(i, melyben
az egységelem additiv rendje a p primszam. Igazolja, hogy ekkor barmely
a,b € R esetén

(a+ b)Y =aP + V.

9.10. Feladat. Megadhato-e a Z gytirtiben olyan részhalmaz, amely zart
az Osszeaddasra és a kivondsra, azonban a szorzasra nem?

9.11. Feladat. Hatarozza meg a Z[x] gyftiriiben
(1) az x—1 polinom é&ltal generalt részgyfirit (azaz a legsziikebb olyan
részgytrit, amely tartalmazza x — 1-et);
(2) az x és x — 1 polinom Aaltal generalt részgyfiriit;
(3) az # — 1 polinom altal generalt idealt (azaz a legsziikebb olyan
idealt, amely tartalmazza x — 1-et).

9.12. Feladat. Adjon meg két kiilonb6z6 valodi nemtrivialis balidealt és
két kiilonboz6 valodi nemtrivialis jobbidealt az R2*? gytirtiben.

9.13. Feladat. Egy (R;+,-) egységelemes gytiri alaphalmazan definial-
juk a kévetkezd miiveleteket: a®b = a+b—1és aob = a+b—ab (a,b € R).
Bizonyitsa be, hogy (R; ®, o) is gytirt, és izomorf az (R; +,-) gytriivel.

9.14. Feladat. Legyen A az R gyfird tetsz6leges részhalmaza. Igazolja,
hogy az A halmaz altal generalt ideal (azaz az A-t tartalmazé legszii-
kebb ideal) megegyezik az A U RAU AR U RAR halmaz altal generalt
részgytrivel.

9.15. Feladat. Adjon meg olyan R gytiriit és abban olyan nemtrivialis S
részgylrt, ahol R és S is egységelemes, de ez a két egységelem kiilonb6z6.

9.16. Feladat. Milyen ,ismert” gytriivel izomorf a Z, Z,,, illetve Zy X Zo
csoportok endomorfizmusgytrtje?

9.17. Feladat. Tetsz6leges p primszam esetén igazolja, hogy
(1) barmely két p elemii zérogytird izomorf egyméssal, és
(2) minden p elemi gytird vagy zérogytrd, vagy izomorf Z,-vel.

9.18. Feladat. Legyen R olyan végtelen gy(ri, amelynek additiv cso-
portja ciklikus. Igazolja, hogy ha R nem zérogytrt, akkor R a dZ (d € N)
gytrik koziil pontosan eggyel izomorf.
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9.19. Feladat. Legyen R az n X n-es fels§ triangularis valés matrixok
halmaza, T" pedig az als6 triangularisoké.

(1) Igazolja, hogy R és T részgytirtije R"*"-nek, és ez a két részgytri
anti-izomorf egymaéssal, azaz létezik olyan ¢: R — T bijekcio,
amelyre barmely A, B € R esetén (A+ B)p = Ap+ By, valamint
(AB)p = By - Ap.

(2) Izomorf-e R és T

9.20. Feladat. Izomorf-e egymassal a Q[z]/(z*—1), Q[z]/(z*—2), illetve
Qlx]/(x? — 4) gytird?

9.21. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges p primszam esetén az Zpr
gytri (azaz az Osszes Z, — 7Z, leképezésbdl allo halmaz a pontonkénti
Osszeadassal és szorzassal) izomorf a Z,[x] polinomgytrid valamely fak-
torgytrtijével.

10. JORDAN-NORMALALAK

10.1. Feladat. Legyen a ¢: R™ — R"” lineéris transzforméacié matrixa a
standard béazisban A. Adjunk meg bazist a v vektort tartalmazé legszii-
kebb invarians altérben, valamint szamitsuk ki a v vektor rendjét (a ¢
linearis transzforméaciora vonatkozoan).

3 5 -1
(1)A={( -1 =2 0 |,v=(1,2,-1);
0O 0 -1
-1 1 0
2 A= 1 01 = (1,1,0);
-1 2 1
-1 1 0
(3) A= 1 01 ],v=(0,1,1);
-1 11
3 5 3 -4
wa=| 27 0 e=20-).
o 0 -1 1

10.2. Feladat. Igazoljuk, hogy lineéris transzformaci6 sajatalterei inva-
ridns alterek. Mutassuk meg, hogy invaridns alterek Osszege is invarians
altér.

10.3. Feladat. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan Q feletti Jordan-matrixot,

amely

(1) 4 x 4-es és minimalpolinomja (z + 1)?

)

(2) 6 x 6-0s és minimalpolinomja (z + 2)*(z — 1),
(3) 7 x T-es és minimalpolinomja (z + 1)(z — 3),
(4) 6 x 6-0s és karakterisztikus polinomja (z* — 1)(2* — 1).

)
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10.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok Q, R és C feletti
Jordan-normalalakjat:

0 10 —2 1
A:(gé), B:(_O4 _12) c=(-440]|, D= 0 -1
21 2 11
21 0 54 0 R
E=| 64 3| Fr=|-65 0| c=
32 —2 2 2 1 0001
00 10

10.5. Feladat. Lehetnek-e egy valos matrix invarians faktorai a kovet-
kezok? Ha igen, adjuk meg a méatrix Jordan-normélalakjat.
(1) 17 L, 17 (LL’ - 2)27 (.T - 1)('T2 to+ 1)7
(2) 1,1, (iL’ - 2)7 (.I' o 2)(1‘ o 1)7
(3) 1,1, (x — 1), (x — 1)(2* + 22 — 2),
(4) 1,(z—3),(x — 3%, (z —3)3(z* + . + 1),
(5) 1,1,1,1, (x —v2), (z — V2)?, (z — vV2)%(2? — x + 10).

10.6. Feladat. Dontsiik el az alabbi kérdésekrol, hogy igazak, illetve
hamisak-e.

(1) Ha egy matrix minimélpolinomja 3, akkor determinansa 0.

(2) Ha egy matrix minimélpolinomja x® — 1, akkor sajatértéke az 1.

(3) Ha egy matrix invarians faktora az (r — 1)3, akkor nem diagona-
lizdlhat6 semilyen test felett sem.

(4) Ha egy matrix elemi osztoja az x?, akkor nem diagonalizalhato
semilyen test felett sem.

0 1 O

(5) A 2 —1 0 | matrix Jordan-normalalakia Q felett.
0 0 1
1 1 0

(6) Al 0 —1 0 | matrix Jordan-normélalaka Q felett.
0 0 1

(7) Barmely komplex matrix Jordan-normélalakjaban csak a foatlo-
ban, illetve kozvetleniil a f64tl6 felett lehetnek nullatol kiilénb6zo
elemek.

(8) Racionalis matrix Jordan-norméalalakjaban a foatlotol tetszolege-
sen messze lehetnek nullatol kiilonbo6zo elemek.

10.7. Feladat. Adjunk meg olyan ¢: R* — R* linearis transzfroma-
ciot (hatarozzuk meg matrixat a standard bézisban), amelyre a v =
(1,—1,1,0) vektort tartalmazé legsziikebb invarians altér 3 dimenzids.

10.8. Feladat. (1) Igazoljuk, hogy ha v € V és ¢ € hom(V,V), ak-
kor az {u € (v) |up = u} altér legfeljebb egy dimenzios.
(2) Adjunk példat olyan v vektorra és ¢ linearis transzformaciora,
amelyre nézve a fenti altér egy illetve nulla dimenzios.
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10.9. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok C feletti Jordan-nor-
maélalakjat:

12 3 .- n 10 0 0
01 2 -+ n-—1 1 2 0 0
A= 1 2| B=| o S
0 0 1 2 1 2 n—1 0
0 0 0 1 1 2 n—1 n
1 0 0 ay ay 0 0 ay
0 1 as 0 0 as Qs 0
C= : : : : , D= : : : :
0 agpqr -+ 1 0 0 bop1 -+ boyyy O
Qo 0 e 01 bon 0 0 bon

10.10. Feladat. Tekintsiink tetszoleges A € K™*™ és B € K™*™ métri-
xokat.

(1) Igazoljuk, hogy ha A és B Jordan-norméalalakja rendre M és N,
akkor az (m +n) x (m 4+ n) tipust

(4 5)

matrix Jordan-normélalakja

(0 5)

(2) Hogyan kaphato meg a C' méatrix minimalpolinomja az A és B
méatrixok minimalpolinomjabol?

10.11. Feladat. Igazoljuk, hogy minden négyzetes métrix hasonld a
transzponaltjahoz.

10.12. Feladat. Legyen A € C"*" ¢és a € C.
(1) Mutassuk meg, hogy ha az A métrix Jordan-normaélalakja M,
akkor az A + aF matrixé M + aF.
(2) Hatarozzuk meg az elozd észrevétel alkalmazasaval az alabbi mat-
rix Jordan-normalalakjat:

a 01 0 - 0
0O a0 1 -+ 0
0 0 a O '
S S S P |
000 - a O
000 -+ 0 «

10.13. Feladat. Lassuk be, hogy tetszoleges A, B € Q™™ maétrixokra
ekvivalens az alabbi két feltétel:
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(1) Létezik olyan Q € Q méatrix, amelyre: Q~1AQ = B.
(2) Létezik olyan C' € C matrix, amelyre: C~'AC = B.

10.14. Feladat. Legyen K tetszoleges test és A € K™*" pedig olyan
méatrix, amelyre

(1) A% = A;

(2) A2=F.
Hatarozzuk meg A Jordan-normaélalakjat. Ez alapjan adjuk meg az A-hoz
tartozo linearis transzformaciok ,,geometriai” jelentését.

10.15. Feladat. Legyen K tetszoleges test és A € K™*" pedig olyan
méatrix, amelynek valamely hatvanya a 0 matrix.

(1) Igazoljuk, hogy ekkor A™ = 0.

(2) Hatarozzuk meg A Jordan-normalalakjat.

10.16. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az A € C™*" maétrix valamely
hatvanya az egységmatrix, akkor A hasonlé egy diagonélis méatrixhoz,
melynek foatlojaban egységgyokok allnak.



