MBN212G: KLASSZIKUS ALGEBRA GYAKORLAT (2014. APRILIS 29.)

Figyelem, mindenki a vezetéknevétél fiiggben csak olyan feladatot oldhat meg, amelynek (mdasodik)
sorszama modulo 3 megegyezik az alabbi tablazatbeli értékkel:

A-Gy: 1,
H-P: 2,
S-T: 3.

Hetente maximum két feladatot lehet beadni {rasban, amelyet utdlag pétélni nem lehet.

1. KOMPLEX SZAMOK

1.1. Feladat. (1 pt.)
Abrézolja a kovetkezO komplex szamokat a Gauss-féle szamsikon, és adja meg a trigonometrikus,
illetve kanonikus alakjukat.
7T _ 77\/52
2 )

2

5m : i DT
4) 2(cos % +isin ).

1.2. Feladat. (1 pt.)

Milyen mértani alakzatot hatdroznak meg a Gauss-szamsikon azon komplex szamok,
(1) melyek abszolit értéke 2,
(2) melyek argumentuma 7/67?

1.3. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg két komplex szam egymashoz viszonyitott helyzetét a Gauss-szamsikon, ha

(1) szorzatuk valds,
(2) osszegiik valds,
(3) hényadosuk valds,
(4) kiilonbségiik valds.
1.4. Feladat. (1 pt.)
Adja meg a kovetkez6 komplex szamokat a kanonikus és trigonometrikus alakban: (1+4)3, (14+/3i)'°,
i/ (L—14), B+1)/(1 =), B+4i)"", Lhiti® 434 477, (M2,
1.5. Feladat. (1 pt.)
Végezze el az alabbi gyokvondsokat:

(1) v3— 44,

@) {5

1.6. Feladat. (2 pt.)
Fejezze ki sin4p és cos by értékét sin ¢ és cos ¢ segitségével.

1.7. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa, hogy

. 1 .
LA sin 7(”2 )Z . gin ne
E sin(jz) = — .
; sin £
j=1 2

1.8. Feladat. (1 pt.)

Keresse meg az alabbi egyenletek 0sszes megoldasat:
(1) 22=z%
(2) ZS = _87
(3) 2% =64,
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(4) 2%+ 2iz = —i.

1.9. Feladat. (2 pt.)
Tetszoleges n > 1 esetére szamolja ki az n-edik egységgyokok Osszegét és szorzatat.

1.10. Feladat. (2 pt.)
Jelolje E,, az m-edik egységgyokok halmazat. Bizonyitsa be, hogy tetszoleges n,m > 1 egészekre
E,.NE, = Elnko(n,m)-

1.11. Feladat. (2 pt.)

Jelolje P, az m-edik primitiv egységgyokok halmazat. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges n,m > 1
egészekre ha ¢ € P,, akkor e™ € P__n

Inko(n,m) -

1.12. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetsz8leges n > 1 egészre E,, = dln P,, és azt, hogy az tnié diszjunkt.

1.13. Feladat. (2 pt.)
TetszOleges n > 1 esetére szamolja ki az n-edik primitiv egységgyokok Osszegét és szorzatat.

1.14. Feladat. (1 pt.)
Mely € egységgyckre lesz 1 + ¢ is egységgyok?

1.15. Feladat. (1 pt.)

Oldja meg a (2 +14)z% + (5 — i)z + (2 — 2i) = 0 egyenletet a komplex szamok halmazan.

1.16. Feladat. (1 pt.)

Abrézolja a komplex szamsikon az |zi| < 1 egyenlStlenséget kielégité z komplex szamok halmazat.

1.17. Feladat. (1 pt.)
Abrazolja a komplex szdmsikon a 0 < arg (z + i) < 7/3 egyenlStlenséget kielégits z komplex szamok
halmazat.

1.18. Feladat. (1 pt.)
Abrézolja a komplex szdmsikon az Im (Z(1+4)) > 1 egyenlStlenséget kielégité = komplex szdmok
halmazat.

1.19. Feladat. (1 pt.)
Abrézolja a komplex szdmsikon a Re (22) < 1 egyenlotlenséget kielégité z komplex szamok halmazat.

2. ALGEBRAI STRUKTURAK

2.1. Feladat. (1 pt.)
Gylr(it, integritdstartomdnyt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokdsos Osszeaddssal és
szorzdssal)?
{a+bi:a,b€Z, apiros}
2.2. Feladat. (1 pt.)

Gyfriit, integritdstartoményt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokdsos Osszeaddssal és
szorzéssal)?

Q(v2) = {a+b\/§:a,b€ Q}
2.3. Feladat. (1 pt.)

Gylriit, integritdstartomdnyt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokdsos Osszeaddssal és
szorzdssal)?
V3

1
Zwl={a+bw:a,beZ}, w:_§+7i

2.4. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy tetszéleges nemiires S C R esetén ekvivalens az alabbi két feltétel.

(1) Va,be S:a+beSés—acs
(2) Va,be S:a—be S
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2.5. Feladat. (2 pt.)
Hatérozza meg a Z [w] gyliril egységeit (ldsd a 2.3. feladatot).

2.6. Feladat. (2 pt.)
Keressen egy +1-t6l kiilonbo6z6 egységet a Z [ﬁ] gylriiben, majd ennek segitségével konstrudljon
meg végtelen sok egységet.

2.7. Feladat. (2 pt.)
Hatarozza meg a véges tizedestortek gytiriijének egységeit.

2.8. Feladat. (2 pt.)
Definidljunk egy tujfajta Osszeadast és egy tujfajta szorzast a valds szamok halmazén: legyen a ® b =
a+b—1ésa®b=a+b— ab. Igazolja, hogy az (R; ®,®) struktira test.

2.9. Feladat. (2 pt.)
Legyenek a és b pozitiv egész szamok. Mutassa meg, hogy ha a-t b-vel osztva a maradék r, akkor
(% —1)-et (xb — 1)—gyel osztva " — 1 lesz a maradék. Ezen megfigyelés segitségével bizonyitsa be,

hogy 2% — 1 és 2¥ — 1 legnagyobb kozos osztéja (*?) — 1 (mondjuk az R [z] polinomgytirtiben).

2.10. Feladat. (1 pt.)

valamelyike legyen.)

2.11. Feladat. (1 pt.)

Szémitsa ki a Zi; testben a 8 +5, 8 — 5, 8-
valamelyike legyen.)

2.12. Feladat. (1 pt.)

Szdmitsa ki a Z7 testben a 3+5, 3—5, 3-5, 5/3, 3°, 5 elemeket. (Az eredmény 0,1, . . ., 6 valamelyike
legyen.)

2.13. Feladat. (1 pt.)
Keresse meg az x3 = 1 egyenlet dsszes megolddsit a Zs, illetve a Zs testben.

2.14. Feladat. (1 pt.)
Keresse meg az 3 = 2 egyenlet dsszes megolddsit a Zs, illetve a Z; testben.

2.15. Feladat. (1 pt.)

Keresse meg az 23 = 3 egyenlet dsszes megolddsit a Zy, illetve a Zq; testben.

2.16. Feladat. (1 pt.)
Végezzen maradékos osztdst az f = % + 1, g = 222 — 32 + 2 € Zs|x] polinomokon.

2.17. Feladat. (1 pt.)
Hatérozza meg az f = 2* + 2% + 22 + 1, g = 2% + 1 € Zy[z] polinomok legnagyobb kozds osztdjét, és
adja meg az fu+ gv = (f, g) egyenlet egy megolddsit.

2.18. Feladat. (1 pt.)

Szémitsa ki az f = 2* + 23 + 222 + 32 — 3, g = 2* + 23 + 22 + 32 — 6 polinomok legnagyobb kozos
osztéjat, majd ennek segitségével hatarozza meg f és g kozos gyokeit, és végiil kiilon-kiillon f és g
Osszes gyokét.

5, 5/8, 8°, 5° elemeket. (Az eredmény 0,1,...,10

3. INTEGRITASTARTOMANYOK
3.1. Feladat. (1 pt.)
Oldja meg az R [z] polinomgyfirfiben az 22 - f = 2% — 2x (mod x> + 33) kongruencidt. (Figyelem: nem
x az ismeretlen, hanem f!)

3.2. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a 8 + i és 4 — 2¢ Gauss-egészek legnagyobb ko6zos osztdjat.

3.3. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a 2 és 3 + 3¢ Gauss-egészek legnagyobb kozos osztdjat.
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3.4. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a 4 — 2i és 2 — 2i Gauss-egészek legnagyobb kozos osztdjat.

3.5. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be, hogy az aldbbi I halmaz idedl a Z [z] gytiriiben.

I={apz" +---+a1x +ag € Z[x] : ap paros} .

3.6. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli ideal nem féideal.

3.7. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be, hogy az aldbbi I halmaz idedl a Z [\/—5 gylriiben.

I:{aer\/jSEZ[\/TE)] ta=b (m0d2)}.

3.8. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli ideal nem féideal.

3.9. Feladat. (1 pt.)
Hatérozza meg az egész szdmok gyliriijében az I = (18)N(30) idedlt. (Mivel Z f8idedlgylir(i, van olyan
g egész szém, amelyre I = (g). Ezt a g generatort kell megtaldlni.) Hogyan lehetne éltaldnositani?

3.10. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetszdleges z komplex szamra az

I:{kEZ:zkzl}
halmaz idedl az egész szamok gytirtijében, tovabba amennyiben z primitiv n-edik egységgyok, akkor
I=(n).

3.11. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges a komplex szdmra az aldbbi halmaz idedl a C [z] gylir(iben és adja
meg egy generatorelemét.

I={feClz]: f(a) =0}.

3.12. Feladat. (1 pt.)

Ellenérizze, hogy a korldtos valds szdmsorozatok gytiriit alkotnak (a szokédsos tagonkénti Gsszeaddssal
és szorzassal), majd mutassa meg, hogy a nulldhoz konvergdl6 sorozatok idedlt alkotnak ebben a
gytiriben.

3.13. Feladat. (1 pt.)
Irja fel a Zy [x]/ (:c + x4+ 1) négyelemii test 6sszeadd- és szorzdtablajat.

3.14. Feladat. (1 pt.)
frja fel a Zy [2] / (2* + 2 + 1) nyolcelemfi test Gsszeadd- és szorzétablajat.

3.15. Feladat. (1 pt.)
Irja fel a Zs [2] / (2% + 1) kilencelem test Gsszeadd- és szorzotdblajat.

3.16. Feladat. (1 pt.)
Hatdrozza meg a Zs [z] / (z* 4+ 1) kilencelemii testben az a - b, a/b, b/a elemeket, ahol a = T és
b=z+1.

3.17. Feladat. (1 pt.)
Hatdrozza meg a Zs [z] / (z? + 1) kilencelemi testben az a - b, a/b, b/a elemeket, ahol a = 2z és
b=z+2.

3.18. Feladat. (1 pt.)
Hatdrozza meg a Zs [z] / (2® + 1) szézhuszondtelem testben a 2z2 — 3z + 2 elem reciprokét.
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4. TEST FELETTI POLINOMGYURUK

4.1. Feladat. (1 pt.)

Végezze el az alabbi maradékos osztast a megadott polinomgytriiben:
(1) R[z]-ben (z* — 1022 4 1) : (2% — 22z — 1),
(2) Zs[x]-ben (25 +22* — 22—z +1): (22% — 2 — 1),
(3) Zr[z]-ben (32® — 23 =222 + 2 — 1) : (23 — 222 + = — 1).

4.2. Feladat. (1 pt.)

Végezze el az aldbbi maradékos osztdst a megadott polinomgytiriiben:
(1) Cla]-ben (2 —2) : (2 +ix — 1),
(2) Zs[z]-ben (z° + z* + 2% + z) : (z* + 22 + 1),
(3) Zs[z]-ben (2° + 2t + 22 +2) : (2* + 22 + 1),

4.3. Feladat. (1 pt.)

Végezze el az alabbi maradékos osztast a megadott polinomgytriiben:
(1) R[z]-ben (x® — 523 + 5z + 1) : (32® — 2z + 1),
(2) Q[z]-ben (z° —5z® +5x+1): (323 — 2z + 1),
(3) Za[z]-ben (z° + 2* + 22 +z) : (2* + 2% + 1),

4.4. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az alabbi polinomok legnagyobb kozos osztdjat és legkisebb kozds tObbszorosét a
megadott polinomgytiriiben:

(1) 2% — 523 4+ 5z + 1,323 — 22 + 1 € Q[a],

(2) 2+ 1,23 — x € Zs[x],

4.5. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az alabbi polinomok legnagyobb ko6zos osztéjat és legkisebb kozos tObbszorosét a
megadott polinomgytriiben:

(1) 2* —102% + 1,2% — 222 — 1 € R[],

(2) 2% + 2% +22% — 20 + 2, 2% — 22 — 2 € Zs[x).

4.6. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az aldbbi polinomok legnagyobb kozos osztdjat és legkisebb kozos tObbszorosét a
megadott polinomgytiriiben:

(1) iz® —1,2° — 23 + 2% — 1 € Cl[z],

(2) z* + 22 +1,2° + 2* + 22 + z € Zy7],

4.7. Feladat. (1 pt.)
Adja meg az R polinomgyfiriiben a megadott polinomegyenlet Gsszes (u,v) megolddsat, valamint azt
a megoldast, ahol u a lehet6 legkisebb foku.
(1) R=R[z): (z° — 3z* + 222)u + (22* — 2°)v = 5
(2) R="Zsz]): (z* + 22 + Du+ (2° + 2* + 22 + 2)v = 2* + 23 + 2%;
4.8. Feladat. (1 pt.)
Adja meg az R polinomgyfiriiben a megadott polinomegyenlet Gsszes (u,v) megolddsat, valamint azt
a megoldast, ahol u a lehet6 legkisebb foku.
(1) R=Q[z]: (2*+ 223+ 2+ Du+ (z* + 23 — 222 + 22 — 1)v = 23 — 213
(2) R=2Zs[z]: (a®* + 2% +22 —2u+ (23 —222 —2z — 1o =2% +1;

4.9. Feladat. (1 pt.)
Adja meg az R polinomgyfiriiben a megadott polinomegyenlet Gsszes (u,v) megolddsat, valamint azt
a megoldast, ahol u a lehet6 legkisebb fok.

(1) R=Clz): (z —i)u+ (22 + 1)v = 23 +4;

(2) R=Zs[z]: (23 +32% =3z — Du+ (2* + 2% + 3)v = 2.
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4.10. Feladat. (2 pt.)
Legyenek adottak az alabbi polinomok:
= 204 22° — 2% + 223 + 1222 — 22 — 4 € R[z],
x® + 3z + 2i € Clz],
422 +z+1€ Lz,
zt — 23 — 2% + 2 € Zs[z],
4zt + 2P+ 2?42 +1 € Zsa],
= 234 22% -3 € Zs[z].
Horner-elrendezés alkalmazédsaval
(1) szémolja ki az f(—1),¢(2i),v(—1),w(2), 2(—3) helyettesitési értékeket;
(2) dontse el, hogy gyoke-e, és ha igen, akkor hanyszoros gycke f-nek —2, g-nek —i, u-nak 1,
v-nek 1, w-nek —2 és z-nek 3;
(3) végezze el az f : (x+1),g: (x—1),u: (z+1),v: (x—-1),w: (x—2)ésaz:(x+2)
maradékos osztast.

4.11. Feladat. (2 pt.)

Adja meg elempéarok halmazaként az elézé feladatbeli u, v, w, z, valamint a kévetkez6 polinomokhoz
tartozé polinomfiiggvényeket:

n & e 2w =
Il

f = 25+23+1€Zsa],

g = —at—a3+a+1€Zsn],

h = 25+2%+ 23422 +1 € Zs[z],
p = 27 +22* -3 +2 € Zz].

Dontse el, hogy vannak-e kozottiik azonosak.

4.12. Feladat. (2 pt.)
Hatérozza meg azt a legkisebb fokd Zz-beli polinomot, amely 2z-et ad maradékul (z — 1)?-nel osztva,
és 3z-et ad maradékul (x — 2)3-nel osztva.

4.13. Feladat. (2 pt.)

Legyen K tetszlleges test, f,g,u,v € Klx] tetsz6leges polinomok, és jeldlje d az f és g polinomok
legnagyobb kozos osztdjat K[x]-ben. Hatdrozza meg az u és v polinomok legnagyobb kozos osztéjét
K|[x]-ben, ha tudjuk, hogy fu+ gv = d.

4.14. Feladat. (2 pt.)
Legyen K, L két test, melyre K C L, és legyen f,g € K[z]. Ekkor persze f,g € L[z] is fennll.
Igazolja, hogy
(1) f| g pontosan akkor teljes K[z]-ben, ha L[z]-ben teljesiil,
(2) az f és g polinomnak ugyanaz a legnagyobb kozos osztdja, illetve legkisebb kozos tobbszorose
K|[z]-ben, mint L[x]-ben,
(3) bérmely h € K[z] és u,v € L[z] polinomok esetén, ha fu + gv = h, akkor u,v € K[x], és {gy
az fu+gv = h egyenletnek ugyanazok a polinompérok a megolddsai K [x]-ben, mint L[x]-ben.
4.15. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy x¢ — 1 | ™ — 1 teljesiil Q[z]-ben, ha d,n € N-re d | n.
4.16. Feladat. (2 pt.)
Mely a,b valés, illetve Z,-beli (p primszdm) egyiitthaték esetén teljesiil (z — 1)? | az™ ! + ba™ + 17

4.17. Feladat. (2 pt.)
Legyen p primszém és f, g két polinom Z, felett. Igazolja, hogy az f(z) és g(x) polinomfiiggvények
pontosan akkor azonosak, ha
z@-T)(@-2)(z—p-T1)| f -y
4.18. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy tetszéleges p primszamra Z,[z]-ben fenndll az
2 —rx=xx—-1)(x—-2)---(x—p—1)

egyenldség.
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4.19. Feladat. (1 pt.)
Adja meg az alabbi valés egyiitthatés polinomok irreducibilis felbontdsdt a komplex, illetve a valds
szamtest folott:
(1) x3 -1,
(2) 25— 2% + 1.
4.20. Feladat. (1 pt.)
Adja meg az alabbi valds egyiitthatés polinomok irreducibilis felbontdsét a komplex, illetve a valds
szamtest folott:
(1) z* -1,
(2) ot + 2% +1,
4.21. Feladat. (1 pt.)
Adja meg az aldbbi valés egytitthatdés polinomok irreducibilis felbontasat a komplex, illetve a valds
szamtest folott:
(1) 23 +1,
(2) = +1,
4.22. Feladat. (1 pt.)
Adjon meg
(1) harmadfoki irreducibilis polinomot Zs f516tt,
(2) negyedfokd irreducibilis polinomot Zs folott.

4.23. Feladat. (1 pt.)

Adjon meg
(1) harmadfoki irreducibilis polinomot Z; fol6tt,
(2) negyedfoku irreducibilis polinomot Zs folott.

4.24. Feladat. (1 pt.)

Adjon meg
(1) harmadfok irreducibilis polinomot Z;1 {616tt,
(2) otodfoku irreducibilis polinomot Zg 616tt.

4.25. Feladat. (2 pt.)
Dontse el, hogy irreducibilis-e az alabbi polinom a megadott polinomgytirtiben:
(1) 2° +2° + 1 € Zolx],
(2) «* +2° +1 € Zpla],
(3) et + a3+ 22+ +1 € Zs[x],
(4) 2t 4+ 2% + 22 +1 € Zs[z],
(5) 2° =223 + 2 +1 € Zs[z].
4.26. Feladat. (2 pt.)

Adja meg az alabbi valds egyiitthatés polinomok irreducibilis felbontdsdt a komplex, illetve a valds
szamtest folott:

(1) 2" +1 (n € N),

(2) 2* — 2" +1 (n € N).
4.27. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy az R[z] polinomgyfiriiben pontosan akkor teljesiil 22 + x + 1 | 228 + 2% +1
oszthatdsag, ha 31 k.

5. PorLinomoOKk II.

5.1. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy ha T test, akkor minden nem konstans f € T'[x] polinom minden ¢ € T értéket csak
véges sok T-beli helyen vehet fol.

5.2. Feladat. (2 pt.)
Mely m pozitiv egészekre van Z,,[z]-ben olyan nemnulla polinom, hogy gyGkeinek szdma nagyobb,
mint foka?
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5.3. Feladat. (2 pt.)
Hény darab valés egyiitthatés irreducibilis polinom szorzatdra bomlik fel az 22907 4 2007z + 2007
polinom?

5.4. Feladat. (2 pt.)
Legyen T tetszileges test. Mutassa meg, hogy a,2™ + ...a12 + ag € T[x] ahol a,,ag # 0 akkor és
csak akkor irreducibilis, ha agxz™ + ...ap_17 + a, is az.

5.5. Feladat. (1 pt.)
Adjon meg olyan f legfeljebb mésodfoku valds egyiitthatds polinomot, amelyre f(0) = 3, f(1) = 3,
és f(—1) =0.
5.6. Feladat. (1 pt.)
Adjon meg olyan f legfeljebb mésodfoki valds egylitthatds polinomot, amelyre f(2) =0, f(—1) =1,
és f(0) = 1.
5.7. Feladat. (1 pt.)
Adjon meg olyan f legfeljebb mésodfoki valds egyiitthatés polinomot, amelyre f(1) = —1, f(2) =0,
és f(—1)=2.
5.8. Feladat. (1 pt.)
Létezik-e olyan f € Z[z] polinom, melyre f(10) = 400, f(14) = 440 és f(18) = 5207
5.9. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy a kévetkezd polinomok irreducibilisek-e:
(1) 3z —2 € Clz],
(2) 322 + 2z + 10 € R[z],
(3) 2%+ 2% +1 € Zyx].
5.10. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy a kévetkezd polinomok irreducibilisek-e:
(1) 32% + 2z + 10 € C[z],
(2) 222 — 4z +1 € Q[z],
(3) 2%+ 2% +1 € Zyx].
5.11. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy a kévetkezd polinomok irreducibilisek-e:
(1) 222 — 4z + 1 € R[z],
(2) 322 + 2z + 10 € Q[x],
(3) 2t + 2% +1 € Zsx],
5.12. Feladat. (1 pt.)

Hatarozza meg az alabbi polinomok irreducibilis felbontasat a komplex, valds és racionalis szdamok
teste felett:

(1) 23 — 622 + 11x — 6.
5.13. Feladat. (1 pt.)

Hatarozza meg az alabbi polinomok irreducibilis felbontasat a komplex, valds és raciondlis szdamok
teste felett:

(1) 2+t + 2>+ 2% +2+1,
5.14. Feladat. (1 pt.)

Hatarozza meg az alabbi polinomok irreducibilis felbontasat a komplex, valds és racionalis szamok
teste felett:

(1) z* — 1022 + 1.
5.15. Feladat. (1 pt.)
Hatérozza meg az aldbbi f € Q[z] polinomok raciondlis gyokeit és primhatvénytényezds alakjit Q[z]-
ben:

(1) f=a3 22—z -2,
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(2) f=2°—122° + 362 — 12,
5.16. Feladat. (1 pt.)
Hatdrozza meg az aldbbi f € Q[z] polinomok raciondlis gyokeit és primhatvinytényezés alakjat Q[z]-
ben:
(1) f=4z* —72% — 52 —1,
(2) f=a* -2+ 20 +1,
5.17. Feladat. (1 pt.)
Hatdrozza meg az alabbi f € Q[z] polinomok raciondlis gyokeit és primhatvinytényezds alakjat Q[z]-
ben:
(1) f=a%—2%—2-2,
(2) f =528 —527 +42% — 20 — 2.
5.18. Feladat. (2 pt.)
Keressen olyan f € Clz] polinomot, hogy
(1) f' minden gydke gyoke f-nek,
(2) f’-nek van olyan gyocke amely gyoke f-nek, és olyan is, amely nem gyocke f-nek.
5.19. Feladat. (2 pt.)
Igaz-e tetszbleges K test, a € K és f € K|[x] esetén, hogy
(1) ha a tobbszoros gyoke f-nek, akkor a gyoke f’-nek,
(2) ha a k-szoros gyoke f-nek, akkor a (k — 1)-szeres gyoke f'-nek?
5.20. Feladat. (2 pt.)
Tekintsiik f = x* + 62% + 1322 + 122 + 4 € C[z] polinomot. A gyokdk meghatdrozasa nélkiil adjon
meg olyan g € Clz] polinomot, amelynek minden gyoke egyszeres, és ugyanazok a gyokei, mint f-nek.

5.21. Feladat. (1 pt.)
Hatdrozza meg az x” — 320 + 52° — 72* 4+ 723 — 522 4+ 3z — 1 komplex egyiitthatés polinom t6bbszords
gyokeit.

5.22. Feladat. (1 pt.)
Hatérozza meg az 2% — 152% + 823 + 5122 — 72x + 27 komplex egyiitthatés polinom t6bbszords gyokeit.

5.23. Feladat. (1 pt.)
Hatérozza meg az 2% — 52° 4 13z* — 202> + 2022 — 122 + 4 komplex egyiitthatés polinom t6bbszords
gyokeit.

5.24. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetszéleges p primszamra és ¢ € Z, konstansra az z” + ¢ € Zp[z] polinom nem
irreducibilis.

5.25. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetszdleges p primszamra f), = 2P~1 4 2P=2 4 ...+ 1 polinom irreducibilis Q felett.
Adja meg f, irreducibilis felbontasat Z, felett.

5.26. Feladat. (2 pt.)
Tetszbleges p primszdm esetén adja meg az Osszes irreducibilis mésodfokd polinom szamat Z,[x]-ben.

5.27. Feladat. (2 pt.)
Keresse meg az 6sszes olyan p primszédmot, amelyre az = + 2 polinom faktora az z* + 23 + 22 —x+1 €
Zy[z] polinomnak.

5.28. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy kiilonb6z8 Q|[x]-beli irreducibilis polinomoknak kiilénbéz6 komplex gyokei vannak.
Ennek felhasznaldsaval mutassa meg, hogy tetszdleges f € Q[x] polinomra

(1) ha a + bv/2 gydke f-nek ahol a,b € Q, akkor a — by/2 is az,
(2) ha /24 gycke f-nek, akkor —+/3 + v/3% is az.
5.29. Feladat. (1 pt.)
Oldja meg az 22 — 6z 4+ 4 = 0 harmadfoku egyenleteket a komplex szdmok halmazin.
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5.30. Feladat. (1 pt.)
Oldja meg az z3 + 9z — 26 = 0 harmadfoki egyenleteket a komplex szdmok halmazan.

5.31. Feladat. (1 pt.)
Oldja meg az 23 — 922 + 18z + 28 = 0 harmadfoki egyenleteket a komplex szamok halmazéan.

6. TOBBHATAROZATLANU ES SZIMMETRIKUS POLINOMOK

6.1. Feladat. (1 pt.)

Hatdrozza meg az (z; — 23)(72 — x3)% € (Q[z1, x2])[x3] polinom fokszdmat, majd irja le x5 és x2

egylitthatdjat.

6.2. Feladat. (1 pt.)

Hatdrozza meg az (z1 — 2z3)%(z2 — 373) € (Q[x1,z2])[z3] polinom fokszamét, majd frja le x3 és 22

egylitthatdjat.

6.3. Feladat. (1 pt.)

Hatdrozza meg az (1 — x2)(x2 — x3) (23 — 21) € (Q[z1, x2])[x3] polinom fokszdmat, majd irja le x5 és

x3 egyiitthatdjat.

6.4. Feladat. (1 pt.)

Keressiink olyan szimmetrikus f € Q[z1, 22, 23] polinomot, melynek lexikografikusan elsé monomja

21‘%.232.

6.5. Feladat. (1 pt.)

Keressiink olyan szimmetrikus f € Q[z1, 22, 23] polinomot, melynek lexikografikusan elsé monomja
2.2

TIT5T3.

6.6. Feladat. (1 pt.)

Keressiink olyan szimmetrikus f € Q[z1, 22, 23] polinomot, melynek lexikografikusan elsé monomja
ry233.

6.7. Feladat. (1 pt.)

A Q[z1, z2, 23] polinomgyfiriiben irja le a 0?0y + 03 szimmetrikus polinomot monomjai lexikografikus
rendezésében.

6.8. Feladat. (1 pt.)
A Q[w1, 22, 23] polinomgyfiriiben irja le a 0303 + 0 szimmetrikus polinomot monomjai lexikografikus
rendezésében.

6.9. Feladat. (1 pt.)

A Q[w1, 22, 23] polinomgytiriiben frja le a 0301 + 09 szimmetrikus polinomot monomjai lexikografikus
rendezésében.

6.10. Feladat. (1 pt.)

Adja meg az 23wy + 23w3 + 2331 + 2323 + 1371 + 372 szimmetrikus polinomot elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

6.11. Feladat. (1 pt.)

Adja meg az x3x3 42323+ 2323 szimmetrikus polinomot elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként.
6.12. Feladat. (1 pt.)

Adja meg az x%xzmg + J;%xlxg + xga:lxg szimmetrikus polinomot elemi szimmetrikus polinomok poli-
nomjaként.

6.13. Feladat. (1 pt.)

Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg a 3x° +62* + 92 +22% + 42 + 1 € Q[z] polinom
gyokeinek négyzetosszegét.

6.14. Feladat. (1 pt.)

Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg az x° + 3z + 523 + 22 — 22 + 2 € Q[z] polinom
gyokeinek négyzetosszegét.

6.15. Feladat. (1 pt.)

Anélkiil, hogy megkeresné a gyckoket, hatdrozza meg a —a® +x* + 222 + 322 + 42 + 5 € Q[z] polinom
gyOkeinek négyzetosszegét.



