MBN441G: ABSZTRAKT ALGEBRA GYAKORLAT
2014. MAJUS 9.

1. CSOPORTOK DEFINICIOJA

1.1. Feladat. (1 pt.)

Csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott miiveletre nézve?
(1) (Za:),

2) (Zy;+),

) (R\ {—1};0), ahol aob = a+ b+ ab tetszbleges a,b € R-re,

) (R;0), ahol z oy = 2x + y tetszbleges x,y € R-re,

) (P(H);U), ahol H nemiires halmaz,

) (P(H);A), ahol H nemiires halmaz,

) G = ({a,b,c,1,2,3};-), ahol a (jelen esetben asszociativ) szorzést

az alabbi mtivelettiblazat adja meg:

(
(3
(4
(5
(6
(7

wa

a b c 1 2 3
all 2 3 a b c
b2 3 1 b ¢ «a
c|3 1 2 ¢ a b
lla b ¢ 1 2 3
21b ¢ a 2 31
3lc a b 3 1 2

1.2. Feladat. (1 pt.)
Csoportot alkotnak-e az aldbbi halmazok a megadott miiveletre nézve?

(1) {keZ:2]|k};+),

{g€Q:q=4%,ahol a,b € Z relativ primek és 2 1 b};+),

1.3. Feladat. (1 pt.)
Adja meg a G csoport azon elemeit, amelyek eléllnak az a elem pozitiv
egész kitevds hatvanyaiként, illetve egész kitevds hatvanyaiként.
(1) G=(Z;+), a=1,
(2) G=(Z;+), a=3,
3) G = D5, a pedig a kozéppont koriili & = szoggel valo forgatas,
(4) G =(P{1,2,3};4), a= {11 2},
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1 0 0
(5) G = (GL(R,3), ), a=| 0 2 0 |,
00 =2
(6) G= (ng, ), a:7,
(7) G = (R24, ), CLZS.

1.4. Feladat. (1 pt.)
Legyen a Dy csoportban a a kézéppont koriili 7 szoggel valo forgatas, ¢
pedig valamely szimmetriatengelyre vonatkoz6 tiikrozés. Mutassa meg,
hogy ekkor at = ta™!.

1.5. Feladat. (1 pt.)
Az alabbi kovetkeztetések koziil melyek érvényesek minden csoportban
tetsz6leges a, b, ¢, x,y elemekre?
(1) azb=ayb=x =y,
(2) ze=cy=ax=uy.
A helyes kovetkeztetéseket igazolja, a hamisakra adjon ellenpéldat.

1.6. Feladat. (1 pt.)
Tekintsiik az R\ {0} halmazon az x*y = x |y| miiveletet. Dontse el, hogy
a fenti mivelet rendelkezik-e az alabbi tulajdonsidgokkal:

e asszociativ,

e kommutativ,

e van bal, illetve jobb oldali egységeleme.

Csoportot alkot-e R\ {0} a fenti miiveletre nézve?

1.7. Feladat. (1 pt.)
Csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott miiveletre nézve?

(1) {fezy zf =ax+b:abeZ,},),
(2) ({fEZ;Z;p cof=ar+b:ae€Z,\{0},beZ,},),
ahol p prim, - pedig a szokasos leképezésszorzas.

1.8. Feladat. (1 pt.)
Csoportot alkot-e az alabbi halmaz a megadott miiveletre nézve?

{r eR:|r| <c}, %), aholr>|<3:u

rs’?

c2

c € R rogzitett.

1.9. Feladat. (1 pt.)
Milyen a, b, c € R paraméterek esetén lesz az alabbi halmaz a megadott
miveletre nézve csoport?

(R,0), ahol x oy = ax + by + ¢ tetsz6leges x,y € R esetén.
1.10. Feladat. (2 pt.)

(1) Mutassa meg, hogy a @ = {1,-1,4,—1i,j, —j, k, —k} halmazon
egyetlen olyan asszociativ szorzas létezik, amelyre teljesiilnek a
kovetkezok:
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e az {1,—1,i,—i} részhalmazban ugyanigy szorzunk, mintha
a felsorolt elemek komplex szamok lennének,
e az {1,—1,7,—j} és {1,—1,k, —k} részhalmazban ugyanigy
szamolunk, csak 7 helyett j-vel és k-val,
o iy =k jk=1iki=7.
(2) Tovabba igazolja, hogy @ csoportot alkot erre a szorzasra nézve.
Ezt a csoportot kvaternidcsoportnak nevezik.
1.11. Feladat. (2 pt.)

Egészitse ki az alabbi miivelettablazatot gy, hogy csoport miivelettabla-
zatat kapja:

e a bz y z
ele
a b Y
b e
x z
Y
z

Vélasztasait minden esetben indokolja.

1.12. Feladat. (2 pt.)
A D, (n € N,n > 3) n-edfoka diédercsoportban jellje a a kézéppont
koriili 27“ szOgii forgatast, t pedig az egyik tengelyes tiikrozést.
(1) Igazolja, hogy at = ta™*.
(2) Bizonyitsa be, hogy D,, = {id,a,a?,...,a" ' t, at,a’t,... a" 't}
(3) Hatéarozza meg, hogy a fent felsorolt elemek koziil melyikkel egyen-
16k a kovetkezs elemek:

ta, ta®, ... ta" ", ta”?, (ata)®™®®, (ta )", (atatPa )00,

1.13. Feladat. (1 pt.)

Adjon meg olyan alakzatot a sikban, melynek szimmetriacsoportja 1,2, 3,
illetve 4 elemt. Adjon meg olyan alakzatot a stkban, melynek szimmetria-
és mozgascsoportja is 4 elemti.

1.14. Feladat. (1 pt.)
Irja le a kor mozgas- és szimmetriacsoportjat.

1.15. Feladat. (1 pt.)

Hany eleme van a szabdlyos tetraéder mozgas-, illetve szimmetriacsoport-
janak?

1.16. Feladat. (2 pt.)

Hany eleme van a kocka mozgés-, illetve szimmetriacsoportjanak?

1.17. Feladat. (1 pt.)
Az alabbi kovetkeztetések koziil melyek érvényesek minden csoportban
tetszéleges a, b, c,d, g, x,y elemekre?
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1) abx = aby = = =y,
2) xed = yed = y =z,
3) cxd = dyc = x =y,
4) abc = dbg = ac = dg,
5) ar=1=r=a"",
6) abr =1=x=a"'b"",
7)xab—c:>x*cb1_1
8) zab=a=x=0b"".

(
(
(
(
(
(
(

(

1.18. Feladat. (2 pt.)

Igazolja, hogy ha egy csoportnak csak véges sok eleme van, akkor bar-
mely elemére a pozitiv egész kitevGs hatvanyok halmaza ugyanaz, mint a
negativ egész kitevds hatvanyok halmaza.

1.19. Feladat. (2 pt.)
Adjon meg olyan elemet a GL(RR,2) csoportban, amelyben nem szerepel
0, azonban csak véges sok kiilonboz6 hatvanya van.

1.20. Feladat. (2 pt.)
Adja meg az n-edik komplex egységgyokok F, csoportjanak elemeit, és
mindegyik esetén azt is, hogy hany kiilonb6z6 hatvanya van.

2. PERMUTACIOK

2.1. Feladat. (1 pt.)
Szamitsa ki a permutéciok megadott szorzatait:

p (1234567 8) (123
231467285 4 3
(123450678 (12
314576 8 2 3 4

2.2. Feladat. (1 pt.)

Adja meg az aldbbi permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzata-
ként:

— W N
U
N Ot Ot Ot
0w D
~ ~ 00~
o o0

SN—

) 12345678
23146785)
) 12345678
432156287)
(3)12345678*1
35724186 °
(4)123456786
29473516 8)"
(5)123456781433
293784165 ’
(6) (123)(2305),
(7) (4325)(1246)(246),
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(8) (245)(135)71(12),

(9) (124568937103,
(10) (124568937104,
(11) (12456893710

2.3. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az aldbbi permutaciok paritasat:

(1)(1234567§>7

1426538
(2)<12345678>
2814765 3)
(3) (4325)(132)(246),
(4)(1234567891011121314151617)4
142653879 1310 16 15 12 17 14 11

2.4. Feladat. (1 pt.)
Adja meg az alabbi tulajdonsdgi m permutéciokat paronként idegen cik-
lusokra bontott alakban:

(1) (123)(21))7Ir = (2 4),

(2) (123)(23) r(231)=(31).
2.5. Feladat. (2 pt.)
Milyen a szerkezete — azaz a paronként idegen ciklusokra bontott alakja-
ban milyen hossziisagt ciklusok szerepelnek, és melyikb&l mennyi — egy
n hosszusagn ciklus k-adik hatvanyanak?

2.6. Feladat. (2 pt.)
Milyen lehet a szerkezete
(1) egy 2 és egy n > 2 hossziisagu,
(2) egy 3 és egy n > 3 hosszlsagi
ciklus szorzatanak (ebben, illetve a forditott sorrendben)?

2.7. Feladat. (1 pt.)
Oldja meg Sy-ben, illetve Ss-ben az alabbi egyenleteket:
(1) 7 =(123),
(2) ©® =1id,
(3) ™ =(12).
2.8. Feladat. (1 pt.)
Oldja meg az alabbi permutaciéegyenleteket a megadott szimmetrikus
csoportban:
(1) Sy-ben: 72 = (1 3)(2 4),
(2) Ss-ben: 72 = (13 2 4),
(3) Ss-ben: 7 = (12 3 4 5).

2.9. Feladat. (2 pt.)
Legyen m az A halmaz egy permutacioja. Adott a € A esetén az a elem
pdlydja az {at® : k € Z} halmaz.
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(1) Igazolja, hogy a palyak halmaza osztalyozasa A-nak.
(2) Adja meg a m: Z — Z,k — —k ésa 90:Z — Z,k — k—1
permutaciok palyait.
2.10. Feladat. (1 pt.)

Véges A halmaz esetén mi a kapcsolat a m € S4 permutacio palyai és m
paronként idegen ciklusokra bontott alakja kozott?

2.11. Feladat. (2 pt.)

A paronként idegen ciklusokra bontott alak segitségével adjon meg sziik-
séges és elegendd feltételt arra, hogy egy permutacio el6alljon valamely
permutacio négyzeteként (azaz mésodik hatvanyaként).

2.12. Feladat. (2 pt.)

A paronként idegen cikusokra bontott alak segitségével adjon meg sziik-
séges és elegendd feltételt arra, hogy egy permutacio elGalljon valamely
permutacié hatodik hatvinyaként.

2.13. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy barmely n € N esetén
(1) tetszéleges m € S,, permutaciohoz létezik olyan k € N, amelyre
k, .
™ =id,
(2) létezik olyan k € N, amelyre 7° = id teljesiil minden 7= € S,
permutacid esetén.

2.14. Feladat. (2 pt.)

Legven n € N, n > 2. Igazolja, hogy minden S,,-beli permutécio elgall
(1) az (1 2),(1 3),...,(1 n) transzpoziciok
(2) az (1 2),(2 3),...,(n — 1 n) transzpoziciok szorzataként;
(3) az (1 2) és (1 2 ... n) ciklusok szorzataként.

2.15. Feladat. (2 pt.)

Legyen n € N, n > 3. Igazolja, hogy minden A,-beli permutacié el§all
(1) 3 hosszusagu ciklusok szorzataként,
(2) az (123),(234),...,(n—2n—1n) ciklusok szorzataként.

2.16. Feladat. (1 pt.)

Legyen n rogzitett, 1-nél nagyobb természetes szam. Bizonyitsa be, hogy
ha két S,-beli ciklus felcserélhets egymassal, akkor mozgatott elemeik
halmaza vagy diszjunkt, vagy egybeesik.

3. ELEMEK RENDJE

3.1. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a megadott elemek rendjét a megadott G csoportban:

(1) G=Se; (1254)(236)(146)71,

(2) GZZlQ; 57§7ﬁ>

(3) G={e€C:e? =1}; cos® +isin>F, cos 3T +isin 2, cos =F +
isin =",
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(4) G = Rus; 5,7,
(5) G=0Q 5.
3.2. Feladat. (1 pt.)
Adjon meg a G csoportban k rendd elemet:
(1) G =Sy, k=28,15,
(2) G — Dlg, k? — 6,
(3) G=C, k=12.

3.3. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az aldbbi csoportok véges rendd elemeit:
(1) C,
(2) Q*7
(3) Q
(4) a kor szimmetriacsoportja.
3.4. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be az alabbi, véges foku permutaciokra vonatkozo allitasokat,
vagy adjon rajuk ellenpéldat:
(1) Minden péros rendd permutéci6é paros.
(2) Minden péros permutacio rendje paros.
(3) Minden paratlan rendii permutacio péros.
(4) Minden péaratlan permutécié paros rendd.

3.5. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy ha a, b egy csoport tetsz6leges véges rendi elemei, akkor
(1) o(a) = o(b~ab),
(2) o(ab) = o(ba).
3.6. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a G = {f € Sg,zf = ax +0b: a,b € R,a # 0} csoport
véges rendi elemeit.

3.7. Feladat. (2 pt.)

Adjon meg olyan végtelen csoportot, amelynek minden eleme véges rendii,
valamint olyan végtelen csoportot, melyben csak véges sok véges rendii
elem van. Van-e olyan csoport, amelynek véges sok végtelen rendi eleme
van?

3.8. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy ha egy csoportban az egységelemtdl kiilonb6z6 Gsszes elem
rendje ugyanaz, akkor az végtelen vagy primszam.

3.9. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy ha egy csoport minden elemének rendje legfeljebb 2, akkor
a csoport kommutativ.

3.10. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy ha egy véges csoport elemszama paros, akkor a cso-
portban van méasodrendi elem.
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3.11. Feladat. (2 pt.)

Mutassa meg, hogy ha egy csoport valamely a,b elemeire és valamely
m,n € Z kitev6kre ba = a™b", akkor az a™b" 2, a™ 2b" és ab~! elemek
rendje azonos.

3.12. Feladat. (1 pt.)

Bizonyitsa be, hogy minden S,-beli permutacié rendje egyenl§ a paron-
ként idegen ciklusok szorzataként torténd elGallitasaban fellépd ciklusok
hosszainak legkisebb k6z6s tobbszorosével.

3.13. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy tetsz6leges k € NU {oo} esetén van olyan csoport és
abban két olyan masodrendii elem, amelyek szorzatdnak rendje k.

3.14. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy ha n-nek van két kiilonboz6 paratlan primosztoja, akkor
az R, csoport minden elemének rendje kisebb ¢(n)-nél.

3.15. Feladat. (1 pt.)
Tetsz6leges k € N U {oo} esetén adjon meg az SL(R,2) csoportban k
rendd elemet.

4. RESZCSOPORTOK

4.1. Feladat. (1 pt.)

Dontse el, hogy részcsoportot alkotnak-e az aldbbi H halmazok a meg-
adott G csoportban:

)G=7Z, H={ke€Z:6]|k};

)G=7Z, H={k€Z:2|kvagy 3| k};

) G=C*, H={ceC*:c" =1 valamely n € N-re};

) G =S4, H az 6sszes transzpoziciok halmaza Sy-ben;

4.2. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be az alabbi allitasokat, vagy adjon rajuk ellenpéldat.

(1) Tetsz6leges G csoport minden H, K részcsoportjara H U K < G.
(2) Tetszdleges G csoport minden H, K részesoportjara H N K < G.
(3) Tetszdleges G csoport minden H, K részesoportjara H A K < G,

4.3. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a G csoport A részhalmaza altal generélt részcsoportjat:

(1) G =2Zis, A= {4},

)

) G =17, A={6,10,15},
) G = Zyo, A= {6,715},
)
)

)

D127 A= {aQ,at},
547 A= {(1 2)7 (1 2 3)}7
— Si A= {(123),(12)(

G
G
G 1)},
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4.4. Feladat. (1 pt.)

Dontse el, hogy ciklikusak-e az alabbi csoportok vagy sem:
(1) S?n
(2) R137
(3) Ris.

4.5. Feladat. (1 pt.)
Adjon meg 1,2, illetve 3 elemii miniméalis generatorrendszert az alabbi
csoportokban (ha létezik).

(1) ZIB7

(2) Ss.

4.6. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az alabbi csoportok Osszes részcsoportjat, valamint rajzol-
ja fel annak a részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat, amelyet
a részcsoportok halmaza alkot a szokasos tartalmazasra nézve.
(1) Z187
(2) V,
(3) IR157
(4) Dy.
4.7. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg, hogy a C* csoportban részcsoportot alkot a kovetkezd hal-
maz:

Eyo ={u e C":van olyan k € Ny, amelyre W' =1 }  (p primszam).
4.8. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a G csoport A részhalmaza éaltal generélt részcsoportjat:
(1) G=S5, A={(123),(345)},
(2) G=Q, A= {%, %7%}
4.9. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy ciklikusak-e az alabbi csoportok vagy sem:
(1) A37
(2) R187
(3) Ds.
4.10. Feladat. (1 pt.)

Adjon meg 1,2, illetve 3 elemid miniméalis generatorrendszert az alabbi
csoportokban (ha létezik).

(1) Ds,
(2) Q.

4.11. Feladat. (2 pt.)

Hatarozza meg az alabbi csoportok 0sszes részcsoportjat, valamint rajzol-
ja fel annak a részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat, amelyet
a részcsoportok halmaza alkot a szokasos tartalmazasra nézve.
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(1) A47

(2) Q.
4.12. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy S, minden részcsoportjiban vagy minden permutéicié pa-
ros, vagy a permutacioknak pontosan a fele paros.

4.13. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy barmely G csoportra és barmely H, K < G-re H U K
pontosan akkor részcsoport, ha H C K vagy K C H.

4.14. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg, hogy minden Abel-csoport

(1) véges rendii elemeinek halmaza,
(2) legfeljebb masodrendi elemeinek halmaza

részcsoportot alkot. Adjon példat olyan Abel-csoportra, melyben a leg-
feljebb harmadrendii elemek nem alkotnak részcsoportot.

4.15. Feladat. (1 pt.)
Adjon példat olyan G csoportra és annak olyan H, K részcsoportjara,
amelyekre H K nem részcsoportja G-nek.

4.16. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy ha H egy G csoport véges részhalmaza és H> = H, akkor
H részcsoport G-ben.

4.17. Feladat. (2 pt.)
Mely n > 3 természetes szamok esetén generatorrendszere az

{123),12...n)}

halmaz az S,, csoportnak?

4.18. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy barmely

(1) n > 2-re S,-nek,

(2) p primszamra Ly, -nek

van kételemii generatorrendszere.

4.19. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg, hogy ha egy G csoport generatorelemei felcserélheték egy-
massal, akkor G Abel-féle.

4.20. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy ha egy G csoport nem Abel-féle, de minden valédi
részcsoportja Abel-féle, akkor G-nek van kételemt generatorrendszere.

4.21. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges sok rész-
csoportja van.
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4.22. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy a Q csoport minden végesen generélt részcsoportja
ciklikus, és adjon meg olyan valodi részcsoportjat, amely nem ciklikus.

4.23. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be, hogy az E,~ (p primszam) csoport minden valodi részcso-
portja ciklikus.

4.24. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy a Q csoportnak, valamint az E,~ (p primszam) cso-
portoknak nincs minimaélis generatorrendszere.

4.25. Feladat. (2 pt.)
Tetsz6leges n > 3 esetén hatérozza meg a D,, csoport Osszes részcsoport-
jat.

5. IZOMORFIA

5.1. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy létezik-e olyan ¢ homomorfizmus, amely teljesiti a meg-
adott feltételt:

(1) ¢: Z — S5, bp = (1 2 3),
) ©: Lg — Ly, %pzﬁl
) ©: Z12 —)Zg, 3Q0 = 2,
) p: Q= V, ip=(13)(24).
5.2. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy létezik-e
(1) Z15 — ZG;
(2) V — Z4,
(3) D4 — S4

nemtrivialis, sziirjektiv, illetve injektiv homomorfizmus.

5.3. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az Gsszes

(1) Zyo — Zss,
(2) D4 — Z4

homomorfizmust.

5.4. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy izomorfak-e egymaéssal az alabbi csoportok:

(2
(3
(4

(1) RG és R4,

(2) R15 és Zg,

(3) D4 és Q7

(4) a kor szimmetriacsoportja és C*,

(5) a kor mozgascsoportja és az 1 abszolut értékd komplex szamok

multiplikativ csoportja.



12 MBN441G: ABSZTRAKT ALGEBRA GYAKORLAT 2014. MAJUS 9.

5.5. Feladat. (1 pt.)
Adja meg az alabbi G csoportok g elemének képét a csoport Cayley-féle
abrazolasanal:

(1) GZZS? g:Z7

(2) G=5; g=(12),

(3) G = D¢, g = at,

4) G=2Z, g=—2.

5.6. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg az Osszes S3 — S, injektiv homomorfizmust.

5.7. Feladat. (2 pt.)
Jelolje D, az alabbi alakzat szimmetriacsoportjat:

- TTTTTTTTTTTIT - -

Tetszbleges n > 3 egész esetén adjon meg sziirjektiv Dy, — D, homo-
morfizmust.

5.8. Feladat. (1 pt.)

Legyen G tetsz6leges csoport, és jelolje ¢: G — Sg a G csoport, Cayley-
abrazolasat. Mutassa meg, hogy a Gy permutaciocsoport rendelkezik az
alabbi tulajdonsagokkal:

(1) tetszoleges m € Gy \ {id} permuticié mozgatja G Osszes elemét,
azaz gm # g az Osszes g € GG elem esetén,

(2) tetszbleges g, h € G elemekhez létezik olyan m € Gy permutacio,
amelyre gm = h.

5.9. Feladat. (2 pt.)

(1) Mi a sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy létezzen Z,,, — Z,,
nemtrivialis, injektiv, illetve sziirjektiv homomorfizmus?
(2) Adja meg az sszes Zy, — Z, homomorfizmust.

5.10. Feladat. (1 pt.)

Legyen p primszam. Adjon meg végtelen sok sziirjektiv, de nem injektiv
endomorfizmust az E,~ csoporton (azaz olyan Eje — Ey~ homomorfiz-
musokat, melyek sziirjektivek, de nem injektivek).

5.11. Feladat. (2 pt.)

Adjon meg két kiilonb6z6 n pozitiv egészre olyan n-edfoka permutaciocso-
portot, amely izomorf Dy-gyel, és amelyben tetsz6leges k,l € {1,...,n}-
hez van olyan permutéacio, amely k-t [-be viszi.

5.12. Feladat. (1 pt.)
Doéntse el, hogy izomorfak-e egyméssal az alabbi csoportok (D, definici-
6jat lasd az 5.7. Feladatban):

(1) a kor szimmetriacsoportja és Do,
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(2) Dy és az alabbi részcsoport GL(Q, 2)-ben:

{(8 ?):ue{—l,l},kez}.

5.13. Feladat. (2 pt.)

Doéntse el, hogy izomorfak-e egymaéssal az alabbi csoportok:
(1) QF es (Z[z]; +),
(2) Q és Q.

5.14. Feladat. (2 pt.)

Milyen m,n > 3 egészekre tartalmaz S,, a Z,, illetve D, csoporttal
izomorf részcsoportot?

5.15. Feladat. (2 pt.)
Adjon meg olyan részcsoportot a GL(R,2) csoportban, mely izomorf az
alabbi csoporttal:

(1) S,

(2) D47

(3) C*.

6. NORMALOSZTOK

6.1. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a megadott GG csoport H részcsoportja szerinti jobb, illetve
bal oldali mellékosztélyozast, és dontse el, hogy H normaloszto-e:

(1) G =la], H = [a’], ahol o(a) =n € N, d | n,

(2)

(3) G = Dy, H=1[a"], aholn € N, n > 2,

4) G=8, H=V,

(5) G =S4, H az {1,2} halmazt 6nmagaba képezs permutéciok rész-
csoportja.

6.2. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be, hogy ha H, K < G olyan véges részcsoportok, amelyek
rendje egymashoz relativ prim, akkor H N K = {1}.

6.3. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg a G csoport A részhalmaza altal generalt normélosztojat:
(2) G:D67 A:{a}a
(3) G = D6, A= {CL2},
(4) G:D67 A= {(lt}7
(5) G=Q, A={i}.

6.4. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy a G csoportban megadott N részcsoport norméloszto, va-

lamint adja meg a G/N faktorcsoport elemeit. Milyen ,ismert” csoporttal
izomorf G/N7
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6.5. Feladat. (1 pt.)

Hatarozza meg a Dg, ) és Sy csoport Osszes normalosztojat és Osszes
faktorcsoportjat, és dontse el, hogy a faktorcsoportok koziil melyek izo-
morfak, illetve melyek nem izomorfak egymaéssal.

6.6. Feladat. (2 pt.)

Igazolja, hogy ha a G csoport K részhalmaza valamely részcsoport szerinti
bal oldali mellékosztaly, akkor G-nek van olyan részcsoportja is, amely
szerint K jobb oldali mellékosztaly.

6.7. Feladat. (1 pt.)

Igazolja, hogy ha H, K részcsoportja a G véges csoportnak, akkor |H K| =
|H| K]

|HNK|*

6.8. Feladat. (1 pt.)

Bizonyitsa be, hogy minden 2n rendii Abel-csoport, ahol n paratlan szam,
pontosan egy masodrendi elemet tartalmaz.

6.9. Feladat. (2 pt.)
Izomorfia erejéig hatarozza meg az Osszes legfeljebb hatodrendd csopor-
tot.

6.10. Feladat. (1 pt.)
Adjon példat annak igazolasara, hogy egy G csoport Abel-féle részcso-
portja nem feltétleniil normaloszto.

6.11. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg, hogy az A4 csoportban nincsen hatodrendd részcsoport.

6.12. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy tetszéleges G csoport esetén InnG < AutG.

6.13. Feladat. (2 pt.)

Keressen (minél kisebb elemszamu) olyan G csoportot, amelyben vannak
olyan M, N részcsoportok, amelyekre M <« N, N <G, de M nem normal-
0sztd G-ben.

6.14. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be, hogy ha a H részcsoport indexe a GG csoportban 2, akkor
G\ H minden eleme péros rendi.

6.15. Feladat. (1 pt.)
[gazolja, hogy véges csoportban minden konjugéltsagi osztaly elemszama
osztja a csoport rendjét.
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6.16. Feladat. (2 pt.)

Legyen G véges csoport, N pedig normaloszt6 G-ben. Jeldlje G' konju-
galtsagi relaciojanak N-re valé megszoritasat ~, N konjugaltsagi relaci-
ojat pedig ~. Bizonyitsa be, hogy ~C ~, és az egy ~-osztalyban lévs
~-osztalyok elemszama azonos.

6.17. Feladat. (2 pt.)

Keresse meg a D,, (n > 3) csoport Osszes valodi nemtrivialis normélosz-
tojat, és minden esetben hatarozza meg, hogy milyen ,ismert” csoporttal
izomorf a szerinte vett faktorcsoport.

6.18. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy a G csoportban megadott NV részcsoport normaloszt6. Mi-
lyen ,ismert” csoporttal izomorf G/N?
(1) G = GL(K,n), N = SL(K,n), ahol K test és n > 1 pozitiv egész,
(2) G=R, N="Z.

7. IZOMORFIA TETELEK

7.1. Feladat. (1 pt.)
Adja meg a homomorfiatétel alkalmazasaval az dsszes

(1) V — Z4,
(2) Ziy — Zas,
(3) D4 — Z4,
4)Z—-Q

homomorfizmust.

7.2. Feladat. (1 pt.)
Milyen ,ismert” csoporttal izomorf

(1) az R*/{1, —1} faktorcsoport,
(2) a Z[i]/Z faktorcsoport, ahol Z[i] a Gauss-egészek additiv csoport-
ja.

7.3. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy tetszbleges n € N esetén SL(C, n) normaloszté GL(C,n)-
ben, valamint a GL(C,n)/SL(C, n) faktorcsoport izomorf C*-gal.

7.4. Feladat. (1 pt.)

Hatarozza meg, hogy a megadott GG csoport N normélosztoja és H rész-
csoportja esetén mely csoportok izomorfidjat allitja az 1. izomorfiatétel.
A két csoportot elemeikkel adja meg.

(2) G Sﬁ,N Aﬁ, [(1 2 3)],
(3) =2y, N = [6]? H = [Z]a
(4) G = Dy, H = [at], N = [a].



16 MBN441G: ABSZTRAKT ALGEBRA GYAKORLAT 2014. MAJUS 9.

7.5. Feladat. (1 pt.)
Adja meg, hogy mely csoportok izomorfidjat allitja az 1. izomorfiatétel
abban a specialis esetben, amikor

(1) N a trivialis normaloszt6 a G csoportban, H pedig tetszGleges
részcsoport G-ben,
(2) N =G és H tetszdleges részcsoport a G csoportban.

A két csoportot elemeikkel adja meg.

7.6. Feladat. (1 pt.)
Hatarozza meg, hogy a megadott G csoport és K O N normaélosztoi
esetén mely két csoport izomorfidjat allitja a 2. izomorfiatétel. A két
csoportot elemeikkel adja meg.

(1) G=S4, K=A;, N=V,

(2) G=Q* K= {§ : p, q paratlan egeész}, N ={1,—1}.

7.7. Feladat. (1 pt.)
Adja meg, hogy mely csoportok izomorfidjat allitja a 2. izomorfiatétel
abban a specidlis esetben, amikor
(1) K tetszdleges, N pedig a trivialis norméalosztd a G csoportban,
(2) N tetszéleges normaloszto a G csoportban, és K = G,
(3) K tetszbleges normaloszté a G csoportban, és N = K.

A két csoportot elemeikkel adja meg.

7.8. Feladat. (2 pt.)
Adja meg az Osszes
(1) D4 — 54,
(2) Q= S,

homomorfizmust.

7.9. Feladat. (2 pt.)

(1) Mi a sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy létezzen D,, —
D,, nemtrivialis, injektiv, illetve sziirjektiv homomorfizmus?
(2) Adja meg az Osszes D,,, — D,, homomorfizmust.

7.10. Feladat. (2 pt.)
Milyen ,ismert” csoporttal izomorf

(1) a C*/E faktorcsoport, ahol E az 1 abszolit értéki komplex szé-
mok multiplikativ csoportja,
(2) az R/Z faktorcsoport.

7.11. Feladat. (2 pt.)
Legyen ¢: G — H homomorfizmus, N pedig norméaloszté6 G-ben. Mi
annak a sziikséges és elegendd feltétele, hogy létezzen olyan ¢: G/N —
H homomorfizmus, amelyre ¢ = vip. (Itt v a G — G/N természetes
homomorfizmust jeldli.)
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7.12. Feladat. (2 pt.)

Legyen ¢: G — H és ¢v: H — L sziirjektiv homomorfizmus. Hogyan
lehetne ebben a helyzetben alkalmazni a 2. izomorfiatételt, és az mit
allitana?

7.13. Feladat. (2 pt.)
Igazolja, hogy ha M, N két kiilénb6z6 maximélis norméaloszté a G cso-
portban, akkor M N N maximaélis norméaloszté6 M-ben és N-ben.

7.14. Feladat. (2 pt.)

Hatarozza meg, melyik ,ismert” csoporttal izomorf
(1) Inn @,
(2) Inn S, (n € N),
(3) InnD,, (n €N, n>3).

7.15. Feladat. (2 pt.)

Legyen G csoport, N pedig olyan normalosztoja, amelyre G/N kommu-
tativ. Mutassa meg, hogy ekkor G barmely, N-né¢l bévebb részcsoportja
egyben norméloszt6 is G-ben.

7.16. Feladat. (2 pt.)

Tegyiik fel, hogy a G csoport teljesiti a kovetkezs feltételeket:
(a) |G| = T20,
(b) G-nek nincsen nemtrivialis ciklikus normélosztoja,

(c) G-nek van olyan As-tel izomorf N normélosztoja, amelyre G/N
ciklikus.

Igazolja, hogy G-nek pontosan 7 norméalosztoja van.

8. CSOPORTOK DIREKT SZORZATA

8.1. Feladat. (1 pt.)
Igazolja, hogy ha A n-elemii halmaz, akkor a (P(A); AA) csoport izomorf
Zh-nel. |Itt ZY az n-tényezds Zs X Ly X ... X Zy direkt szorzatot jelenti.|

8.2. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy igazak-e vagy sem a kévetkezd izomorfidk:

2) R15 = ZQ X Z4,
3) Lo X Le = L3y X Ly,
4) Zng X Lg = Zg X ZLna,
5) 54 2V x 53,

(6) D6 = ZQ X Dg.
Ha az izomorfia igaz, akkor adjon meg a bal oldalon all6 csoportnak
olyan elGallitasat normalosztoi direkt szorzataként [additiv esetben rész-
csoportjai direkt Osszegeként|, ahol a normalosztok [részesoportok| rendre
izomorfak a jobb oldalon 4ll6 direkt tényezGkkel.
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8.3. Feladat. (1 pt.)

Dontse el, hogy az alabbi csoportok direkt felbonthatok-e, valamint &llitsa
el a direkt felbonthatokat nemtrividlis normélosztoik direkt szorzataként
(illetve additiv csoport esetén direkt Osszegeként):

(1) Zg, Zno, Zn1,
( ) R257

(3) @
(4) S
(5) Z

8.4. Feladat. (1 pt.)

Hatarozza meg, hogy izomorfiatol eltekintve hany olyan Abel-csoport van,
amelynek rendje

(1) 70,
(2) 160,
(3) 720.

8.5. Feladat. (1 pt.)

Igazolja, hogy tetszbleges H és K csoportok esetén H, illetve K homo-
morf képe a H x K direkt szorzatnak. Mi a magja az allitas igazolésara
megadott homomorfizmusoknak?

8.6. Feladat. (1 pt.)
Mely n pozitiv egészekre direkt felbonthatatlan a Z, csoport?

8.7. Feladat. (2 pt.)
Mely n > 3 egész szamok esetén direkt felbonthaté a D,, csoport?

8.8. Feladat. (2 pt.)
Legyen a H csoportnak h, a K csoportnak pedig k& db részcsoportja.
Igazolja, hogy

(1) a H x K csoportnak legalabb hk db részcsoportja van,

(2) ha H és K rendje relativ prim, akkor H x K-nak éppen hk db
részcsoportja van.

Tovabbéa adjon példat olyan H és K csoportokra, amelyekre a H x K
direkt szorzat részcsoportjainak szama tobb, mint hk.

8.9. Feladat. (2 pt.)

Déntse el, hogy az alabbi csoportok direkt felbonthatok-e, valamint 4llitsa
el a direkt felbonthatokat nemtrivialis normélosztoik direkt szorzataként
(illetve additiv csoport esetén direkt Gsszegeként):

(1) Q,
(2) QT,
(3) Epe (p primszam).
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8.10. Feladat. (2 pt.)

Igazolja, hogy ha G csoport, H pedig részcsoportja G-nek, akkor H pon-
tosan akkor normaloszto G-ben, ha a {(h,k) € GXG : hk~' € H} halmaz
részcsoportja G X G-nek.

8.11. Feladat. (2 pt.)

Mutassa meg, hogy a véges Abel-csoportok korében érvényes a Lagrange-
tétel megforditasa: Ha G véges Abel-csoport, n € N pedig osztja |G|-t,
akkor G-ben van n rendi részcsoport.

8.12. Feladat. (2 pt.)

Bizonyitsa be a véges Abel-csoportok alaptételének felhasznaldsa nélkiil,
hogy ha valamely p primszamra a G véges Abel-csoportban az egység-
elemtdl kiilonboz6 6sszes elem rendje p, akkor G elall p rendi (ciklikus)
részesoportjainak direkt szorzataként.

8.13. Feladat. (2 pt.)

Legyenek G, H és K véges Abel-csoportok. Mutassa meg, hogy ha G x
K =2 Hx K, akkor G = H. Igaz-e az allités tetsz6leges Abel-csoportokra?
Ha igen, bizonyitsa be, ha nem, adjon ellenpéldat.

8.14. Feladat. (2 pt.)
Allitsa el6 a Q* csoportot direkt felbonthatatlan részcsoportjainak direkt
szorzataként.

8.15. Feladat. (2 pt.)
Legyen G olyan Abel-csoport, amelyben nincsen részcsoportoknak végte-

len leszallo lanca [azaz nincsenek olyan H, (n € N) részcsoportok, ame-

lyekre Hy 2 Hy 2 ... 2 H, 2 Hyy1 2 ...]. Bizonyitsa be, hogy G
izomorf véges sok primhatvanyrendd ciklikus csoport és Ep~ (p prim)

csoport direkt szorzatéval.

9. GYURUK

9.1. Feladat. (1 pt.)
Mutassa meg, hogy tetszGleges A halmaz esetén (P(A); A,N) gytrd.

9.2. Feladat. (1 pt.)

Igazolja, hogy tetszéleges A Abel-csoport esetén A endomorfizmusainak
(azaz 6onmagéba mend homomorfizmusainak) halmaza gytriit alkot a ko-
vetkez$ Osszeadasra és a szokisos leképezésszorzasra nézve:

alp+v) =ap+ayp (a€A).
Ezt a gytirit A endomorfizmusgydrijének hivjuk.

9.3. Feladat. (1 pt.)

Dontse el, hogy a megadott R gytirtiben az [ halmaz részgyftriit, illet-
ve idealt alkot-e. Ha idealt alkot, akkor vizsgalja meg, hogy az ideal
féideal-e, valamint adja meg az R/I faktorgyiiri elemeit és miiveleteit
(miivelettablazattal vagy méas modon).
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(1) R=7Z, I a paratlan egész szamok halmaza,
(2) R=1Z, I a pozitiv egész szamok halmaza,
3) R=27[i|, [ = Z.

(4) R=12Z[i], I = {a+bz a,b e 27},

(5) R =Zlx|, I ={f€Zx]:f(1) =0}

(6) R =Z[z], I ={f € Z[z]: f(0) = 1},

(7) B=2Zx), I ={f€Zlx]:2] f(0)},

(8) R =Z[z], I ={f € Z[x]: f(0) #1}.

9.4. Feladat. (1 pt.)
Déntse el az alabbi leképezésekrdl, hogy gytirithomomorfizmusok-e. Ha
igen, hatarozza meg a magjukat, és fogalmazza meg, mi adoédik a homo-
morfiatétel alkalmazasaval.

(1) Z - Z,k — 4k,

(2) Zg — 7o, k > k,

(3) Qlz] > Q, f— M

(

(5

4) Z[z) = Zn, f = f(1),
) R?2 5 R, M — |M|.

9.5. Feladat. (1 pt.)

Mutassa meg, hogy az aldbbi gytirtik nem izomorfak egymassal:
(1) Z[v2] és Z[V3),
(2) R és C.

9.6. Feladat. (2 pt.)
Legyen R olyan kommutativ, egységelemes gytiri, melyben az egységelem
additiv rendje a p primszam. Igazolja, hogy ekkor barmely a,b € R esetén

(a+b)P =adP +bP.

9.7. Feladat. (2 pt.)
Megadhato-e a Z gytriiben olyan részhalmaz, amely zart az dsszeadasra
és a kivonésra, azonban a szorzasra nem?

9.8. Feladat. (2 pt.)
Egy (R;+,-) egységelemes gytirii alaphalmazan definidljuk a kovetkezd
miiveleteket:

adb=a+b—1 é aob=a+b—ab (a,b€R).
Bizonyitsa be, hogy (R;®, o) is gytird, és izomorf az (R; +,-) gytriivel.

9.9. Feladat. (1 pt.)
Alkalmazza az 1. izomorfiatételt a kovetkez6 R gytrd S részgytirtjére és
I ideéljara:

(1) R=17, I—(6>,

=
(2) R=R[z,y], I =(a?),

)
S = Rz].
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9.10. Feladat. (1 pt.)
Alkalmazza a 2. izomorfiatételt a kovetkezd R gyiird I és K idealjara,
ahol I C K:

(1) B = ZI—( 0), K = (2),
(2) R=Z[x], I =(3),K={f €Z[z]:3]f(0)}.

9.11. Feladat. (1 pt.)
Bizonyitsa be az alabbi izomorfidkat:
) 2/ (d) = Zg, ha d | n.
(2) Zx)/ (n) = Znx],
(3) Rlz,y]/ (x —y) = R[z].

9.12. Feladat. (1 pt.)
Dontse el, hogy direkt felbonthatok-e a kovetkezd gyitirtk:
(1) Z,Zg, Zys, Zso,
(2) Rlz],
(3) Z2X2,
(4) az a zérogytri, amelynek additiv csoportja a Z x Z csoport.

A direkt felbonthat6 gytirtiket allitsa el§ két nemtrivialis idealjuk direkt
Osszegeként.

9.13. Feladat. (1 pt.)
(1) Dontse el, hogy az alabbi faktorgytiriik testek-e vagy sem:

Lolx]/(x® + 1), Ry = Ly[x]/(x® + 2° + 1),
[x]/(x —|—x—|—1) R4:Zg[x]/(x4+x —|—}>
Ls[x]/(x? > Re = Za[z]/(2® + 2° + 1),
Lslx]/{x® — 2 + 1), Rg = Zy[z]/(a* +1),
Zs|x]/{z* + 2), Ryg = Zs[z]/{x* + 1).

(2) AdJa meg a megadott faktorgytird r elemét g alakban, ahol g
fokszama a lehetd legkisebb a sajat osztalyadban:

\4 -1
R19T:(ZL’—|—1) , R29r2<x2+x> ,

Z _\ 1 3
R39r:<x3+1-x3+x+1> : R59r:(x—1> :

-1 _ —\ 1
R79r:<x2—l) cx? 4+ x—1, R997":<_2x_2> :

9.14. Feladat. (2 pt.)
[zomorf-e egymassal a Q[z]/{x? — 1), Q[z]/{x? — 2), illetve Q[z]/{x® — 4)
gytrd?

9.15. Feladat. (2 pt.)
Legyen az R gytri egy idedlja I. Bizonyitsa be, hogy

(1) I[z] ideal R[z]-ben, R[x]/I[zx] = (R/I)[x] és R[z]/(I[z] + (x))
R/I;

I
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(2) ha S olyan részgytiri R-ben, amelyre S N1 = {0}, akkor (S +
N/I1=Ss.

9.16. Feladat. (2 pt.)
Adja meg a Zyo gytird Osszes elGallitasat idealjainak direkt Gsszegeként.

9.17. Feladat. (2 pt.)
Mely A halmazok esetén direkt felbonthatatlan a (P(A); A,N) gytrid?

9.18. Feladat. (2 pt.)
Direkt felbonthato-e a

(1) Z[d],
(2) Rlz]/((z = 1)(x = 2))

gytrd?



