FELADATOK AZ ,ABSZTRAKT ALGEBRAI KONSTRUKCIOK?”
TEMAKORHOZ

Ebben a feladatsorban RT, illetve QT a pozitiv valds, illetve raciondlis szdmok halmazét
jeldli.

7.1. Feladat. Homomorfizmusok, bedgyazasok, izomorfizmusok, endomorfizmusok,
automorfizmusok-e az alabbi leképezések?

(a) (R;A,) — (RT;G,),z +— 3%, ahol A, (v1,%2,...,1,) = Lttatetin &

n
Gp (1,22, ..., Tp) = YT1 Tz ... Tn;

(b) (R;®,0) — (R;+,),z—z+1,aholzdy=z+y+1észOy=ay+z+y;
(c) RT;®,) = (RT;+,-), 2+ 1/x, ahol z Py = %;

(d) RY+,-) = R +,), 20 1/

(@) (R*\ {1};%) — (R\ {0} ),z +— loga, ahol 2 xy = 2157,

1) (C+,) = Ri+,), 2 — Imz;

(8) (Sp;-,7t,id) — (Sn;-7t,id) ,m— (12) 7w (12) (n > 2);

(h) (Sp;-,7t,id) — (Sn;-7tid) 7= (123) 7 (123) (n > 3);

(i) (Sn;-71,id) = (Sp;-,71,id) 7 (123) 7 (132) (n > 3);

() (Z2;+,) = (Zas+,-) @ = 2%

(k) (Zs;+,) = (Zs;+,°) x> 2%

) (P (A);n, U,_) — (P (A); U, 07_) ,H — H, ahol A nemiires halmaz;
(m) (P(A);A) — (P(A); ), H — H, ahol A nemiires halmaz;

(m) (P(N);U,N) — (P(N);U,N), H — {1,2,3} U H;

(0) (P(N) ;U,ﬂ,_) — (P(N) ;U,ﬂ,_) JHw— {1,2,3} U H;

(p) (R;+, f)— ((C; +,_) , o — iz, ahol f (z) = —x;

(@) ({peR[z]:p* <2}5+4) = (R +),p— (p(1),p(2),0(3));

(r) Rz];-) = Nos+),p— p";

(s) (K;+,-) = R;+,),{an} — nler;O an, ahol K a konvergens valds szamsorozatok

halmaza.

7.2. Feladat. Adja meg (Z4;+) egy bedgyazésat a kovetkezd grupoidokba:



7.3. Feladat. Melyek izomorfak egymadssal az aldbbi G1, G2, G3 grupoidok koziil? (A
Gs grupoid miivelettdblazatat lasd a feladat végén.)

(a) Gi1=(Za;4), = ({id, (12) (34),(13) (24), (14) (23)};-),  Gs = ({a,b, ¢, d} ;s %);
(b) = ({£1, £i}; ), 2 = ({0, {a} {a,b},{a,b,ct}; V), Gs = ({a,b,c,d} 5 0);
(¢c) Gi1=({2,6,15,30};Lkk.t.), Go=({{a},{a,b},{c}, {a b,c}}; V), Gs = ({a,b,¢,d} ;®);
(d) =({1,2,3,6};lLnk.o.), = ({0, {a},{b},{a,b}}; ﬂ) Gs = ({a,b,c,d};0);
(e) = ({0,1,2,3}; max), = ({1,2,4,8};1k.k.t.), = ({a,b,¢,d}; ®).
*x|la b ¢ d o|abcd ®|abcd o|abcd ®|abcd
ala b ¢ d ala b ¢ d ala a a a ala b ¢ d a|la b d d
b|b a d ¢ b|lb ¢ d a b la b d b b|b b ¢ d b |b b d d
cle d a b cle d a b c la d ¢ c cle ¢ ¢ d c |d d ¢ d
dld ¢ b a d|ld a b ¢ d|la b ¢ d d|ld d d d d|d d d d

7.4. Feladat. Hatdrozza meg az el6z6 feladatban szerepld grupoidok automorfizmusait.

7.5. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi T' grupoidtulajdonsig algebrai tulajdonséag,
azaz ha T teljesiil (G;x*)-ra, és (H;*) = (G;x), akkor T teljesiil (H;x*)-ra is. Ennek
segitségével mutassa meg, hogy a megadott két grupoid nem izomorf egymassal.

(a) T : az x * x = a egyenlet minden a-ra megoldhatd, (Q;+) 2 (QT;-);

(b) T : az x *x x = a egyenletnek minden a-ra legfeljebb egy megolddsa van,

(R*;-) 2 (C\{0};);
(¢) T: axa=a teljesiil minden a-ra, (P (Z);U) 2 (P(Z););
(Z; +).

7.6. Feladat. Lehet-e az A algebrdban a H halmaz valamely részalgebra alaphalmaza?

(d) T : létezik egyelemii generatorrendszer, (Q;+) 2 (Z

(a) A=T(N), H a véges sok elemet mozgaté T (N)-beli transzformécidk halmaza,
(b) A=T(N), H a véges sok elemet nem mozgaté T (N)-beli transzformécidk halmaza;
(c) A= (P ({1,2,...,8}); 4, _) ,Haz{1,2,...,8} halmaz paros elemszdmu részhalmazainak

halmaza;
(d) A= (P ({1,2,...,8});U, _) ,Haz{1,2,...,8} halmaz paros elemszdmu részhalmazainak
halmaza;
(e) A= (R[z];+,"),H={peR[z]:p(2) =0}
(f) A= Rz];-),H={peR[z]:p(2) # 0}
(g) A= R[z];+,-), H={peR[2]:p(2) # 0}
) B v, ha {a,b,c} = {u,v,w} ésu < v < w,
(h) A=({1,2,...,6};m),aholm(a,b,c) = { a legalabb kétszer fellépo elem egyébként,
H = {2,4,5,6).

7.7. Feladat. Hatarozza meg a H halmaz altal generalt részalgebrat az A, Ao, Ag
algebrakban.

(a) H a primszdmok halmaza, A; = (QF;-), Ay = (QF;-,71 ), A3 = (QT; +);
(b) H={z € C:|z| <1}, A1 =(C;-), Ay = (C;4+), A5 = (C; +, )

(c) H={0,1}, Ay = (R; A3) , Az = (R; Az, A3) , Az = (R; Az, 43, ..),
aholm =2,3,... esetén A,, (x1,22,...,2Tpn) = W’

(d) H={3,2°}, Ay = (R[z];+,-), Az = (R[2]5-), Ay = (R[z] 5+, —,);

(e) H az N halmaz kételemii részhalmazainak halmaza, A1 = (P (N);U), Ay = (P (N);N), A3 =
(P(N);u,n).

7.8. Feladat. Mutassa meg, hogy nincs valédi részalgebrija a (Z; f, g) algebranak, ahol
fl@)=x+1ég(x)=—x.



7.9. Feladat. Adja meg a kovetkezo algebrak Osszes egy- és kételemii generatorrendszerét.

(a) (N;+),

(b) (Z;+),

(©) (Ze;+),

(d) ({a,b,c,d};*) (14sd a miivelettdblazatot a feladat végén),

(e) ({a,b,c,d};e) (14sd a miivelettdbldzatot a feladat végén).
* | a b ¢ d . | a b ¢ d
alb ¢ ¢ c alb a ¢ d
b|b b b b b|b a d b
clec b ¢ c cla ¢ d c
dld ¢ b d dlic b ¢ c

7.10. Feladat. Kompatibilis osztdlyozasa-e C az A algebranak? Ha igen, akkor irja le
(minél egyszeriibben) a megfelels faktoralgebrét és adja meg a természetes homomorfiz-

must.
_ . o P fa b c d e f
(a) A=({a,b,c,d,e, f};g), ahol g a kovetkez6 unér miivelet: (b cd b f e> ,
C= {{a},{b,c,d},{e,f}};
_ . -« P fa b c d e f
(b) A=({a,b,c,d,e, f};g), ahol g a kivetkezd unér miivelet: (b cd b f e> ,

C= {{a7cae}’{b7dvf}};

(c) A=({1,2,...,6};m), ahol m a 6.(h) feladatban definidlt hadromvaltozds miivelet,
C ={{1,2,3,4},{5,6}};

(d) A=({1,2,...,6};m), ahol m a 6.(h) feladatban definidlt haromvéltozds miivelet,
C= {{17 3} ) {2’ 4} ) {57 6}} )

(e) A=(P(Z);V),C ={C1,Cs}, ahol C; a Z halmaz véges részhalmazainak halmaza,
Cs pedig a Z halmaz végtelen részhalmazainak halmaza;

(f) A=(P(Z);V),C ={Cy,Cs}, ahol Cy a Z halmaz N-et tartalmazé részhalmazainak
halmaza, Cg pedig a Z halmaz N-et nem tartalmazd részhalmazainak halmaza;

(8) A=(Ze;+), C={{0,1,2},{3,4,5} };
(h) A =(Zg;+ ,c ={{0,2,4} ,{1,3,5} };
(i) A=({a,b,c,d};*), C={{a,b},{c,d}} (ladsd a miivelettabldzatot a feladat végén);
() A=({a,b,c,d};x), C={{a},{b,c,d}} (lasd a miivelettdbldzatot a feladat végén).
* | a b ¢ d
ala b ¢ c
bla b c c
cld d b b
dic d b a

7.11. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a C osztdlyozashoz tartozé a ekvivalenciarelacié az
A algebrénak kongruencidja, és adjon meg izomorfizmust A/a-rél B-re.

(a) C = {{a,d},{b},{c},{e},{f}},A=({a,b,c,d,e, f};g), ahol g a kivetkez§ unér

a b ¢ d e
b ¢ d b f / B =({1,2,3,4,5};7), ahol m = (123) (45);

(b) ¢ ={{1,2},{3},{4,5,6}} ,A =({1,2,3,4,5,6};m), ahol m a 6.(h) feladatban definidlt
[ [ (o . ) | 2, ha a,b,c kiilonbozdek,
hiromvéltozés mitvelet, B = ({1,2,3}; g), ahol g (a,b,c) = { a legaldabb kétszer fellépé elem egyébként;
(c) C={{0}, P(Z)\{0}}, A =(P(Z);V), B—(Z2;-);

(d) ¢ ={{0,3},{1,4} ,{2,5}} A =(Ze; +), B = (Z3; +);
(e) ¢ ={{a,b},{c},{d,e}},A=({a,b,cd, e}, ) (lasd a miivelettdblazatot), B = ({0, 1,2} ; max) .

miuvelet:

QL O O O OO0
LU 0 Qs
O Qd Q d®

o Q0 Q%
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7.12. Feladat. Ellendrizze, hogy a megadott ¢ : A — B leképezés homomorfizmus, és
hatdrozza meg ¢ magjat és értékkészletét. Végiil adjon meg izomorfizmust A/ ker p-rol
Ap-re.

(a) ¢: (P(A);U,N)— (P(A);U,N),H— HN B, ahol B C A adott halmazok;
(B) ¢:(Cr) = (R;), 2= [z];

(C) P (Sna ) - (]Rv ')vﬂ = sgn(ﬂ);

(d) P (R[x]v—h) - (R;"h')’f'_) f(2);

(€) ¢: Rz];+) = R[z];+), f — [

() ¢:(C;+) — (R;+),z — Rez;

(g) v:(Z;+) — (S5,) , k— (12345)k;

() o2 @4) = (€ ke (L4 3) s

() o: (Za]s+,) = (Zs [x] s+, ), 3000, @’ = 300, @

7.13. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a kovetkezd algebraknak nincs az egyenléségtol és
a teljes relaciotdl kiilonb6z6 kongruencidja.

(a) (Z7;+),

(b) (4;f), ahol A egy nemiires halmaz, és f (a,b,c) = { ¢, haazb

a, haa=0b"

(C) (Rv =+, ) )
(d) ({a,b,c,d};*), ahol x miivelettdblazata a kovetkezo (a kipontozott helyek tetszélegesen
kitolthetdk):
| b ¢ d
c d b

QU O S *x
o e Qe

7.14. Feladat. Dontse el, hogy izomorf-e az A és a B algebra. Ha igen, adjon meg egy
izomorfizmust A-rél B-re.

(a) A=(C;+),B=(R;+) x (R;+);

(b) A=(C;),B=(R;-) x (R;-);

() A=(Zs;+),B = (Zo;+) x (Z3;+);

(d) A=(S6;"),B = (Zo;+) x (Z3;+);

() A=(Zy;+),B=(Za;+) X (Z2;+);

() A=({id, (12) (34),(13) (24), (14) (23)};-) , B = (Z2; +) x (Z2;+);
(g) A=(P({1,2,3});4,Nn),B = (Za;+,") x (Z2;+,) X (Za; +,) .



