Polinomok
(eladasvazlat, 2010. november 12.)

Mardéoti Miklos

Ennek az el§adasnak a megértéséhez a kovetkezs fogalmakat kell tudni: gyiird, gydrd
additiv csoportja, zéruseleme, és multiplikativ félcsoportja, egységelemes és kommutativ
gylird, test, generdlt részalgebra, egész szdmok

Az el6adashoz ajanlott jegyzet:

e Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiadé, Szeged, 1999.
e Szendrei Agnes: Diszkrét matematika, Polygon Kiado, Szeged, 1994-2002.

1. Példa. A kévetkezd algebrai struktirak gytrdk:
(1) (R;+,-), (Q, +,+), (C;+,-), és altalaban minden test,
+,7), (P;+,-) aholP={2a:a € Z},
+ ) (modulo n maradékosztalyok),
); A, N) tetszéleges U halmazra.
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T + ) tetszoleges T testre,

R™™: 4 .) tetsz6leges kommutativ R gytrtire,

) test feletti egyvéltozos polinomok.
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2. Tétel. Tetszdleges kommutativ, eqységelemes R gytriben teljesilnek a kovetkezd tulajdonsdgok:

(1) 0-a=a-0=0 ahol 0 az R gyiiri zéruseleme,

(2) (= )b = a(—b) = —(ab),
(3) ) (b1 4+ by) = D00 YN aiby (dltaldnos disztributivitds),

(a1
(4) (a+ ) =310 (%) - a'b™ " (binomadlis tétel).
3. Definicié. A T test folotti egyhatarozatlani polinomok az
ap+ a1z + - +a,z" (ai ET)

formalis kifejezések, amelyek halmazat T[z]-el jeloljik. Ha aj41 = ajp2 = -+ = a, = 0,
akkor az ag 4+ a1z + - - - + apx™ és ag + a1x + - - - + a;x* polinomokat egyenlGknek tekintjiik
(tehat a kezds zéro egyiitthatos tagokat figyelmen kiviil hagyjuk). Az a € T elemeket
konstans polinomoknak hivjuk.

4. Definicié. Legyen T test. Az f = ap+ajz+- - -+a,x™ € T[x] polinom polinomfiiggvényén

az
n
= Z a;ct (ce)
i=0
képlet szerint definialt f(x) : T — T leképezést értjiik.

5. Példa. A Zs test feletti f = 0 és g = = + 2% polinomokra f # g de f(z) = g(z). De
tetszGleges f, g € R[x] polinomokra f = g akkor és csak akkor, ha f(x) = g(x).

6. Definicié. Legyen T tetszoleges test és
f=ao+ax+- - +apa" € Tzl g=by+biz+ -+ bpz™ € T[]

Az f és g polinomok &sszegén az

max(n,m)

f+g= Z (a;i + b))z,

=0



polinomot értjiik, ahol a; = 0, illetve b; = 0 értends, ha ¢ > n, illetve ¢ > m. Az f és g
szorzatan az

n+m i '
fg= Z Zajbi,]’ '
=0 \j—=0

polinomot értjik.

7. Tétel. Teilszdlges T test esetén T[x] kommulativ egységelemes gydrit alkol az el6bb
definidlt miveletekkel, amit a T test feletli egyhatdrozatlani polinomgydrinek hivunk.

8. Tétel. Tetszdleges T testre a T|x] polinomgydrit a konstanspolinomok és az x polinom
generdlja. A konstanspolinomok a T testtel izomorf résztestet alkotnak T[x]-ben.

9. Definicié. Ha az f = ap + a1z + -+ + apa™ € T|x| polinomban a, # 0, akkor az n
szdmot az f polinom fokszamanak és az a, elemet az f polinom fGegyiitthatéjanak hivjuk.
Az f polinomot fépolinomnak nevezziik, ha f féegyiitthatoja 1 € T. Tehat a 0 polinomnak
nincsen fokszama (se f6egyiitthatoja), de kényelmes lesz bevezetni a kovetkezd jelolést:

X f fokszama, ha f #0,
deg f =
-1, ha f =0.

10. Tétel. Legyen T tetszdleges test és f, g € T[x] nemzérd polinomok. Ekkor
deg(f + g) < max(deg f,degg) ¢és deg(fg) = degf +degy.

11. Definicié. Az R gytirtit zérusosztomentesnek nevezziik, ha barmely két 0-t6l kiilonb6z6
elem szorzata 0-t6l kiillonbo6z6.

12. Kovetkezmény. Tetszdleges T test esetén T'|x| zérusosztémentes.

13. Tétel. Tetszbleges zérusosztomentes R gydriben teljesilnek a kévetkezd in. kancellativ
tulajdonsdgok:

(1) ha ac =bc és ¢ # 0, akkor a = b,

(2) ha ab=ac és a # 0, akkor b = c.

14. Definicié. Legyen T tetsz6leges test és f,g € T[x]. Azt mondjuk, hogy f osztoja g-nek,
vagy g tobbszorose f-nek, és azt irjuk, hogy f | g, ha van olyan h € T[z] polinom, amelyre
fh=g.

15. Teétel. Tetszileges T test feletti T [x] polinomgydriben teljesiilnek a kivetkezd oszthatdsdgi
tulajdonsdgok:

M f17,
ha f|g ésg|h, akkor f | h,
ha f|g ésg|f, akkor f = cg valamely c € T' \ {0} elemre,
L fesflo,
0| f akkor és csak akkor, ha f =0,
| 1 akkor és csak akkor, ha f € T\ {0},
ha f|gés f|h, akkor f|g+h és f|g—h,
ha f | g és h|p, akkor fh | gp,
ha fh| gh és h#0, akkor f | g.
(10) ha f | g és g # 0, akkor deg f < degg.
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16. Definicié. Az f és g polinomok asszocialtak, ha f|g és g|f, amelyet az ~ relacioval
jeloliink.

17. Kovetkezmény. Az asszocidltsdg ekvivalenciareldcid a polinomok halmazdn. A 0 polinomhoz
semelyik mdsik polinom sem asszocidlt. A {0} osztdlyt kivéve minden asszocidltsagi osztdlyban
pontosan egy fépolinom van.



18. Definicié. A h polinom az f, g polinomok legnagyobb koz0s osztdja, ha

(1) h | f és h| g (azaz kéz0s 0s7t6), és

(2) hap| f ésp|g, akkor p | h (azaz minden kozos oszténak a tobbszorose).
Hasonl6an, a h polinom az f, g polinomok legkisebb kdzos tobbszorose, ha

(1) f|heésg|h (azaz kézds tobbszoros), és

(2) ha f|peésg]|p, akkor h | p (azaz minden kozos tobbszorosnek az osztdja).

19. Tétel. A legnagyobb kiézos 0szté (és a legkisebb kozds tobbszords) asszocidltsdg erejéig
egyértelmien meghatdrozott. Tehdt, ha h az f és g polinomok legnagyobb kizds osztdja,
akkor h minden asszocidltja is legnagyobb kozds oszto és rajtuk kivil nincs mds legnagyobb
kbz0s o0szto.

20. Definicié. Az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat Inko(f, g)-vel jeloljik, és
altalaban nem azt irjuk, hogy h = Inko(f, g), hanem azt, hogy h ~ Inko(f, g). Hasonléan a
legkisebb kozos tobbszorost lkkt(f, g)-vel jeloljiik.

21. Definicié. Az f és g polinomok relativ primek, ha Inko(f, g) ~ 1.

22. Tetel. Legyen T test, f,g € T[x] és g # 0. Ekkor léteznek olyan egyértelmien
meghatdrozott q,r € T[z] polinomok, amelyekre f = qg+1r és degr < degg. Ezt a miveletet
maradékos osztdsnak nevezziik, ahol f az osztandd, g az 0sztd, q a hdnyados és r a maradék.

23. Teétel (Euklideszi algoritmus). Bdrmely két f,g € T[x] polinomnak van legnagyobb
kézds osztdja, amely a kévetkezd maradékos osztdsok elvégzésével megkaphatd:

f=q9+n (degr < degg)
g =qar1 + 719 (degry < degry)
r1 = q3r2 + 13 (degrs < degra)
Ti—1 = ¢i+17i T Tit1 (degrit1 < degr;)

Az eljdrds véges szdmaii lépés utdn véget ér, azaz létezik olyan n € N, hogy rpy1 = 0. A
legnagyobb kozos oszté az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko(f, g) ~ r,. Az eljdards sordn
kapott egyenleteket visszafejtve olyan u és v polinomokat kapunk, hogy Inko(f, g) = fu+ gv.

24. Tétel. Bdrmely f,g,h € T|x] polinomra teljesiilnek az aldbbiak.

) Inko(Inko(f, g), hg ~ Inko(f,Inko(g, h)),

Inko(f, g) ~ Inko(g, f),
~f < flg,

Inko(f + gh, g),
- h ~ Inko(fh, gh),

25. Kovetkezmény. Bdrmely f,g,h € T[x] polinomra teljesiilnek az aldbbiak.

(1) halnko(f,g) ~ 1, f|h és g|h, akkor fg| h;
(2) halnko(f,g) ~ 1 és f | gh, akkor f | h;

(3) ha lnko(f,g) # 0 és f | gh, akkor f/Inko(f,g) | h.
26. Tétel. Tetszdleges f,g € T[x] polinomokra
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27. Tétel. Tetszdleges adott f,g,h € T[x] polinomok esetén az fu+ gv = h diofantoszi
egyenlet akkor és csak akkor oldhatd meg az u,v € T[x] polinomokra nézve, ha Inko(f, g) | h.
Ha ug, vy egy megoldds, akkor az dltaldnos megoldds

u:uo—l—L-t, v = v

Inko(f, g)

ahol t € T[x] tetszdlegesen vdlaszthatd.

T lko(fig)

28. Definicié. Az a € T elem gyoke (mas szoval zérushelye) az f € T[z] polinomnak, ha
fla) =0.
29. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T|x] és a € T esetén

fla)=0 < z—alf.

30. Tétel (Horner-médszer). Legyen f = apz™+---+aix+ag € T[z] egy n-edfoki polinom
ésc €T. Ha a Horner-mddszerrel elkészitett tdbldzat alsé sordban dllo szdmok b,, ..., b1, by,
azaz

bn = an,
bi =bi+1-c+a; (i=n-1,...,0)
akkor by nem mds, mint az f-nek az x — ¢ polinommal valé osztdsakor keletkezd maradék,
bl 4 -+ box + by pedig ugyanezen osztds hdnyadosa:
f=@—c) (bpa" 4+ box + by) + by.

31. Definicié. Az f € T[z] polinomnak az a € T elem k-szoros gydke, ha (z —a)¥ | f, de
(x —a)**! J f. A k € N szdmot az a gydk multiplicitasanak nevezziik.

32. Tétel. Alkalmazzuk a Horner-mddszert az f = ana™ + -+ + a1z + ag € T[x] polinomra
és a c €T konstansra, majd egészitsik ki a tdbldzatot egy ijabb, az eldzénél eggyel rovidebb
sorral a szokdsos Horner-mddszer szamoldst szabdlydval. Folytassuk 4jabb, egyre rovidebb

sorokkal, mig végil eqy hdromszog alaku tdabldzatot kapunk:

an | ano1 | ang |-+ | az | a1 |ag|
do

dy

do

OO0

dn—?

c
C dn—1
| dn

A tdbldzat jobb szélén dtlosan elhelyezkedd szamok megadjdik annak a polinomnak az egyiitthatdit,
amelyet f-bdl az x — c hatdrozatlanra vald dttéréssel kapunk (természetesen dy = f(c) és

dp = ap):

anx" 4+ -+ ax+ag =dp(x — )" + -+ di(x — ¢) + dp.
A tdbldzatbol az is kiolvashatd, hogy ¢ hdnyszoros gydke f-nek: az a legkisebb k egész, amelyre
dy=dy=---=dp_1 =0 ésdp #0.
33. Definicié. A p € T'[x] polinom irreducibilis, ha legalabb els6foku, és csak ugy bonthatéd
két polinom szorzatira, hogy az egyik tényez§ asszocidlt p-hez. Ekkor a maésik tényez6
sziikségképpen asszocidlt 1-hez; az ilyen felbontést trividlis faktorizaciénak nevezzik.

34. Definicié. A p € T'[z] polinom prim, ha legalabb elséfoku, és valahanyszor osztdja egy
szorzatnak, mindannyiszor oszt6ja a szorzat egyik tényez&jének.

35. Tétel. A prim és irreducibilis polinomok megegyeznek.
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36. Tétel. Legyen T tetszdleges test. Minden nemnulla f € T[x] polinom felirhatd, mégpedig
a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmien,

f=apy--pn
alakban, ahol a € T\{0} az f fbegyiitthatdja, p1,...,pn € T|x| pedig irreducibilis fépolinomok.
37. Teétel. Bdarmley test felett minden elséfoki polinom irreducibilis.

38. Tétel. Ha f € T[x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincsen gyike.

39. Tétel. Bdrmely test feletti mdsod- vagy harmadfoki polinom akkor és csak akkor
1rreducibilis, ha nincs gyoke.

40. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinomnak
van gydke a komplex szdmok testében.

41. Kovetkezmény. A komplex szdmok teste felett pontosan az elséfoku polinomok az
wrreducibilisek.

42. Kovetkezmény. Minden legaldbb elsdfoki komplex egyiitthatds polinom elsdfoki polinomok
szorzatdra bomlik. Ha f = apx™ + -+ 4+ a1z + ag € Clz] ahol a, # 0, akkor f-nek
multiplicitdssal szdmolva pontosan n gyéke van. Ha ezek a gyékok aq,...,an € C, akkor
f=an(x—a1) - (x—ay). Ezt nevezzik az f polinom gyokiényezds felbontdsanak.

43. Tétel (Viéte-formulak). Legyenck az n-edfokii f = 2™ +an_12" 1+ -+ajz+ag € Clz]
fopolinom gyokei aq, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltintetve, amennyi a multiplicitdsa,).
Ekkor fenndlnak a kévetkezd dsszefiiggések:

—Qp-1 =01+ a2+ + g,

Ap—2 = Q1O + Q13 + - - + Qp_1Qp,

(—1)*an—k = > iy Qg+ ++ Qi

1< <io << <n

(—1)"ap = cnaz -+ an.
44, Tétel. Ha f € R[z] és ha f(z) = 0 valamely z € C komplex szamra, akkor f(z) = 0.

45. Kovetkezmény. Fgy valds egyiitthatés polinom pontosan akkor irreducibilis Rlx]-ben,
ha elséfoki, vagy olyan mdsodfoki polinom amelynek nincs valds gydke.

46. Kovetkezmény. Minden pdratlan fokszdmai wvalds egyiitthatdés polinomnak van valds
gyoke.

47. Tétel (Rolle tétele). Legyen f = apa™ +- -+ ai1x + ap egész egyiitthalds polinom, azaz

f € Zlz]. Ekkor f minden raciondlis gyike % € Q alaku, ahol p | ag és q | ay. Specidlisan,

egész eqyitthatos fépolinom raciondlis gydkei mind egész szdmok.
48. Kovetkezmeény. A legfeljebb harmadfoki Q[x]-beli polinomokrdl eldonthetd, hogy irredu-
cibilisek-e.

49. Tétel (Schénemann-Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = a,z™ +
<o+ a1z + ag egész egyiitthatds polinom, azaz f € Zx]. Ha létezik olyan p primszam,
amelyre p fan, p | an_1,...,0| a1, plao és p* [ao, akkor f irreducibilis Q[x]-ben.



