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1. Megjegyzés. Ebben a fejezetben mindenhol feltessziik, hogy a T testben 14+ 1 # 0. Ez
példaul a Zs testben nem teljesiil!

2. Definicié. Legyen U és V vektortér a T test felett. Egy [ : U x V. — T leképezést
bilinearis leképezésnek neveziink, ha

(1) minden uy,ug € U és v € V esetén l(u1 + ug,v) = l(u1,v) + l(uz,v),

(2) minden u € U és vy, ve € V esetén l(u, v + v2) = l(u,v1) + l(u, v2),

(3) minden A € T, u € U és v € V esetén [(Au,v) = N(u,v) = l(u, \v).
Az [ bilineéris leképezés szimmetrikus, ha U = V és minden u,v € U esetén I(u,v) = (v, u).

3. Definicié. Legyen U m-dimenzios és V n-dimenzios vektortér a T test felett, tovabba
E :eq,...,e, bazis U-ban és F : fi,... [, bazis V-ben. Az [ : U x V — T bilinearis
leképezés matrixa az € és F bazisokban az (I(e;, fj)) € T™*™ matrix. Ha [ szimmetrikus,
akkor az £ és F bazisokat azonosnak vélasszuk, és igy definidljuk [ matrixat.

4. Tétel. Legyen U m-dimenzids és V n-dimenzids vektortér a T test felett, £ bdzis U-ban,
F bazis V-ben, és A € T™* ™ azl:UxV — T bilinedris leképezés matriza. Ekkor tetszdleges
u €U ésv €V vektorokra [(u,v) = xAy”, ahol © az u vektor koordindtasora az € bdzisban
és y a v vektor koordindtasora a F bdzisban. Tehdt a bilinedris leképezés mdtriza (valamely
bazisban) egyértelmien meghatdrozza a bilinedris leképezést.

5. Tétel. Legyen V véges dimenzids vektortér o T test felett. Azl :V x V — T bilinedris
leképezés akkor és csak akkor szimmetrikus, ha mdtriza valamely (bdrmely) bdzisban szimmetrikus.

6. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett. A q : V. — T leképezést kvadratikus
alaknak nevezziik, ha létezik olyan [ : V x V' — T szimmetrikus bilinearis leképezés, amelyre
q(v) = l(v,v) minden v € V esetén.

7. Tétel. Bdrmely kvadratikus alak egyértelmien meghatdrozza a hozzd tartozd szimmetrikus
bilinedris leképezést.

8. Definicié. A kvadratikus alak valamely bazisbeli matrixan a kvadratikus alakhoz tartozo
szimmetrikus bilinearis leképezés matrixat értjiik.

9. Tétel. Legyen V vektortér a T test felett, £ és F bazisok V-ben, és q: V — T kvadratikus
alak. Ha q mdtriza A az € bdzisban, és S az ditérés mdtriza az F bdzisrol a £ bdzisra, akkor
q mdtriza az F bdzisban SAST.

10. Definicié. A ¢ kvadratikus alak rangjan valamely (barmely) bazisbeli matrixdnak
rangjat értjik, és r(q)-val jeloljiik. Azt mondjuk, hogy a ¢ kvadratikus alak az £ béazisban
kanonikus alaki, ha méatrixa diagonélis.

11. Tétel (Kvadratikus alakok alaptétele). Bdrmely véges dimenzids vektortéren értelmezett
kvadratikus alakhoz megadhaté a vektortér olyan bizisa, amelyben a kvadratikus alak kanonikus
alakii.

12. Kovetkezmény. Bdrmely A szimmetrikus mdtrizhoz megadhaté olyan S nemelfajuld
mdtriz, amelyre SAST diagondlis.



13. Definicié. Az R valos szamtest feletti véges dimenzios vektortereken értelmezett kvadratikus
alakokat valos kvadratikus alakoknak nevezziik. Az

2 2 2 2
e e B T

alaku kvadratikus alakokat normalalakinak nevezziik (0 < k < 7).

14. Tétel. Bdrmely valds kvadratikus alakhoz megadhatd a vektortér olyan bdzisa, amelyben
a kvadratikus alak normdlalaki.

15. Tétel (Tehetetlenségi tétel). Minden valds kvadratikus forma normdlalakja egyértelmien
meghatdrozott, azaz ha két bdzisban a kvadratikus alak normdlalaki, akkor ugyanannyi benne
a pozitiv, illetve a negativ tagok szdma.

16. Definicio. A valés szamtest feletti V' vektortéren értelmezett ¢ kvadratikus alak

(1) pozitiv definit, ha minden nemnulla v € V vektorra g(v) > 0,

(2) negativ definit, ha minden nemnulla v € V' vektorra ¢g(v) < 0,

(3) pozitiv szemidefinit, ha minden nemnulla v € V' vektorra ¢(v) > 0, és létezik olyan
nemnulla w € V' vektor, amelyre g(w) = 0,

(4) negativ szemidefinit, ha minden nemnulla v € V' vektorra g(v) < 0, és létezik olyan
nemnulla w € V' vektor, amelyre g(w) = 0,

(5) minden mas esetben indefinit, azaz ha léteznek olyan nemnulla v,w € V' vektorok,
hogy q(v) > 0 es g(w) < 0.

17. Tétel. Legyen g = a3+ +af —ai,, — - — a2 valds kvadratikus alak a valds szdmiest
feletti n-dimenzids vektortéren. Ekkor q akkor és csak akkor

(1) pozitiv definit, ha k =r =n,

(2) negativ definit, ha k =0 ésr =n,

(3) pozitiv szemidefinit, ha k =1 < n,

(4) negativ szemidefinit, ha k =0 és r < n,

(5) indefinit, ha 0 < k < r.

18. Kovetkezmény. Minden olyan A szimmetrikus mdtrizhoz, amelyhez tartozé xAxzT
kvadratikus alak pozitiv definit, létezik olyan P nemelfajuld valds mdtriz, amelyre A = PPT

19. Definicié. A valos szamtest feletti véges dimenzios V' vektorteret euklideszi térnek

nevezziikk a (—, —) : V x V. — R belsd szorzattal, ha (—, —) olyan szimmetrikus bilinearis
leképezés, amelyhez tartozd kvadratikus alak pozitiv definit. Az u € V vektor hosszéan
(normajan) az ||u|| = \/(u,u) nemnegativ valés szamot értjiikk. Az u vektor normalt, ha
[lul| = 1.

20. Példa. Az R"™ vektortér euklideszi tér az
(@,y) = ay" szyz

igynevezett standard belsd szorzattal.

21. Tétel (Bunyakovszkij-Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség). Fuklideszi tér tetszéleges u, v
vektora esetén
[(w, 0)| < lul] - [[v]]-
22. Tétel (Haromszog egyenl6tlenség). Euklideszi tér tetszéleges u, v vektora esetén
[lu 4ol < |ull + [[ol]
23. Definicié. Tetsz6leges u, v vektorra létezik egy egyértelmiien meghatarozott 0 < a <7
sz0g, hogy
(u, v)

[l - o]
2

CoSx =



amelyet az u és v vektorok szogének neveziink. Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok
merdlegesesek (ortogonalisak), ha (u,v) = 0, amit u_Lov-vel jelélink.

24. Definicié. Az wuy,...,u; vektorrendszer ortogondlis, ha barmely 1 < i < j < k
esetén u; Luj. Ha az uy, ..., u; vektorok normaltak is, akkor ortonormalt vektorrendszerrdl
beszéliink. Az A € R™"™ matrixot ortogondlis matrixnak nevezziik, ha sorvektorrendszere
ortonormélt az R™ euklideszi térben.

25. Kdévetkezmény. Az A € R™" mdtriz akkor és csak akkor ortogondlis, ha AAT = E,
azaz A7 = AT,

26. Tétel (Gram-Schmidt-féle ortogonalizacié). Euklideszi tér tetszdleges uq, . . ., uy linedrisan
fiiggetlen vektorrenszere esetén wan olyan vi,...,vr ortonormdlt vektorrendszer, amelyre
[ug, ... uk] = [v1,.. ., V]

27. Kovetkezmeény. Euklideszi tér barmely ortonormadlt vektorrendszere kiegészithetd ortonormdlt
bdzissd. Fuklideszi térben van ortonormdlt bdzis.

28. Definicié. Az U és V euklideszi terek izomorfak, ha van olyan ¢ : U — V vektortér
izomorfizmus, amely megtartja a bels§ szorzatot, azaz (up,vp) = (u,v) minden u,v € U
esetén.

29. Tétel. Bdrmely n-dimenzids euklideszi tér izomorf az R™ euklideszi térrel.

30. Definicié. Legyen V euklideszi tér. Azt mondjuk, hogy a ¢ : V — V lienéris
transzforméaci6 szimmetrikus, ha minden u,v € V esetén (up,v) = (u,vp).

31. Tétel. Fuklideszi tér linedris transzformdcidja akkor és csak akkor szimmetrikus, ha
mdtriza valamely (barmely) ortonormdlt bdzisban szimmetrikus.
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33. Tétel. Fuklideszi tér tetszdleges ¢ szimmetrikus linedris transzformdcidja esetén az
euklideszi térnek van ¢ sajdtvektoraibdl dllo ortonormdlt bdazisa. Ebben a bdzisban ¢ mdtriza

-

diagondlis, ahol a fédtléban rendre a bdzisvektorokhoz tartozo sajatértékek dllnak.
34. Kovetkezmény. Bdrmely A valds szimmetrikus mdtrizhoz megadhatd olyan P ortogondlis

mdtriz, amelyre P~ AP diagondlis.

35. Tétel (Kvadratikus alakok f6tengelytétele). Euklideszi térben birmely kvadratikus
alakhoz megadhats az euklideszi tér olyan ortonormdlt bdzisa, amelyben a kvadratikus alak
kanonikus alakai.



