MBX114G: DISZKRET MATEMATIKA III. GYAKORLAT
(2009. mércius 23.)

1. PERMUTACIOK

1.1. Feladat. Irja fel az alabbi S7-beli permutaciokat paronként idegen ciklu-
sok szorzataként:

W a(l 2345067
742365 1)
1234567
(2)5—<1652437>’
1234567
(3)7_<4571263>'

1.2. Feladat. Adja meg a kovetkezd Sy-beli, paronként idegen ciklusok szor-
zataként elgallitott permutécidkat kétsoros irasmdodban:

(1) 6 =(136)(2754),

(2) e=(17)(26)(345),

(3) n=(154273).
1.3. Feladat. Az el6z6 két feladatban bevezetett permutaciokbol kiindulva
adja meg az aldbbi S7-beli permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzata-
ként:

(Ba)™', en'ByaT, o™ (neN),  ((ns)*"06*0) .

1.4. Feladat. Adja meg a kovetkezG Sg-beli permutécidkat paronként idegen
ciklusok szorzataként:

(1) (a™8a)', ahol

/123456789
*~\3 546719 2 8)
ﬁ_123456789
“\7 892516 4 3)°

(2) ((1 54372)°((293)(4527))20 (48 1))71.

1.5. Feladat. Keresse meg mindazokat a o € Sg permutéciékat, amelyekre
teljesiil, hogy

123456 7 8\ "
8 56 43127

((1234)(738))% (3 4) = (

1.6. Feladat. Dontse el, hogy az elsg két feladatban bevezetett o, ..., n € S
permuticiok, valamint a segitségiikkel megadott alabbi permutéciok parosak-e
vagy paratlanok:

(77—15112)111 : (5’704)_1 (ﬁ_15"79)2 '
1
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1.7. Feladat. Igazolja, hogy minden k hosszuségu v € S, ciklusra
(1) v* =1id,
(2) 7% #1id, ha £ € N kisebb k-nél.

1.8. Feladat. Igazolja, hogy minden = € S, permutaciora 7™ = id. Hogyan
lehet megadni a legkisebb olyan k € N szamot, amelyre 7% = id?

1.9. Feladat. Mutassa meg, hogy S9 minden eleme elgall

(1) az (12),(13),...,(19) transzpoziciok szorzataként;
(2) az (12) és (123 ... 9) ciklusok szorzataként.

1.10. Feladat. Keresse meg mindazokat a m € Sg permutacitkat, amelyekre
teljesiil, hogy

(1) m2 = (12);

(2) w2 =(12)(34).
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2. KOMPLEX SZAMOK

2.1. Feladat. Hatarozza meg az aldbbi kanonikus alakban megadott komplex
szamok trigonometrikus alakjat:

(1) O’ ]-a _17 i) _Za

(2) 1 -4, =3 —/3i, —/2 + V6i.
2.2. Feladat. Hatarozza meg az aldbbi trigonometrikus alakban megadott
komplex szamok kanonikus alakjat:

uzx@(cos%%—isin%), v:5<cos7z+isin7w>,

4
020 (oo () i (-2)).

2.3. Feladat. Szamolja ki a lehet$§ legegyszeriibben a megadott kifejezések
értékét:

N7 1
; 1 1 3—3i i(—1—1)
= — u = e v = re———
1—2i  1+2i 3+v3i) =i )

Y 341 3—i L (2=D(=3+10) 1001
~(=1414)(3 - 2i) + (—1—14)(3 —2i)’ N <|(2 —i)(—3 +¢)y) ’
. ((—2 — 2i) (=5v/3 + 15i) ) 0 o (7v/3 — 214)"™
Vo (G Cvareva)
2.4. Feladat. Adja meg a
(=5+2i)x1 + (I4+i)ze + (3—9)xy + dizy = 1—1
(=3+i)z1 + (A+4+dxe + (2—Ti)zg + 3izgy = 1—1
(1—i)z1 + 14z + —3dixy + ixy = 1—1

linearis egyenletrendszer &ltaldnos megoldasat.
2.5. Feladat. Végezze el az alabbi gySkvondsokat:

89 \/5*32'

— (3

2.6. Feladat. Dontse el a megadott n pozitiv egész és z komplex szam esetén,
hogy n-edik egységgydk-e z, és ha igen, akkor primitiv n-edik egységgyok-
e. Ha az utébbi kérdésre igenl§ a valasz, akkor allitsa el§ az Osszes m-edik
egységgyokot z ‘kis’ nemnegativ egész kitevss hatvanyaként (pl. z = —% — @z

. , a1 0 1, V3:_ .2 1 V3B:_ .
primitiv harmadik egységgyok, és 1 = 2°, —5 + 521 = 2*, —5 — 5% = 2):

(1) n=38, z=1—74;

(2) n=28, z= —i;

Vi1
(3) n= I L
(4) n =10, = cos = 4 isin o
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8
(5) n=17, z:cos%r—i—z‘sin?ﬁ.

2.7. Feladat. Trigonometrikus alaktak-e a kovetkezd komplex szdmok:
.. T .. T
t=0(cosm+isinm), u:2<cos——zsmz),

() i (). e (
v = COS 3 781 3 , W = COS 4 7 811 4 .

Amelyik nem trigonometrikus alaku, azt adja meg trigonometrikus alakban.

2.8. Feladat. Igaz-e, hogy

2.9. Feladat. Az alabbi komplex szamok mely n € N-re n-edik egységgytkok,
illetve primitiv n-edik egységgyokok:

1 3
-4, —144 = — £z',

5 5 + si

s
“S 5007 T ™M 2007

2.10. Feladat. Adja meg a 112 sz0g szinuszat és koszinuszat egész szdmokbol
alkotott gyokos kifejezésként. [Pl. sin § = @]
2.11. Feladat. Igazolja a kdvetkez6 egyenléséget tetszdleges o szogre:

cos3a =4cos>a —3cosa 6s  sin3a = —4sin® o + 3sina.

2.12. Feladat. Mutassa meg, hogy

(-0 ()@
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3. VEKTORRENDSZER ES MATRIX RANGJA, ALTEREK BAZISAI

3.1. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezs valos métrixok rangjat:

1 2 1 4 1 39 1 -2 3
2 5 10 2 4 8 -3 6 -9
35 4 3 |’ 9 3 1 |’ 2 -4 6
01 -1 1 8 4 2 -4 8 12

Mekkora ugyanezen matrixok rangja, ha raciondlis, illetve komplex szamtest
feletti matrixként tekintjiik Sket?

3.2. Feladat. Hatarozza meg
(1) az R® vektortérben a (3,—1,3,2,5), (5,-3,2,3,4), (—1,3,5,0,7),
(75 —5, 17 47 1)
(2) a Q* vektortérben a (1,1,4,—-1), (2,5,5,1), (4,0,3,1), (1,2,3,0)
(3) a C* vektortérben a (24, —2,1,1), (1,4,0, —i), (=1 —4,1,1,4)
vektorrendszer rangjat.

3.3. Feladat. Valasszon ki az el6z6 feladatban megadott vektorrendszerekbdl
maximalis line4risan fiiggetlen részrendszert.

3.4. Feladat. Adja meg
(1) az R-beli [(3,1,0,0),(1,1,0,~1),(1,~1,0, 2)]
(2) a Q%-beli [(1,4,-2,0, -1 ) (—2,0,0,1,1), (1, 2,-1,1),(0,2,0,0,1)]
(3) a C3-beli [(1 —1,i,0), (=1 —1i, 1,0)]
alteret elemei segitségével. Allapitsa meg, hogy ezekben az alterekben bazist
alkotnak-e a megadott vektorok.

3.5. Feladat. Adjon meg béazist

(1) a 4.4. Feladatban megadott harom
(2) az R%-beli {(2a —b+c,a+c,—a+b,b+c,b+c) ER®:a,b,cc R}
(3) a QP -beli {(3a—4b+2c,2a+b—c,a+c,b+c,a+b+c) € Q% : a,b, c € Q}
(4) a C*-beli {(=b+c,ia+c,—a+ib,b+c) € C°:a,b,c € R}

altérben.

3.6. Feladat. Tekintsiik
(1) az R* vektortérben az U = [(1,1,0,—1),(1,-1,0,2),(3,1,0,0)] és V =
[(—1,0,1,-1),(1,0,1,0),(0,0,2,—1)]
(2) a Q° vektortérben az U = [(2,2,0,-1,0),(3,0,2,-2,1),(1,0,2,2,0)]
es V=1[(1,-2,2,—-1,1),(-2,0,0,1,1),(0,2,0,0,1 ]
(3) a C? vektortérben az U = [(i,4,1)] és V = [(1 —4,4,0), (=1 —i,1,0)]
altereket. Adjon meg egy-egy bézist az U +V és U NV alterekben.

3.7. Feladat. Legyen M tetsz6leges raciondlis matrix. Igazolja, hogy M rang-
ja fiiggetlen attol, hogy M-et racionalis, valés vagy komplex méatrixnak tekint-
jiik.
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3.8. Feladat. Mutassa meg, hogy barmely T test feletti n X n-es A matrixra
ekvivalensek az alabbi tulajdonsagok:

(1) A sorvektorainak rendszere linearisan fiiggetlen,
(2) A oszlopvektorainak rendszere linearisan fiiggetlen,
(3) A rangja n,

(4) A determinansa nem 0.

3.9. Feladat. Legyen V tetsz6leges vektortér és benne vy, va,. . ., vy tetszéleges
vektorok. Milyen feltételek mellett O, illetve 1 a vy, vo,...,v; vektorrendszer
rangja?

3.10. Feladat. Legyen T test, valamint legyen A € TF*™ ¢s B € TF*". Jelolje
C azt a TF*(m+1)_beli matrixot, amely A és B oszlopainak egymés utan irasaval
keletkezik. Igazolja, hogy r(C) < r(A) + r(B).

3.11. Feladat. Legyen T test, és legyen A, B € T**™_ Bizonyitsa be, hogy
r(A+ B) <r(A) +r(B).

3.12. Feladat. Legyen T test, valamint legyen A € TF*™ ¢s B € T™*",
Mutassa meg, hogy r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B).
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4. LINEARIS LEKEPEZESEK I.

A sik, illetve tér vektorterét a szokisos médon azonositjuk R2-tel, illetve R3-bel.
Toviabba gC jeloli C-t mint R f616tti vektorteret.

4.1. Feladat. Doutse el, hogy linedris leképezések-e az alabbi vektorterek ko-
z0tt megadott leképezések:

(1) ¢: R? — R2 ¢ a tér vektorainak merdleges vetitése az x,y tengelyek
altal k1fesz1tett sikra;

) o R R, (z,y) o (z,y, =54);

) ¢: RY = R3) (21,29, 23, 74) — (22,223, 314);

) ¢: Q2 — Q) (z1,22,23) — (%,xl + 1,29 + 2,23 + 3);

) ¢: RC — C2, a+bi— (a,b) (a,b € R);

) ¢: RC — R2, a+bi— (a,b) (a,b €R).

4.2. Feladat. Dontse el, hogy lineéris transzforméciok-e az aldbbi vektortere-
ken megadott transzforméciok:

(1) ¢: R? — R? ¢ a sik vektorainak az origo koriili elforgatasa % szoggel;

(2) ¢: R? — R3, ¢ a tér vektorainak mercleges vetitése az x +y + 2z = 0
sikra;

) @: R* = R*) (21,29, 23, 24) — (0,71, T2, 23);

) ¢: Q3 — QP (w1,22,33) — (21,21 + T2, T1 + T2 + T3);

) @: C® — C3, (w1,22,23) — (T1 — T2, 20 — 23,73 — T1);

) p: RC = gC, 21—

2z
Elh

4.3. Feladat. Tekintsiik a megadott vektorterek alabbi bazisat:

(1) R%: uy = (1,1), ug = (0,—1);
(2) RF (k > 3): wy = (0,1,1,...,1), ug = (1,0,1,1,...,1),...,up =
(1,1, ., 1,0);
(3) QF (k>2):uy = (1,1,...,1), ug = (1,1,...,1,0), ug = (1,...,1,0,0),
:(1707 )
()Ck(k>2) ( ,0,4), uz = (0,...,0,4,0),...,u = (i,0,...,0);

()R(C u1—1+l UQ—l*Z

(a) Adja meg az 5.1. Feladatbeli linearis leképezések matrixat a standard
bézisokban, valamint az itt megadott bazisokban.

(b) Adja meg az 5.2. Feladatbeli linearis transzforméciok matrixat a standard
béazisban, valamint az itt megadott bazisban.

4.4. Feladat. Adja meg a bazisattérés matrixat az alabbi két bazis kozott
mindkét irdnyban:
(1) R?: a standard bézis és az 5.3. Feladatbeli bazis;
(2) R?: az 5.3. Feladatbeli bazis és az (1,—1), (—1,2) bazis;
(3) R* QF ¢s C* (k = 3,4): a standard bézis ¢s az 5.3. Feladatbeli bazis;
(4) rC: a standard bazis és az 5.3. Feladatbeli bézis;
(5) rC: az 5.3. Feladatbeli bazis és az 14 v/3i, —/3 + i bézis.
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4.5. Feladat. Tudjuk, hogy a ¢ linearis leképezés, illetve transzformacié mely
vektorokat rendeli egy adott bazis elemeihez. Adja meg ¢ hozzérendelési sza-
balyat (1. 5.1. és 5.2. Feladat):
(1) ¢: R2 5 R%, ejp = eq, eap = —ea;
2) : R* - R3, e190 = eg, eap = —e1, e3p = e3;
tR? = R?, e1p = e3, eap = eq;
(R — R37 UrY = U2 = (%v %70% U3y = (17 170);
(rC — R?, ujpo = eq, ugp = e;
cC* = C3 up =0, ugp = ug + ug, uzp = us + usz, usp = 0;
7) o: QP — QY u1p = ug, ugp = us, uzp = uz — ug.
Itt eq,eq,... az adott vektortér standard bazisat, uq,us,... pedig az 5.3. Fel-
adatban megadott bazisat jeloli.

3
4
)
6

AT ST S ST Sl Y

4.6. Feladat. Igazolja, hogy az alabbi leképezések (transzforméciok) lineari-
sak:

(1) ¢: R? = R% ¢ a sik vektorainak az origé koriili elforgatdsa o szoggel;
(2) @ R* = R, (21,00, 20) o (22,205, (1 — )

(3) P Qn_>@n’ (1'1,162,...,1’”) = ($1,£L‘1—|—1’2,...,ZC1+"'+l’n);

(4) p: C" = C", (x1,22,...,&p) — (L1 — T2y ..., Tp—1 — Tp, Ty — T1).

4.7. Feladat. Tetsz6leges n > 3 egész esetén adja meg az 5.6. Feladatbeli (2)
linearis leképezés, illetve (1),(3),(4) linearis transzformacié matrixat a standard
bazis(ok)ban, valamint az 5.3. Feladatban megadott bézis(ok)ban.

4.8. Feladat. Tudjuk, hogy a ¢ linearis leképezés mely vektorokat rendeli egy
adott bazis elemeihez. Adja meg ¢ hozzarendelési szabalyat (1. 5.6. Feladat):
(1) ¢: C* = C" 1, w1 =0, ugp = ur + ug, uzp = Uz +u3, ..., Up_1p =
Up—2 + Un—1, Unp = 0;

(2) ¢: Q" — Q" uip = ug, upp = U3, ..., Un 1P = Up, UnP = Up —
Up+1-
Itt wy,ug, ... az adott vektortérnek az 5.3. Feladatban megadott bézisat jeloli.

4.9. Feladat. Adja meg a bazisattérés matrixat tetszéleges k > 3 egész esetén
az R* QF és CF vektorterekben a standard bazis és az 5.3. Feladatbeli bézis
kozott mindkét iranyban.
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5. LINEARIS LEKEPEZESEK II.

5.1. Feladat. Tekintsiik az aldbbi ¢ és ¥ linearis leképezéseket, illetve transz-
formaciokat:
(1) ¢: R? = gC, (a,b)p =a — bi,
Yp: RC — R2, (a + bi)y (ba)(abER);
(2) ¢: Q* = Q% (z,9)p = (r +y,2 —y),
¥: Q% — Q% (2,9)¢ = (2,y,x +y);
(3) SDZRSHR (:’U Y,z ) (x_yvy_z)a
¢:R3HR2 (.’L’ Y,z )1/1 (y,Zsz);
(4) ¢ € Hom(Q?,Q?) és ¢ € Hom(Q?, Q?) az a linearis leképezés, amelynek
matrixa a standard bézisokban

-1 2 0 : 2 -1 4
A¢—< 9 3 _1), illetve Aw—<_3 1 _2>,

(5) ¢ € Hom(gC,gC) az a linearis transzformécio, amelynek matrixa a
standard bazisban
1 -1
=2 1);

¥ € Hom(rC, gC) pedig az, amelynek matrixa az i,1 — ¢ béazisban

0 1
Ad’:(—1 —1);

(6) ¢ € Hom(R?,R?) és ¢» € Hom(R?,R?) a sik vektorainak tiikrozése az
z, illetve az y tengelyre;

(7) ¢ € Hom(R3,R?) és v € Hom(R3,R3) a tér vektorainak tiikrozése az
origora, illetve a tér vektorainak merdleges vetitése az x,y tengelyek
altal kifeszitett sikra.

(a) Dontse el, hogy értelmezve van-e ¢ és 1) Gsszege, és ha igen, akkor adja
meg a ¢ + 1 Osszeget ugyanabban a formaban, ahogyan ¢-t és -t megadja a
feladat.
(b) Déntse el, hogy értelmezve van-e ¢ és 1) szorzata, és ha igen, akkor adja
meg a o szorzatot ugyanabban a formaban, ahogyan o-t és -t megadja a
feladat.

5.2. Feladat. Dontse el, hogy elallnak-e a @1, o, ... linearis leképezések,
illetve transzformaciok a megadott £ és n linearis leképezések, illetve transzfor-
maciok linearis kombinaciéjaként:
(1) £&: gC = R3, (a+bi)é = (a—b,ba+b),
n: RC — R3, (a + bi)n = (a,0,b),
Q1 R(C — R3, (a + bi)gol = (a, —a, —b),
@2: RC — R3, (a + bi)pz = (b, —b, —a) (a,b € R);
(2) € és n € Hom(R%, R?) a sik vektorainak merdleges vetitése az z, illet-
ve y tengelyre, 1, 02, p3 pedig rendre az identikus transzformacio, a
stk vektorainak tiikrozése az x tengelyre, valamint a stk vektorainak
elforgatasa az origo koriil § szoggel.
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5.3. Feladat. Hatarozza meg a 6.1. Feladatbeli linearis leképezések, illetve
transzformécidk rangjat.

5.4. Feladat. Hatarozza meg az alabbi ¢ linearis transzformaciok sajatérté-
keit, és adjon meg bazist minden sajatértékhez tartozé sajataltérben:

(1) ¢: C* = C?, (z,9)p = (—y,z);

0: R* = R*, (21,29, 23,74)0 = (23, T2 — 34, —T1, 274);

¢ € Hom(R?,R?) a sik vektorainak meréleges vetitése az = tengelyre;
(R%,R?) a sik vektorainak tiikrézése az = tengelyre;
( ) a sik vektorainak tiikrozése az origora,

¢ € Hom(R? R?) a stk vektorainak elforgatdsa az origé kériil % szdggel;
(R3,R3) a tér vektorainak tiikrézése az x +y + z = 0 sikra.

5.5. Feladat. Dontse el, hogy linearisan filiggetlen vektorrendszert alkot-e a
sk linearis transzformaciéinak Hom(R?, R?) vektorterében az identikus transz-
formacié, az y = = egyenesre vonatkozoé tiikrozés és az origo koriili elforgatas
% szoggel.

5.6. Feladat. Legyen ¢ és n € Hom(R?,R?) a sik vektorainak mersleges veti-
tése az x, illetve y tengelyre. Hatarozza meg, melyik alteret generalja {£,n} a
Hom(R?, R?) vektortérben.

5.7. Feladat. Oldja meg a 4.11. és 4.12. Feladatot a lineéris leképezésekrél
tanultak felhasznalasaval.

5.8. Feladat. Dontse el, hogy van-e olyan ¢ € Hom(R? R?) linedris transz-
formaci6, amelynek két kiilonb6z§ bazisban felirt métrixa

o (1) e (D)

|
—_

(1) (1)
o (18) « (09)
(i) = (1)
o (b D) = (10)
o (1) e (30)
o(49) = ()
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6. KVADRATIKUS ALAKOK, EUKLIDESZI TEREK

6.1. Feladat. Adott a V vektortéren egy kvadratikus alak a standard béazisban
felirt A matrixaval, illetve f koordinéatas alakjaban:

11 -1
1) V=0Q3A= 1 -1 1 |

-1 1 1
(2) V=R3, f =22 —4dx129 + 273 — 4x9x3 + 323;

0 -2 0
B)V=RA=| -2 1 -2 |;

0 -2 2

4) V= @3, f=zi122 + 2123 + T273;
0 1 1 -1
1 0 -1 1|
1 -1 0 1 |’
-1 1 1 0
(6) V =R f=8r1x3+ 20104 + 22273 + 8T274.

(a) A koordinatéas alakban megadott kvadratikus alaknak irja fel a métrixat,
a matrixaval megadottat pedig irja fel koordinatas alakban.

(5) V=R A=

(b) Hozza kanonikus alakra a kvadratikus alakot, és adjon meg olyan bazist
V-ben, amelyben ez a kvadratikus alak koordinatas alakja.

(c) Ha a kvadratikus alak valos, akkor adja meg a normalalakjat is, és élla-
pitsa meg, hogy definitség szempontjabol melyik csoportba tartozik.

6.2. Feladat. Az adott A; (i =0,1,...,4) valés matrixhoz keressen olyan D;
diagonalis matrixot és olyan @); nemelfajuld matrixot, amelyre A; = QiDZ-QZ-T:

2 2 0
Ao=10 1 0 |,

0 2 2

1 -2 0 2 2 -2
Ar=| -2 2 -2 |, Ay= 2 5 —4 |,

0 -2 3 2 4 5

0100 2 -2 0 1

1 00 0 2 2 1 0
Ads=19001 | Ag = 0 1 2 -2

0010 1 0 -2 2

6.3. Feladat. Adjon meg ortonormalt béazist a négydimenzios euklideszi tér
megadott altereiben:
(1) U= [(17 17 11 1)7 (37 _17 37 _1)7 (21 3a _27 _1)]7
(2) V=1[(1,21,3),(4,1,1,1),(3,1,1,0)],
(3) W={(a,b,c,d) :3a —b—c+d=0,a+2b—c—d=0},
(4) tovabbé a 4.4. Feladat (1) és a 4.6. Feladat (1) részében definialt alte-
rekben.
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6.4. Feladat. A 7.1. Feladatban megadott valos kvadratikus alakokat hozza
f6tengely-transzformacioval kanonikus alakra, és adjon meg minden kvadrati-
kus alak esetén olyan ortonormalt bazist a megfelel euklideszi térben, amely-
ben a kvadratikus alaknak ez a koordinatés alakja.

6.5. Feladat. A 7.2. Feladatban megadott 4; (i = 0,1,...,4) valos matrixhoz
keressen olyan D; diagondlis matrixot és olyan (); ortogonélis matrixot, amelyre

A = Q:D;Q; .

6.6. Feladat. Tekintsiik az alabbi két kvadratikus alakot R™-en:

n
F=Ya+ > g, g= > w

i=1 1<i<k<n 1<i<k<n
(a) Hozza kanonikus alakra a két kvadratikus alakot, és mindkét esetben ad-
jon meg olyan bazist R”-ben, amelyben ez a kvadratikus alak koordinatas alak-
ja.
(b) Hozza f6tengely-transzformacioval kanonikus alakra ezeket a kvadrati-
kus alakokat, és adjon meg mindkét esetben olyan ortonormalt bazist R™-ben,
amelyben a kvadratikus alaknak ez a koordinatas alakja.
(c) Fogalmazza meg az (a) és (b) részben kapott eredmények matrixokra vo-
natkozé megfeleljét.
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7. TEST FELETTI POLINOMGYURUK I.

13

7.1. Feladat. Végezze el az aldbbi maradékos osztast a megadott polinom-

gytrtben:
(1) R[z]-ben (z° — 523 + 52 + 1) : (323 — 22 + 1),
(2) Q[x)-ben (x° —52% + 5z + 1) : (32° — 2z + 1),
(3) Rlz]-ben (z* — 1022 + 1) : (22 — 2v/2z — 1),
(4) Clx)-ben (23 2) (22 —i—ix - 1),
(5) Zs[z]-ben (2 + 2* + 22 —i—a;) (2t + 22 +1)
(6) Zslx)-ben (x° —|—2ac — 22 —a:—i—l) (223 —x—l)
(7) Zz]x)-ben (Ba® — 2% =222 + 2 —1): (2% — 222 + 2 - 1).

7.2. Feladat. Hatarozza meg az alabbi polinomok legnagyobb kozos oszt6jat

és legkisebb k6z06s t6bbszorosét a megadott polinomgytiriben:

()w — 523 + 52+ 1,323 — 22 + 1 € Q[z],
(2) z* — 1022 + 1,22 —2\&:—161@[ 1,
(3)230 —1x—:n —}—x IGC[]

(4) 2* + 22+ 1,25 + 2 + 2% + z € Zsn],

(5) x* —l—l:c —xEZg[]

(6) z* + 23 +22% — 20+ 2,2 — 22 — 2 € Zs[x].

7.3. Feladat. Adja meg az R polinomgytriben a megadott polinomegyenlet
osszes (u,v) megoldasat, valamint azt a megoldast, ahol u a lehetd legkisebb

fok.
(1) R=R[z]: (2° — 32* + 22%)u + (22* — 23)v = a;
(2) R=Qz]: (z*+ 223+ 2+ Du+ (24 + 23 — 22° + 2z — 1)v = 23 — 2u;
(3) R=Clz]: (x —d)u+ (22 + 1)v =23 +i;
(4) R=Zs[z]: (x*+ 22 +Du+ (2° +2* + 22 + 2)v = 2t + 23 + 2%
(5) R=Zs[z]: (23 +22+22 -2u+ (23 —-222 -z —T)v =22 +T,
(6) R=Zr[z]: (23 + 322 -3z — Du+ (z* + 2% + 3)v = 2*.

7.4. Feladat. Legyenek adottak az alabbi polinomok:

= 2%+ 22° — 22 + 223 + 1222 — 22 — 4 € R[],
= 2%+ 3z +2i € C[z],

= 23 +2?+z+1€ Za],

= a2t — 23— 2% + 1 € Zs[a],

= P+t + 23+ 2% +2+1€ Zsa,

= 2% +22% -3 € Z;[n)].

S SIS N

Horner-elrendezés alkalmazasaval

(1) szamolja ki az f(—1),9(2:),v(—1),w(2), 2(—3) helyettesitési értékeket;

(2) dontse el, hogy gyoke-e, és ha igen, akkor hanyszoros gyoke f-nek
g-nek —i, u-nak 1, vnekl w-nek —2 és z-nek 3;

(3) végezze el az f : (x+1), (=1, u:(z4+1),v:(z—1),w: (x—
és a z : (x + 2) maradékos osztast.

-2,

2)
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7.5. Feladat. Adja meg elemparok halmazaként az el6z6 feladatbeli u, v, w, z,
valamint a kovetkezd polinomokhoz tartozé polinomfiiggvényeket:

f = > +23+1€Zx),

g = —at—23+a2+1€ L],

h = 28428 + 23422+ 1€ Zs[a),

p = x' +22 -3z +2¢€Za)].

Déntse el, hogy vannak-e kozottiik azonosak.

7.6. Feladat. Hatarozza meg azt a legkisebb foku Z7-beli polinomot, amely
21-et ad maradékul (z — 1)%-nel osztva, és 3z-et ad maradékul (z — 2)3-nel
osztva.

7.7. Feladat. Legyen K tetszsleges test, f,g,u,v € K[z] tetsz6leges polino-
mok, és jelolje d az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat K[z]-ben.
Hatéarozza meg az u és v polinomok legnagyobb kézos osztojat K[z]-ben, ha
tudjuk, hogy fu 4+ gv = d.

7.8. Feladat. Legyen K, L két test, melyre K C L, és legyen f,g € Klx].
Ekkor persze f,g € L[x] is fennall. Igazolja, hogy
(1) f| g pontosan akkor teljes K[z]-ben, ha L[x]-ben teljesiil,
(2) az f és g polinomnak ugyanaz a legnagyobb kozos osztoja, illetve leg-
kisebb koz0s tobbszorose K [x|-ben, mint L[z]-ben,
(3) barmely h € K|z] és u,v € L[z| polinomok esetén, ha fu+ gv = h,
akkor u,v € Klz|, és igy az fu + gv = h egyenletnek ugyanazok a
polinomparok a megoldéasai K [z]-ben, mint L[x]-ben.

7.9. Feladat. Mutassa meg, hogy z%—1 | 2™ —1 teljesiil Q[z]-ben, ha d,n € N-
re d | n.

7.10. Feladat. Mely a, b valos, illetve Z,-beli (p primszam) egyiitthatok esetén
teljesiil (z — 1)? | az™*! 4 bx™ + 17

7.11. Feladat. Legyen p primszam és f,g két polinom Z, felett. lgazolja,
hogy az f(x) és g(z) polinomfiiggvények pontosan akkor azonosak, ha

re—D@=-2)-(x-p-1DI[f-yg

7.12. Feladat. Mutassa meg, hogy tetsz6leges p primszamra Z,[x]-ben fennall
az

P —r=x(xz-1)(x—-2)(x—p-—1)
egyenl@ség.
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&. TEST FELETTI POLINOMGYURUK II.
VEGES TESTEK

8.1. Feladat. Adja meg az aldbbi valos egyiitthatos polinomok irreducibilis
felbontasat a komplex, illetve a valos szamtest {616tt:

(1) 23 -1,

2) 2% —1,

8.2. Feladat. Adjon meg

(1) harmadfoku irreducibilis polinomot Zs f6l6tt;
(2) negyedfoku irreducibilis polinomot Zg folott;
(3) otodfoku irreducibilis polinomot Zsg f616tt;
(4) negyedfoka irreducibilis polinomot Zy f6lott;
(5) otodfoku irreducibilis polinomot Zsy f6lott;
(6) hetedfoku irreducibilis polinomot Zg f6l6tt.

8.3. Feladat. Dontse el, hogy irreducibilis-e az alabbi polinom a megadott
polinomgytriiben:

(1) 23 + 22 +1 € Zs[z],

(2) 2t +22+T1¢ Zolx),

(3) ' + 23+ 2?2+ 2+ 1 € Zs[a],

(4) 2t + 23 + 2% + 1 € Z3|7],

(5) 2° — 223 + . +1 € Zs[z).
8.4. Feladat. Legyen p primszam, f pedig egy n-edfokt irreducibilis polinom

Zy folott. Adja meg a Zj,[x]/(f) test alabbi elemét n-nél kisebb fokt polinom
osztalyaként:

1) p=2, f=a34+22+T1, 224+z-2+1,2+1 ,22-224+z+1 ;
- = -1 — 2
2 p=3, f=2?+T I-a2 14z ,1-a ;
- —5
) p=5, f=ad+a+T; 7!, (a2+1)

8.5. Feladat. Adja meg az aldbbi valés egyilitthatos polinomok irreducibilis
felbontasat a komplex, illetve a valos szamtest {6l6tt:

(1) 2" +1 (neN),

(2) 2" — 2"+ 1 (n € N).

8.6. Feladat. Mutassa meg, hogy az R[x] polinomgytriben pontosan akkor
teljesiil 22 + 2 + 1| 2% + 2F +1, ha 3t k.

8.7. Feladat. Legyen p primszam, f pedig egy n-edfoki irreducibilis polinom
Zyp t6lott. Adja meg a Z,[x]/(f) test elemeinek Gsszegét.
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9. RACIONALIS EGYUTTHATOS POLINOMOK.
VEGES TESTEK II.

9.1. Feladat. Dontse el, hogy van-e raciondalis gydke az alabbi egész, illetve
racionalis egyiitthatés polinomoknak:

(1) x — 622 4 15z — 14,

(2) 2% — 723 — 1222 —|—6x+36

( ) 4 19 3 ng 3 x+2

(4) =°+ 12‘754 — 312% — 542% — G + 1,

(5) 2t — 1,323 + 1,522 — 1,87 — 2, 4.
9.2. Feladat. Dontse el, hogy irreducibilisek-e az alabbi polinomok a racionalis
szamtest f6lott, és ha nem, akkor adja meg az irreducibilis felbontésukat Q[z]-
ben.

—8:B + 1222 — 6x + 2,
x° + ad — 222 — 2,
) 2° — 122% 4 3622 — 12,

(1)
(2)
(3) 21‘3—51‘ + 5z — 3,
(4) =
(5)
(6

9.3. Feladat. Hatarozza meg a megadott elemek rendjét az alabbi véges tes-
tekben, és dontse el, hogy ezek koziil mely elemek primitivek és melyek nem.

(1) Zofa]/(@* +2+T); T, +T;

(2) Zola]/(a® +2? +1); 2 + 1, 22 + x5
(3) Zola]/(z' + & +T1); 2 +1, 2% +1;
(4) Zsla] /(e + 1) T, z — T,

(5) Zslx]/(x®> +2); 2+ 1, 22+ 1.

9.4. Feladat. Keresse meg a kovetkezs testekben a megadott elemek minimél-
polinomjat:

(1) Zofz]/(z* + z + 1)-ban 2% + z, 23 +1;

(2) Zslx)/(z* + 2%+ 2+ TI)-ban = — 1, 23 + 22 + x;

(3) Zsla] /(o2 — 22— D)ban v 1, =+ 2.

9.5. Feladat. Jelslje T a Zs[z]/(x3 + x + 1) testet és a az T elemet benne.
Oldja meg T-ben az alabbi linearis egyenletrendszert:

ayr +y2 = 1
a®yr+(a+1)y = 2
9.6. Feladat. Az adott T test, az a eleme és a felette vett f € T[y] polinom
esetén dontse el, hogy a gydke-e f-nek:
(1) T =2Zs[x]/(2® + 22+ 1), a =22+ 1, f =% + 22 + x;
2) T =7Z3[x]/(2* +2 -1, a=0—-1, f=y> —o+ 1y -+
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9.7. Feladat. Adja meg az alabbi polinomok irreducibilis felbontasat Q[z]-
ben.

(1) 2° -1,

(2) z* — 23 + 22 + 1.

9.8. Feladat. Szamolja ki, hogy hany masodfoku irreducibilis f6polinom van
a véges T test felett.

9.9. Feladat. Hiny n-edrendd elem van a T testben, ha
1) n=2,T =Zs[z]/{z* + x + 1);

Yy n="T7,T=Zs[z]/{x3 + 2 + 1);

) n =13, T = Zs[x]/{x3 — 22 + 1);

) n=4,T = Zs[z]/{(x? + 1);

)y n=4,T = Zs[z]/ (23 — x + 2);

9.10. Feladat. Legyen f irreducibilis n-edfokt f&polinom a Z, test folott, és

tekintsiik a T = Zy[z]/(f) testet. Mely pozitiv egész k szamokra teljesiil, hogy

az ¥ — a polinomnak van gyoke T-ben az Gsszes a € T-re.
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10. HIBAJAVITO KODOLAS

10.1. Feladat. Allapitsa meg az alabbi Z,, tolotti C blokk-kodrol, hogy
(a) mekkora a minimalis tavolsaga,
(b) mely ¢ nemnegativ egészekre t-hibajelzd, illetve t-hibajavito,
(c) linearis-e:
(1) p=2, C ={0101,1010, 1111},
(2) p= 2, C = {U1U2U3U4 c Z% TUL = U, U3 = U4},
(3) p=2, C={0}z3{0} U {1}Z3{1},
(4) p=3, C = {012,120,201, 210,021, 102},
(5) p=3, C = {urugusugus € Z3 : ug + uz = uz — uq}.

10.2. Feladat. Az el§z6 feladatbeli C linearis kodokhoz adjon meg — lehetGleg
tobb — generatorméatrixot, és dontse el, hogy C szisztematikus-e. Ha C' nem
szisztematikus, akkor adjon meg vele ekvivalens szisztematikus linearis kédot.

10.3. Feladat. Adja meg az alabbi G generatormatrix altal definialt C' kodot,
hatarozza meg C' minimalis tavolsagat, és keressen ellendrzé matrixot C-hez.

10011
()G=10 10 1 0 |ez,
00101
10011
2)G=1010 0 0 | ez,
00111
1110
B)YG=|110 0 | ez,
0101
210120
@Ga=(0112 21|z
112121

10.4. Feladat. Hatarozza meg az Osszes
(1) 4 hosszu nemtrivialis ciklikus, lineéris, binaris kodot;
(2) 5 hosszi nemtrivialis ciklikus, lineéaris, binaris kodot;
(3) 3 hosszu nemtrivialis ciklikus, linearis kodot Zg f616tt.

10.5. Feladat. Legyen (3 a Zs[z]/(x? + 1) test egyik primitiv eleme, g € Z3[z]
pedig /8 minimalpolinomja. Jeldlje C azt a ciklikus Hamming-kédot, amelynek
genetatorpolinomja g. Oldja meg az alabbi feladatokat az Osszes lehetséges
fO-ra:

(1) Adja meg a C kodot és egy ellendrzd méatrixat.

(2) Déntse el, hogy C szisztematikus kod-e.

(3) Ha C szisztematikus kod, akkor adja meg a G = (E H) (E egységmat-

rix) alakt generatormatrixat.
(4) Kodolja G segitségével az

1120, 221022, 10201121

uzeneteket.
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(5) Dekodolja az
12011102, 211200221211, 111121020001

sorozatokat, ha tudjuk, hogy az eredeti iizenetet GG segitségével kodol-
tak.

10.6. Feladat. Készitsen olyan Hamming-kédot Zs f616tt, amelynek hossza 13
és dimenzi6ja 10. Mutassa meg ennek segitségével, hogy a TOTO-n elegends
3! hasabot (iigyesen) megjatszani ahhoz, hogy biztosan legyen legalabb 12
taldlatunk.



