MBN211G: KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET GYAKORLAT
(2008. majus 15.)

1. LEKEPEZESEK ES RELACIOK

1.1. Feladat. (2 pt. el6adta Sz. Nora)
Déntsiik el, hogy az R? halmaz { (z,y) : 22 + y? = 1} részhalmaza eléill-e A x B alakban.

1.2. Feladat. (2 pt.)
Vizsgaljuk meg, hogy injektiv-e, illetve sziirjektiv-e az alabbi f : N — N leképezés, és adjuk meg az
2 leképezést.
6n + 1, ha n paros, és
nf =
6n — 1, ha n paratlan.

1.3. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitando, hogy ha az f: A — B, g: B — C és h: C — A leképezésekre fgh = id 4, tovabba g
bijektiv, h pedig injektiv, akkor az f leképezés sziirjektiv.

1.4. Feladat. (2 pt. el6adta Sz. Nora és M. Miklos)

Legyen A véges halmaz és f: A — A leképezés.
(1) Mutassuk meg, hogy van olyan n, hogy f2" = f".
(2) Az elsé részt felhasznédlva mutassuk meg, hogy ha f injektiv, akkor bijektiv is.
(3) Az els6 részt felhasznédlva mutassuk meg, hogy ha f sziirjektiv, akkor bijektiv is.

1.5. Feladat. (3 pt. Gy. Gergd)
Legyen f : N — N olyan leképezés, hogy tetszéleges n € N-re (n + 1)f > nf?. Bizonyitsuk, hogy
f =idy.
1.6. Feladat. (2 pt.)
Tetsz6leges n pozitiv egészre legyen Z, = {0,...,n — 1} és R, a Z, halmaz n-hez relativ prim
elemeinek halmaza. Legyenek m és n relativ primek. Mutassuk meg, hogy ekkor

(1) az f : Zyn — Zm X Zn, p — (Pm,Pn), ahol p,,, a p m-mel és p, a p n-nel valéo nem negativ

osztéasi maradéka, leképezés bijektiv,
(2) ag: Rmn — R X Ry, D (Dm,Pn) jOl definialt leképezés és szintén bijektiv.

1.7. Feladat. (2 pt. el6adta G. Tamaés)
Haaz f: A— Bés g: B — A leképezésekre fenndll fg = id 4, akkor azt mondjuk, hogy a g az f-nek
jobbinverze, f pedig a g-nek balinverze. Adjuk meg

(1) az f: N — N, n+ n? keképezés két kiilonbozs jobbinverzét,

(2) ag:Z — Ny, n— |n| leképezés két kiilonb6zs balinverzét.

1.8. Feladat. (2 pt.)

Legyenek A, B tetszGleges halmazok, s tegyiik fel, hogy A-nak legalabb két eleme van. Igazoljuk,
hogy barmely f : A — B leképezésre

(1) f akkor és csak akkor injektiv, ha f-nek van jobbinverze,
(2) f akkor és csak akkor sziirjektiv, ha f-nek van balinverze.

1.9. Feladat. (2 pt.)

Legyen A véges halmaz. Mutassuk meg, hogy tetszéleges f,g : A — A leképezésekre, ha fg = id 4,
akkor gf = ida. Adjunk példat olyan végtelen A halmazra és f, g leképezésekre, amelyre az allitas
nem teljesiil.

1.10. Feladat. (2 pt.)
Legyen f: X — Y egy leképezés. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A, B C X részhalmazokra
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(1) (AUB)f=AfUB/,
(2) (AnB)f C AfnBf,
(3) a (2) részben akkor és csak akkor teljesiil minden A, B C X részhalmaz esetén egyenl6ség, ha
f injektiv.
1.11. Feladat. (2 pt.)
Legyen f : A — B tetsz6leges leképezés, tovabba C C A, D C B, és jeldlje g az f N (C x D), C-bdl
D-be mené megfeleltetést. Rogzitett A, B, C, D esetén mely f leképezésekre lesz g is leképezés?

1.12. Feladat. (2 pt.)
Hatarozzuk meg af, illetve, ha lehet Sa szorzatot, ahol o = {(z,y) : y = sinz } C [-7, 7] x R és

B={(z,y):y#0,x=y+;} CRxR

1.13. Feladat. (2 pt. kozosen megoldottuk)
Fejezziik ki a

(1) v ={(a,b) : b az a nagysziilGje }, és

(2) 6 ={(a,b): b az a anyai nagysziilGje }
relaciokat az emberek halmazan értelmezett

a={(a,b):bazaapja} és 8 =1{(a,b):bazaapja vagy anyja }

relacidk segitségével.
1.14. Feladat. (3 pt. el6adta M. Miklos)
Legyen ¢ az A halmazbol a B halmazba torténd tetszéleges megfeleltetés. Bizonyitsuk be, hogy o

akkor és csak akkor leképezés, ha o~ 'p C idp, és oo~ D id4. Milyen hasonld feltételekkel lehetne
leirni az injektiv és sziirjektiv fogalmakat?

1.15. Feladat. (2 pt. eldadta D. Tamas és Sz. Nora)
Bizonyitsuk be, hogy a reflexivitas, a szimmetria és a tranzitivitas egymaéstol fiiggetlen tulajdonsagok,
azaz adjunk meg olyan reléciét, amely

(1) szimmetrikus és tranzitiv, de nem reflexiv,

(2) reflexiv és tranzitiv, de nem szimmetrikus,

(3) reflexiv és szimmetrikus, de nem tranzitiv.

1.16. Feladat. (2 pt. el6adta Sz. Nora)

Tekintsiik a P = ({4,6,7,14,24, 42,48}, |) részbenrendezett halmazt, ahol | a szokdsos oszthatésagi
relacio. Rajzoljuk fel P Hasse-diagramjat. Adjuk meg a legkisebb, legnagyobb, minimalis, maximaélis
elemeket, amennyiben léteznek.

1.17. Feladat. (2 pt.)
Mutassuk meg, hogy ha egy véges részbenrendezett halmazban egyetlen minimalis elem van, akkor az
legkisebb elem is. Adjunk példat olyan végtelen részbenrendezett halmazra, amelyre ez nem teljestiil.

1.18. Feladat. (2 pt.)
Defininialjuk P és @ részbenrendezett halmazok P x Q) szorzatat a kévetkez6 modon. A P X @) rész-
benrendezett halmaz alaphalmaza P és @ alaphalmazainak direktszorzata, valamint (p,q) < (p',¢’)
pontosan akkor teljesiil P x Q-ban, ha P-ben p < p’ és Q-ban q < ¢'.
(1) Rajzoljuk fel P x @ Hasse-diagramjat, ha P = ({4,6,7,14,24,42,48},|) és Q = ({0,1}, <).
(2) Egy véges részbenrendezett halmaz magassdga lancai hosszanak maximuma. TetszGleges P és
@ véges részbenrendezett halmazok esetén fejezziik ki P x ) magassagat P és () magassaganak
segitségével.
1.19. Feladat. (2 pt.)
Hatarozzuk meg azokat a relaciokat, amelyek egyidejtileg részbenrendezések és ekvivalenciak.

1.20. Feladat. (2 pt. el6adta K. David)
Hany osztalyozasa van az {1,2,3,4} halmaznak?

1.21. Feladat. (2 pt.)
Legyen f: A — B sziirjektiv, g : A — C pedig tetsz6leges leképezés. Mutassuk meg, hogy
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(1) akkor és csak akkor létezik olyan h : B — C' leképezés, amelyre g = fh, ha ker(f) C ker(g),
(2) h egyértelmiien meghatarozott.

1.22. Feladat. (2 pt. el6adta M. Miklos)

Legyen o reflexiv, tranzitiv relacié az A halmazon. Bizonyitsuk, hogy @ = p N p~+ ekvivalencia
A-n. Legyen f3 az a relaci6 A/a-n, melyre @ b pontosan akkor, ha a o b. Bizonyitsuk, hogy 3
részbenrendezés A/a-n.

1.23. Feladat. (2 pt.)

Tekintsiik a o = { ((a,b), (¢,d)) : ad = be } ekvivalenciat a Z x (Z\ {0}) halmazon. Adjuk meg a g-hoz
tartozo osztalyozast (azaz a Z x (Z \ {0})/e faktorhalmazt) gy, hogy minden osztélyat pontosan
egyszer soroljuk fel.

1

2. OSZTHATOSAG AZ EGESZ SZAMOK KOREBEN

2.1. Feladat. (2 pt. el6adta G. Tamas és M. Miklos)
Oldjuk meg a 623z + 217y = 35 és a 623z + 217y — 2z = 8 diofantoszi egyenleteket.

2.2. Feladat. (2 pt.)

Tekintsiik az Fy =0, Fy =1, Fj,41 = F,,+F,,—1,n > 0, rekurziéval megadott t.n. Fibonacci-sorozatot.
Mutassuk meg, hogy a Fibonacci sorozat n-edik tagja

(HT\@) _ (PT\@)

F, =
V5

Tovébba F,, > (2572 han > 2.

2.3. Feladat. (3 pt. elGadta Sz. Nora)

(1) Legyen o = ”2‘/5. Bizonyitsuk, hogy az a, b pozitiv egészeken végrehajtott euklideszi algorit-

log, b
log,

(2) Igazoljuk, ha az euklideszi algoritmust a legkisebb abszolut értékid maradékokat véve hajtjuk
végre, akkor az legfeljebb log, b 1épésben véget ér.

2.4. Feladat. (2 pt.)

Bizonyitsuk, hogy tetsz6leges n > 1-re az {1,...,n} halmazbdl [§] + 1 elemet akarhogyan kivilasztva
biztosan van két olyan kivalasztott elem, hogy az egyik relativ prim a mésikhoz, és ["7“] + 1 elemet
kivalasztva van két olyan kivalasztott elem is, hogy az egyik oszt6ja a méasiknak.

mus legfeljebb

lépésben véget ér.

2.5. Feladat. (2 pt. el6adta N. Levente)
Legyen s, az {1,2,...,n} halmazba es§ primek szama plusz 1. Mutassuk meg, hogy {1,2,...,n}
halmaznak legfeljebb s,, darab eleme véalaszthato ki agy, hogy bamely kettd relativ prim.

2.6. Feladat. (2 pt. elGadta D. Janos és D. Tamaés)
Mely y egészre lesz 4 + y* primszam?

2.7. Feladat. (2 pt. el6adta D. Tamaés)
Hatarozzuk meg az Osszes p primet, melyre 29p + 1 négyzetszam. Hasonléan, mikor lesz 24p + 1
négyzetszam?

2.8. Feladat. (2 pt. elGadta Gy. Zsolt, hianyzik még a (3)-as rész)
(1) Bizonyitando, hogy n! primtényezds felbontésédban a p prim

2 [7]

o L
kitevén szerepel.

(2) Hatéarozzuk meg 10! primtényezds felbontasat.

(3) Bizonyitsuk, hogy

n

Z hlp > Z’?:l In

n ¥
p<n p — 12
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2.9. Feladat. (2 pt.)
Talaljuk meg az Osszes olyan a,b pozitiv egészet, melyekre a + b = 57, és a és b legkisebb kozos
t6bbszorose 680.

2.10. Feladat. (2 pt. el6adta K. David)
Mutassuk meg, hogy

nem egész, ha n > 1.

2.11. Feladat. (1 pt. el6adta Sz. Nora)
Bizonyitsuk, hogy minden m nemnegativ egészhez 1étezik egy ax 4+ by = ¢, a,b, c € Z, alaku egyenlet,
melynek pontosan m megoldésa van a pozitiv egészek korében.

2.12. Feladat. (2 pt. el6adta D. Tamas)
Keressitk meg azokat az a,b pozitiv egész szamokat, melyekre Inko(a,b) = 6 és lkkt(a,b) = 1260.

2.13. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsuk, ha a k és n pozitiv egészek relativ primek és k£ < n, akkor n osztdja (Z)—nak.

2.14. Feladat. (2 pt. el6adta D. Janos)
Legyenek k és n pozitiv egészek, k < 2™. Bizonyitsuk, hogy (2]:) pAaros.

2.15. Feladat. (2 pt. elGadta Gy. Gergd)
Legyenek a, m,n porzitiv egészek. Bizonyitsuk, hogy

Inko(a™ — 1,a" — 1) = glrko(m.n) _ 1

2.16. Feladat. (2 pt. el6adta Gy. Zsolt és D. Janos)
Hatarozzuk meg azon p primeket, melyekre 21’;# négyzetszam.

2.17. Feladat. (2 pt.)
A 10™ szam oszt6i kozott legfeljebb hany olyan szam van, melyek k6zott egyik sem osztdja a masiknak?

2.18. Feladat. (2 pt. el6adta D. Tamas)

Legyen n = p’fl .. .pﬁ;ﬂ, ahol py,...,p, paronként kiillénboz6 primek, és k1, ..., k,, pozitiv egészek.
(1) Hatarozzuk meg n osztoinak szamat.
(2) Mely n szamokra paratlan az osztok szama?
(3) Hatéarozzuk meg n osztoinak szorzatat.

2.19. Feladat. (2 pt. el6adta D. Janos)

Smaragdia koztarsasig elndke a nemzeti iinnep alkalmaboél amnesztidban részesiti a kdztarsasag top
secret bortonének lakoit. A 256 bebortonzdtt mindegyike maganzarkaban tolti biintetését. Mind-
egyik zarka az ajtajan elhelyezett egyetlen gomb megnyomaséval nyitédik, illetve zarédik. Kezdetben
minden zarka ajtaja zarva van. Az elnok futart kiild azzal a paranccsal, hogy mind a 256 zarkaajto
gombjat nyomja meg. A dolgot jobban meggondolva tjabb futart kiild azzal, hogy minden masodik
ajté gombjat nyomja meg. Majd kiild egy kovetkezs futart azzal, hogy nyomja meg minden harmadik
ajté gombjat, és igy tovabb. Utoljara a 256-dik futar indul el azzal a paranccsal, hogy a 256-dik ajto
gombjat nyomja meg. Végiil pontosan azok a rabok kapnak amnesztiat, akik olyan zarkaban laknak,
melynek ajtaja az Osszes parancs végrehajtasa utdn nyitva all. Hany rab szabadul a nemzeti {innep
alkalmabol?

2.20. Feladat. (2 pt.)
Legyen n pozitiv egész, ag,aq,...,a, egészek, és a, > 1. Bizonyitsuk, hogy végtelen sok Gsszetett
szam van az anpx” + ap_12" ' +---+ag, x =1,2,..., sorozatban.

3. KONGRUENCIAK

3.1. Feladat. (2 pt.)
Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:

(1) 192 = 73 (mod 2005),
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(2) 143z = 221 (mod 91).

3.2. Feladat. (2 pt. elGadta G. Tamas és N. Levente)

Legyen F, a Fibonacci-sorozat n-edik tagja, és n tetsz6leges pozitiv egész.
(1) Mutassuk meg, hogy F,,_1F,+1 — F? = (—=1)".
(2) Oldjuk meg az F,,_1x =1 (mod F,,) kongruenciat.

3.3. Feladat. (2 pt.)
Hatarozzuk meg, hogy milyen maradékot ad

(1) 13-mal osztva a 35%%9,
(2) 17-tel osztva a 1920077

3.4. Feladat. (2 pt. elgadta K. David)

Hatdrozzuk meg a kvetkezd szamok utolsé két szamjegyét: 3939™"", 3939°°.

3.5. Feladat. (2 pt. el6adta D. Tamaés)
Igazoljuk, hogy tetsz6leges p primszamra
1) p|a” —a,
(2) p* | (2p—1)! =,
(3) PP | (p* = D! =pr L.
3.6. Feladat. (2 pt. el6adta N. Levente)
Igazoljuk, hogy tetszGleges p paratlan primszamra és n pozitiv egészre

H k=-1 (mod p").

1<k<p™, pfk

3.7. Feladat. (2 pt. el6adta M. Miklos)
Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges a egész szamra és n pozitiv egészre n | a” — a"~#("),

3.8. Feladat. (2 pt.)
Igazoljuk, hogy barmely a egész szamra a°%! = a (mod 561).

3.9. Feladat. (2 pt. el6adta G. Tamaés)

Mutassuk meg, hogy tetszSleges a,b egészek és p prim esetén, ha a? = b? (mod p), akkor a? = bP
(mod p?).

3.10. Feladat. (2 pt.)

Igazoljuk, hogy az (n — 1)! = n* — 1 diofantoszi egyenletnek az (n, k) = (2,1), (3,1) és (5,2) parokon
kiviil nincs mas megoldasa a pozitiv egészek kdrében.

3.11. Feladat. (2 pt. el6adta K. David)
Hatéarozzuk meg azokat az pozitiv egész n-eket, amelyekre p(n) | n.

3.12. Feladat. (2 pt.)
Igazoljuk, hogy a ¢(n) = a egyenlet végtelen sok paros a pozitiv egészre megoldhatatlan.

3.13. Feladat. (2 pt.)
Igazoljuk, hogy a ¢(n) = a egyenletnek rogzitett a mellett csak véges sok megoldasa van.

3.14. Feladat. (2 pt. volt az eladéason)
Igazoljuk, hogy >, ¢(d) = n.

3.19. Feladat. (2 pt. el6adta Gy. Gergd)
Bizonyitsuk, hogy 22" + 1 primosztéi 271z + 1 alakuak, ahol = pozitiv egész.

3.20. Feladat. (2 pt. el6adta M. Miklos)
Bizonyitsuk, hogy barmely a pozitiv egészre n | p(a™ — 1).

3.21. Feladat. (2 pt. eldadta Gy. Gergd)
Bizonyitsuk, hogy tetszéleges olyan paratlan p prim, amelyre az 6sszes négyzetes nemmaradék primitiv
gyok, 22" + 1 alaku.
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3.22. Feladat. (2 pt.)

Dontsiik el, hogy megoldhatok-e az alabbi kongruenciak.
(1) 22 =5 (mod 73),
(2) 2% =226 (mod 563).

3.23. Feladat. (2 pt. el6adta Gy. Gergd)
Legyen p egy 2" + 1 alaki prim, ahol n > 2. Mutassuk meg, hogy

(1) 3 négyzetes nemmaradék modulo p,
(2) 3 primitiv gyok modulo p.
3.24. Feladat. (2 pt.)
Oldjuk meg az alabbi kongruencidkat (indextablazat hasznélatéval)
(1) 22 =5 (mod 73),
(2) 3% =14 (mod 67),
(3) 442*' =53 (mod 73).
3.25. Feladat. (2 pt.)
Legyen p prim és S = Zfz_ll i". Mutassuk meg, ha p — 1 | n, akkor S = —1 (mod p), és S = 0
(mod p) kiilénben.

3.26. Feladat. (2 pt.)

Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert
2z =13 (mod 25)
3x =7 (mod 4)

3.27. Feladat. (2 pt. el6adta G. Tamas)
Hatarozzuk meg a 1718" szamnak az utols6 ket szamjegyét.

3.28. Feladat. (2 pt.)
Az x négyjegyl szdm a bankkirtyam PIN kédja. Elarulom, hogy 22" = 2 (mod 4187). Hogyan
lehetne ebbdl z-et kitalalni? (Elarulom, hogy 4187 = 53 - 79.)

3.29. Feladat. (2 pt.)

Szémitsuk ki a (%) Legendre-szimbolum értékét a négyzetes reciprocitasi tétel felhasznalasaval.

3.30. Feladat. (2 pt. el6adta N. Levente)

Legzenek a és m relativ prim természetes szamok. Az % tortet a alapd szamrendszerben felirva egy
tiszta szakaszos végtelen a-ados tortet kapunk. Igazoljuk, hogy a szakasz hossza nem mas, mint «
rendje modulo m. (Példaul a = 10 és m = 7 esetén % tizes szamrendszerbeli felirdsa 0,142857, vagyis
a szakasz hossza 6, ami éppen 10 rendje modulo 7.)

3.31. Feladat. (2 pt.)
Mennyit ad 53-mal osztva maradékul 80(111°)?

3.32. Feladat. (2 pt.)
Igazoljuk a kovetkezd kongruencidkat tetszdleges p paratlan primszam esetén:
(1) 2-4:-6-...-2(p—1)=—1 (mod p),
_ 2 p+1
(2) ((579))" = (=1 (mod p),

p+1

(3) 22-42.62-...-(p—1)2=(-1)"2 (mod p).

3.33. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsuk be, hogy minden ketténél nagyobb paros szam el6all két primszam Osszegeként.

4. SZAMELMELETI FUGGVENYEK

Tetsz6leges n pozitiv egészre legyen 7(n) az n osztoinak szdma, o(n) az n osztoinak Osszege, v(n)
az n primosztoinak a szama, k(n) az n primtényezss felbontéasaban szerepld kitevSk Gsszege, valamint
1 a Mobius-féle és ¢ az Euler-féle fiiggvény.
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4.1. Feladat. (2 pt.)
Igazoljuk, hogy barmely € > 0-hoz létezik olyan ng = ng(e), amelyre n > ng esetén p(n) > n

4.2. Feladat. (2 pt. eladta G. Tamas és Gy. Gergo)
Igazoljuk, hogy tetszGleges n természetes szamra

4.3. Feladat. (2 pt. elGadta Gy. Gergd)
Igazoljuk, hogy 2¥("™) < 7(n) < 25() < n,

4.4. Feladat. (2 pt. eldadta K. David)
Legyen n € N, a,b € Z, lnkoa,n = 1, valamint M teljes maradékrendszer, illetve R redukilt mara-
dékrendszer modulo n. Igazoljuk, hogy

o BRI M C R !

xeM TER

1—e

4.5. Feladat. (2 pt.)
Milyen maradékot ad n-nel osztva egy modulo n redukélt maradékrendszer elemeinek szorzata?

4.6. Feladat. (2 pt.)
Oldjuk meg az alabbi kongruenciarendszert:
15z =27 (mod 7),
18z =14 (mod 5),
6x =12 (mod 8).
4.7. Feladat. (2 pt. elgadta K. David)
Bizonyitsuk be a kovetkezgket:
(1) Sy nt) [2] = 1.
2) S )] = 2.
(3) Minden k pozitiv egészhez van olyan n pozitiv egész, amelyre p(n+1) =--- = p(n+ k) = 0.

4.8. Feladat. (2 pt.)
Keressiink példat olyan szamelméleti fiiggvényre, amely teljesen multiplikativ, de Osszegzési fiiggvénye
nem az.

4.9. Feladat. (2 pt. elGadta Sz. Nora)
Legyen f tetsz6leges multiplikativ szamelméleti fliggvény. Mutassuk meg, hogy

(1) g t(d)f(d) =TI (1 = £ (P)),
(2) X 3 = 57
(3) X (d)7(d) = (=1)().
4.10. Feladat. (2 pt.)
Hatarozzuk meg a pu, o, idy fliggvények Gsszegzési fliggvényét.

4.11. Feladat. (2 pt.)
Hatarozzuk meg a pu, 7, 0 fiiggvények megforditasi fiiggvényét.

4.12. Feladat. (2 pt.)

Az f gyengén multiplikativ szdmelméleti fliggvényrdl tudjuk, hogy f(3) =2, f(5) =7, és f(45) = 21.
(1) Hatarozzuk meg F(45) értéket, ahol F jeloli az f Osszegzési fiiggvényét.
(2) Hatéarozzuk meg t(45) értékét, ahol ¢ jeloli az f megforditasi fiiggvényét.

4.13. Feladat. (2 pt. eladta Gy. Zsolt, G. Taméas és Sz. Nora)
Oldja meg az alabbi egyenleteket

(1) ¢(2n) =n,

(2) pn) =n—2,

(3) ¢(n?) = np(n).
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4.14. Feladat. (2 pt.)
Hatarozza meg a o(n) = % szamelméleti fiiggvény Osszegzési fliggvényét, és irja fel ra a Mdbius-féle
inverzidés formulat.

4.15. Feladat. (2 pt.)
Mutassuk meg, hogy minden péros tokéletes szam utolsd két szamjegye 06, 28, 36, 56 vagy 96.

4.16. Feladat. (2 pt.)

Mutassuk meg, hogy minden n paratlan tokéletes szamra
(1) n = s?p alakban irhato fel, ahol p alkalmas primszam és p = 1 (mod 4).
(2) n=1 (mod 12) vagy n =9 (mod 36).

4.17. Feladat. (2 pt. elGadta Gy. Zsolt)

Azt mondjuk, hogy az n természetes szam hidnyos, ha o(n) < 2n, és bdvelkedd, ha o(n) > 2n.
Mutassuk meg, hogy

(1) minden primhatvany hianyos,
(2) minden n = p®¢” alakt szam hidnyos, ahol p és ¢ kiilénb&z6 paratlan primszamok és a, 3 € N,
(3) bévelkeds szam tobbszordse is bovelkedd.
4.18. Feladat. (2 pt.)
Mutassuk meg, hogy az alabbi egyenlGtlenségeket:
(1) & < a(n)p(n) < n?,
(2) 2n < (n) + p(n).
4.19. Feladat. (2 pt. eladta N. Levente)
Mutassuk meg, hogy tetszéleges n természetes szamra
7(n?) = |{ (a,b) € N* : Ikkt(a,b) = n }|.
4.20. Feladat. (2 pt. eladta N. Levente)
Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra -, 7(d)5 = >_;,, 0(d).

4.21. Feladat. (2 pt. eldadta Gy. Zsolt)
Keressiink végtelen sok olyan a # b szampart, hogy a és b-nek, illetve a + 1 és b+ 1-nek is ugyan azok
a primoszt6i (példaul a = 2 és b = 8).

5. KOMPLEX SZAMOK

5.1. Feladat. (2 pt.)
Abrézolja a kovetkezé komplex szamokat a Gauss-féle szamsikon, és adja meg a trigonometrikus,
illetve kanonikus alakjukat.

(1) 3
2) —2—21
) 6

(
(3
( %)

4) (cos + i sin 3¢

cos— JrzsmLTr

5.2. Feladat. (2 pt.)
Milyen mértani alakzatot hatédroznak meg a Gauss-szamsikon azon komplex szadmok,

(1) melyek abszolut értéke 2
(2) melyek argumentuma /67
5.3. Feladat. (2 pt. elGadta G. Tamas)
Hatarozza meg két komplex szam egymashoz viszonyitott helyzetét a Gauss-szamsikon, ha

(1) szorzatuk valos,
(2) Osszegiik valos,
(3) hanyadosuk valos,
(4) kiilonbségiik valos.

5.4. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Adja meg a kivetkezs komplex szamokat a kanonikus és trigonometrikus alakban: (14-)3, (141/3)'°,

if(1=4), 344)/(1 =), (B+40)"1, 14 i+ 2 +i3 4 477, (LE31)20,
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5.5. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Végezze el az alabbi gyokvonasokat:
(1) V3 —4i,

s/ 1—i
@) { V3+i

5.6. Feladat. (2 pt. el6adta N. Levente)
Fejezze ki sin4p és cos by értékét sin ¢ és cos ¢ segitségével.

5.7. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Bizonyitsa, hogy
(n+1)z i DT

n
_ sin sin
E sin(jz) = s z,
sin £
j=1 2

5.8. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Keresse meg az alabbi egyenletek 0sszes megoldéasat:
(1) 22=z%
(2) Z3 = _87
(3) 25 =64,
(4) 2% + 2iz = —i.
5.9. Feladat. (2 pt. elgadta K. David és N. Levente)
Tetsz6leges n > 1 esetére szamolja ki az n-edik egységgyokok Gsszegét és szorzatat.

5.10. Feladat. (2 pt. el6adta Gy. Gergd)
Jelolje E,, az n-edik egységgyokok halmazat. Bizonyitsa be, hogy tetszSleges n,m > 1 egészekre
E,.NE, = Elnko(n,m)~

5.11. Feladat. (2 pt. el6adta Sz. Nora)
Jelolje P, az n-edik primitiv egységgyokok halmazat. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges n,m > 1
egészekre ha e € P,, akkore™ € P__n

Tnko(n,m)

5.12. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges n > 1 egészre E,, = Ud‘n P,, és azt, hogy az Gnié diszjunkt.

5.13. Feladat. (2 pt. el6adta Gy. Gergd)
Tetszbleges n > 1 esetére szamolja ki az n-edik primitiv egységgyokok Osszegét és szorzatat.

5.14. Feladat. (2 pt. el6adta D. Tamas)
Mely ¢ egységgyokre lesz 1 + ¢ is egységgyok?

5.15. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Hogyan lehetne tetszdleges z, u komplesz szdmokra a 2" hatvanyt értelmezni Ggy, hogy a hatvanyozas
szokasos azonossagai teljesiiljenek? Szamolja ki az ¢* hatvany értékét.

6. ALGEBRAI STRUKTURAK

6.1. Feladat. (2 pt. elgadta K. David)
Legyen G tetszoleges csoport és a,b € G. Mutassuk meg, hogy o(a=1ba) = o(b) és o(ab) = o(ba).

6.2. Feladat. (2 pt. el6adta M. Miklos)
Legyen G tetszéleges kommutativ csoport, a és b véges rendd elemek G-ben. Bizonyitsuk, hogy ekkor
o(ab) | Ikkt(o(a), o(b)), tovabba, ha Inko(o(a), o(b)) = 1, akkor o(ab) = o(a)o(d) is teljesiil.

6.3. Feladat. (2 pt.)

Mutassuk meg, hogy G kommutativitdsa nem hagyhato6 el az elézé allitasban.

6.4. Feladat. (2 pt.)
Mutassuk meg, hogy egy véges G csoport pontosan akkor ciklikus, ha barmely a,b € G-re o(a) = o(b)
esetén [a] = [b].
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6.5. Feladat. (2 pt.)
Tetszbleges A halmazra definialjuk
Eqy ={0C A x A: g ekivivalenciarelacio }.
Daontse el, hogy az (Eq4;N) félcsoport egységelemes-e, és hogy minden elemnek létezik-e inverze?
6.6. Feladat. (2 pt. eldadta K. David)
Adjon meg az {a,b, ¢} halmazon olyan kétvaltozos miiveletet, mely

(1) asszociativ, van egységeleme, de nincs minden elemnek inverze,
(2) van egységeleme, minden elemnek van inverze, de nem asszociativ.

6.7. Feladat. (2 pt.)
Csoportot, alkotnak-e az alabbi halmazok a szokisos Gsszeadasra, illetve szorzasra nézve:
(1) {2n:neZ},
(2) R\Q,
(3) Z157
(4) {zeC:|z|=1}.
6.8. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Csoport miivelettablazata-e az alabbi két miivelettablazat:

ole f g h «|le f g h
elg h e f e|lf h g e
flh g f e flh g h f
gle f g h glg h f g
hlf e h g hle f g h

6.9. Feladat. (2 pt. el¢adta D. Janos)
Csoportot alkot-e az R\ {0} halmaz a kovetkezs miveletettel:

N zy haz >0,
€T =
Y xz/y haxz <D0.

6.10. Feladat. (2 pt. el6adta K. David)
Legyen (S;-) olyan félcsoport, amelyben létezik bal oldali egységelem, azaz

(Bee S)(Vz e S)(e -z =ux),
és minden elemnek van bal oldali inverze, azaz

Ve e S)Fy e S)(y-x=ce).
Bizonyitsa be, hogy (S;-) csoport.

6.11. Feladat. (2 pt.)
Jelolje F = A4 az A véges halmaz 6sszes transzformécidinak halmazat a leképezésszorzas mtvelettel.
Allapitsa meg, hogy (F;0)
(1) asszociativ-e,
(2) kommutativ-e,
(3) van-e egységeleme,
(4) létezik-e minden elemnek balinverze,
(5) létezik-e minden elemnek jobbinverze,
(6) hany bal oldali illetve jobb oldali zéruseleme van.
6.12. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Az aladbbi halmazok koziil melyek alkotnak gytrtt, integritdstartoményt, illetve testet a szokasos
Osszeadas és szorzas miiveletekkel?
(1) N,Z,Q, R, C,
(2) {keZ:2|k},
(3) {a+b/5€R:a,beZ},
(4) Zs, Z15, Za,
(5)

3
4
5) {a+bicC:a,beZ},



KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET GYAKORLAT (2008. majus 15.) 11

(6) {a/2" €eR:a€Z,ne N}

6.13. Feladat. (2 pt. el6adta G. Tamas)

Adjon meg olyan gytiriit, amely
(1) egységelemes, kommutativ, de nem zérusosztomentes,
(2) egységelemes, zérusosztomentes, de nem kommutativ,
(3) kommutativ, zérusosztomentes, de nem egységelemes.

6.14. Feladat. (2 pt. eldadta Gy. Gergd)
Bizonyitsa, hogy minden véges, legalabb kételemd, kommutativ zérusosztémentes gytiri test.

6.15. Feladat. (2 pt.)
Minden ¢ : Z3 — Zs3 leképezéshez keressen olyan f € Zs[x] polinomot, melynek polinomfiiggvénye .

6.16. Feladat. (2 pt. kozdsen megbeszéltiik)
Legyen T egy tetszsleges véges test. Hatérozzuk meg T elemeinek Gsszegét |T'| fliggvényében.

6.17. Feladat. (2 pt.)
Legyen G tetszéleges csoport és g € G rogzitett elem. Mutassuk meg, hogy a ¢ : Z — G, kp = g*
leképezés homomorfizmus (azaz tetszoleges k,l € Z egészekre (k + 1) = (ko) (lp)).

6.18. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Mutassuk meg, hogy I' = {( % %) € R**? : aq,b € R} a szokdsos métrix Osszeadds és szorzas
miiveletekkel testet alkot.

6.19. Feladat. (2 pt.)
Igaz-e, hogy ha az (A;-) grouppoid egységelemes, miivelettablazata Latin-négyzet, és teljestil benne

az (zy)~! =y~ 127! azonossag, akkor (4;-) csoport?

7. INTEGRITASTARTOMANYOK
Az alabbi feladatokban legyen v = v/3i, és w = —% + @z
7.1. Feladat. (2 pt.)

Hatérozzuk meg a D = {a/b: a,b € Z, 2 [b} integritastartomanyban az egységeket és az irreducibilis
elemeket. Mutassuk meg, hogy D euklideszi gytirt.

7.2. Feladat. (2 pt. elGadta Sz. Nora és M. Miklos)
Igazoljuk, hogy ha egy euklideszi gytrid a elemére |la|| = 1, akkor a egység.

7.3. Feladat. (2 pt. elgadta K. David)
Mutassuk meg, hogy Q[x,y] integritastartomany nem euklideszi gytri.

7.4. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Mutassuk meg, hogy Z[v] integritastartoméanyban teljesiil a leszallo oszthatosagi lancfeltétel, de Z[v]
nem Gauss gytrd.

7.5. Feladat. (2 pt. el6adta D. Taméas és M. Miklos)
Bizonyitsuk, hogy Z[w] euklideszi gytirii az |la + bw|| = a? — ab + b%, a,b € Z, euklideszi normaval.

7.6. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)

Adjuk meg Z[w] egységeit.

7.7. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)

Bizonyitsuk, hogy ha d € Z[w] irreducibilis, akkor ||d|| prim Z-ben, vagy d egy Z-beli prim asszociéltja
Z|w]-ban. Ha ||d|| Z-beli prim, akkor d irreducibilis Z[w]-ban. Igy v irreducibilis Z[w]-ban.

7.8. Feladat. (2 pt. kézosen megbeszéltiik)
Lassuk be, hogy v asszociéltjai Z[w]-ban: +(1 —w), £(1 — w?), £(w — w?).

7.9. Feladat. (2 pt. elGadta Sz. Nora)
Mutassuk meg, hogy Z[w] = {* : a,b € Z, 2|a—b}. Tovabba, tetszéleges u € Z[w]-ra u kongruens
a +1,0 szamok egyikével modulo v.
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7.10. Feladat. (2 pt. el6adta Sz. Nora)
Bizonyitsuk, ha u € Z[w]-ra u = £1(mod v), akkor u® = 4+1(mod 9).

7.11. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Mutassuk meg, hogy Z[w]-ban, ha u3 + v3 = 23, akkor v | uvz.

7.12. Feladat. (2 pt.)
Legyenek u, v, z € Z[w] és legyenek &1, e € Z|w]-beli egységek. Lassuk be, hogy ha u, v, z, v paronként
relativ primek, és u® + e20® + e3(v"2)3 = 0, akkor o = £1 és 1 > 2.

7.13. Feladat. (2 pt.)

Mutassuk meg, hogy Z[w]-ban u? +v3 = (u+v)(u +wv)(u+w?v). Tovabb4, ha u, v, z és v paronként
relativ primek, r > 2, ¢ egység, és u® + v3 + e(v"2)3 = 0, akkor léteznek &1, €9, €3 egységek, v-hoz és
egymashoz paronként relativ prim 2z, 29, 23 elemek Z[w]-ban gy, hogy

u+v=e10%, u+two=el2, u+wv=e3°,
ahol a + b+ c = 3r, és az a, b, c kitevk koziil pontosan ketts egyenls 1-gyel.

7.14. Feladat. (2 pt.)

Az el6z()' feladat feltételei mellett mutassuk meg, hogy vannak olyan «, 3, v egységek, melyekre a2} +
BLrPzs + yve 23 = 0. Tovabba az altalanossag megszorltasa nélkiil a = b = 1, és igy valamely e9,¢3
egységekre és r — 1 > 1-re 23 + 925 +e3(1" 123)% = 0.

7.15. Feladat. (2 pt.)
Mutassuk meg, hogy az u® +v® = 23 egyenletnek nincs nemtrivialis megoldasa Z[w]-ban és igy Z-ben
sincs.

8. POLINOMOK

8.1. Feladat. (2 pt.)

Maradékos osztas segitségével dontse el, hogy oszthaté-e az f polinom a g polinommal.
(1)f—a: —5m3+2x2—3x—1,g:x2—|—1GQ[:E],

) f —x0 4 — My T 3+ —1,g=2%-1€Q[z],

) f —79—3€QH

) f 7x +(3+z)x + (24 3i)x + 2i, g = 2z + 2i € Cz],

) f —x +323 + 2% +4, g= (v — 3)% € Z;[x],

) f=a*+32° +2% +4, g= (¢ - 3)* € Zu[z]-

8.2. Feladat. (2 pt. kézosen megbeszéltiik)
Milyen R gytrtkre teljesiil a kivetkezd feltétel?

(1) (Vf,g € R[z])(deg fg = deg [ + degg).
(2) (Vf,g9 € R[z])(fg=9f).
8.3. Feladat. (2 pt. kézosen megbeszéltiik)
Szamolja ki f és g polinomok legnagyobb k6z6s osztojat:
(1) f=a3+22+1,9g=a%+2+ 1€ Zyn],
(2) f=22-2z+1,9g=212%—-322+2¢€Qla],
B) f=at+2®+a+1,g=a3+222+22+1 € Zs[z].
8.4. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Hatarozza meg az fu+ gv = h polinomegyenlet u, v altaldnos megoldasat az alabbi h polinomokra és
az el6z6 feladatban megadott f és g polinomokra.
(1) h=2? € Zs[z],
(2) h=22+1¢€ Qlx],
(3) h=1%+x € Zs[z].
8.5. Feladat. (2 pt.)
Hatarozza meg az alabbi f és g polinomok kozos gyokeit, majd szamitsa ki kiilon-kiilon f és g gyokeit.
(1) f=2*+223—22 -4z -2, g=a2*+2° — 22 — 22 — 2 € Rz},
(2) f=2>-2z+1,g=12%-322+2€Qx].

(2

(3
(4
(5
(6
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8.6. Feladat. (2 pt. kézosen megbeszéltiik)
Hatarozza meg a kételemi, illetve haromelemii test feletti Gsszes irreducibilis els6-, méasod- és har-
madfoki polinomot.

8.7. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Gytirtt alkotnak-e
(1) C[x] paros foku polinomjai a 0 polinommal egyfitt,
(2) R[z] legfeljebb huszadfokt polinomjai.
(3) C[x] elemei a szokésos Osszeadds, és a kompoziciora, mint szorzésra.

8.8. Feladat. (2 pt. el6adta Sz. Nora)
Igazolja, hogy ha R integritastartomany, akkor minden nem konstans f € R[x] polinom minden ¢ € R
értéket csak véges sok R-beli helyen vehet f6l.

8.9. Feladat. (2 pt. elGadta Gy. Gergs)
Mely m porzitiv egészekre van Z,,[z]-ben olyan nemnulla polinom, hogy gySkeinek szama nagyobb,
mint foka?

8.10. Feladat. (2 pt. kozdsen megbeszéltiik)
Adjon meg olyan f legfeljebb harmadfoku komplex egyiitthatos polinomot, amelyre f(0) =3, f(1) =
3, f(4) =15 és f(—1) = 0.

8.11. Feladat. (2 pt. el6adta D. Janos)
Létezik-e olyan f € Z[z] polinom, melyre f(10) = 400, f(14) = 440 és f(18) = 5207

8.12. Feladat. (2 pt. kozbsen megbeszéltiik)

Dontse el, hogy a kovetkez6 polinomok irreducibilisek-e:
(1) 3z —2 € Clz],

2) 322 + 2z + 10 € Cla],

) 222 — 4z + 1 € R[z],

) 3z2 + 2z + 10 € R[z],

) 322 4 2z + 10 € Q[x],

) 22% — 4z +1 € Q[z],

) 2t + 2% +1 € Zyx],

) 2° + 22 +1 € Zs[x).

NN N N N S

3
4
5
6
7
8

8.13. Feladat. (2 pt. el6adta G. Tamés és D. Tamas)
A Horner-elrendezés segitségével szamitsa ki az alabbi f polinomok helyettesitési értékét a megadott
¢ helyen. Amennyiben c gyoke f-nek allapitsa meg azt is, hogy hényszoros.
(1) f=2*+222-3r+2€Clz] és c=1+1,
(2) f=a'—(1+i)2®>—(2+3i)z+1€Clz] és c=1—2i,
(3) f=2a54+322+42+5€Znfx]ésc=T,
(4) f=a®+at +2?2+1€Zyfz]ésc=1.

8.14. Feladat. (2 pt. kozdsen megbeszéltiik)
Hatarozza meg az alabbi polinomok irreducibilis felbontasat a komplex, valés és racionéalis szdmok
teste felett:

(1) 2% — 16,

(2) 23 — 622 + 11x — 6.

(3) 2+t + 23+ 22+ +1,

(4) z* — 1022 + 1.

8.15. Feladat. (2 pt. el6adta Gy. Gergd)
Hany darab valos egyiitthatos irreducibilis polinom szorzatara bomlik fel az 22907 4 2007z + 2007
polinom?

8.16. Feladat. (2 pt. kozdsen megbeszéltiik)
Hatérozza meg az alabbi f € Q[z] polinomok racionélis gyokeit és primhatvanytényezss alakjat Q[z]-
ben:
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f=a3 2% -2 -2,
f=a®—122% + 362 — 12,
f=dz* — 722 —5x -1,
f=at— 234+ 22 +1,
f=>528 — 527 + 422 — 20 — 2.

8.17. Feladat. (2 pt.)

Mely k,m,n kitevokre teljesiil, hogy 22 — x + 1 | 23F — g3m+1 4 g3n+2,

8.18. Feladat. (2 pt. kozdsen megbeszéltiik)

Minden n,m pozitiv egész szamra adja meg az 2" — 1 és 2™ — 1 € R[z| polinomok legnagyobb kozos
osztojat.

8.19. Feladat. (2 pt.)

Legyen T tetszlleges test. Mutassa meg, hogy a,a™ + ...a12 + ag € T|[x] ahol a,,ag # 0 akkor és
csak akkor irreducibilis, ha agxz™ +...ap_17 + a, is az.

8.20. Feladat. (2 pt.)
Hatéarozza meg tetszoleges n € N egészre az na™™1 — (n + 1)2™ + 1 és 2™ — nx +n — 1 polinomok
legnagyobb k6zos osztojat Q[z]-ben.
8.21. Feladat. (2 pt.)
Keressen olyan f € C[z] polinomot, hogy
(1) f’ minden gyoke gyoke f-nek,
(2) f’-nek van olyan gytke amely gyoke f-nek, és olyan is, amely nem gydke f-nek.

8.22. Feladat. (2 pt.)
Igaz-e tetszbleges K test, a € K és f € K[x] esetén, hogy
(1) ha a t6bbszoros gyoke f-nek, akkor a gycke f’-nek,
(2) ha a k-szoros gyoke f-nek, akkor a (k — 1)-szeres gyoke f’-nek?
8.23. Feladat. (2 pt. kozdsen megbeszéltiik)
Tekintsiik f = 2% + 62% + 1322 + 127 + 4 € C[z] polinomot. A gyokok meghatérozéasa nélkiil adjon
meg olyan g € C[z] polinomot, amelynek minden gytke egyszeres, és ugyanazok a gyokei, mint f-nek.

8.24. Feladat. (2 pt.)

Hatarozza meg az alabbi komplex egyiitthatds polinomok t6bbszords gyokeit:
(1) 27 — 325 + 52° — T2* + 723 — 522 + 32 — 1,
(2) 25 — 152* + 823 + 5122 — 72z + 27,
(3) 25 — 525 + 132 — 2023 + 2022 — 122 + 4.

8.25. Feladat. (2 pt. el6adta D. Tamas)
Bizonyitsa be, hogy tetszéleges p primszamra és ¢ € Z, konstansra az =P + ¢ € Zp[z] polinom nem
irreducibilis.

8.26. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges p primszamra f, = 2P~1 4 2P=2 4 ...+ 1 polinom irreducibilis Q felett.
Adja meg f, irreducibilis felbontéasat Z, felett.

8.27. Feladat. (2 pt. kozbsen megbeszéltiik)
Tetszoleges p primszam esetén adja meg az Osszes irreducibilis méasodfoka polinom szamat Z,[x]-ben.

8.28. Feladat. (2 pt. eldadta Gy. Gergd)
Keresse meg az dsszes olyan p primszamot, amelyre az = + 2 polinom faktora az 2* + 23 + 22—z +1 €
Zy[z] polinomnak.

8.29. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
Bizonyitsa be, hogy kiilonb6z6 Q[z]-beli irreducibilis polinomoknak kiilonbozé komplex gyokei vannak.
Ennek felhasznalasaval mutassa meg, hogy tetszéleges f € Q[x] polinomra

(1) ha a + bv/2 gydke f-nek ahol a,b € Q, akkor a — by/2 is az,

(2) ha /24 gyoke f-nek, akkor —</3 + v/3%i is az.
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8.30. Feladat. (2 pt.)

Oldja meg az alabbi harmadfoku egyenleteket a komplex szamok halmazan:
(1) 23 -6z +4=0,
(2) 23+ 9z — 26 = 0,
(3) 23 — 922 + 187 + 28 = 0.

8.31. Feladat. (2 pt.)
Oldja meg az alabbi negyedfoku egyenleteket a komplex szamok halmazan (segitségil adott a kubikus
rezolvens egy o gyoke):

(1) 2* +223 +82% + 22+ 7=0, a = 4;

(2) 2t — 223+ 422 - 22 +3=0, a = 2.

8.32. Feladat. (2 pt. kozbsen megbeszéltiik)
Fejezze ki elemi szimmetrikus polinomokkal a kévetkez6 szimmetrikus polinomokat:
(1) 23 + 23 + 23 — 2212073,
(2) 22z0w3 + -+ + Tp_oTp_172.
8.33. Feladat. (2 pt.)
Szamitsa ki az f = 22 — 222 + 1 polinom gydkeinek k-adik hatvanytsszegét, ahol k = 1,2, 3, 4.

8.34. Feladat. (2 pt.)
Legyenek xq, 70, 73,24 az f = 2* + az® + ba? + cx + d € C[z] polinom gydkei C-ben. Hatérozza meg

g=(z— (129 + x324)) (x — (v125 + 24) ) (x — (124 + 2223))
polinom egyiitthatoit.

8.35. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy Qlz, y] Gauss gytird, de nem euklideszi gytrd.

8.36. Feladat. (2 pt. kozosen megbeszéltiik)
A alabbi Qlz, y]-beli polinomokat allitsa els irreducibilis polinomok szorzataként.
(1) f =5xy” + 32y5 + 2y + 1,
(2) f=2%°+y° +aly+a,
3) f=v’2®+ (1 -3y°)x2 + 3’z +y" —y® — 1.
8.37. Feladat. (2 pt. kozOsen megbeszéltiik)
Jelolje Q(z) a Q[z] hanyadostestét. Vegye észre, hogy Q(z) vektortér Q felett, és adja meg Q(z) egy
Q feletti bazisat.

8.38. Feladat. (2 pt.)
Egy komplex szam algebrai egész, ha gyoke egy Z[xz]-beli fpolinomnak.
(1) Mutassa meg, hogy az algebrai egészek az algebrai szamok testének egy részgytrtjét alkotjak.
(2) Bizonyitsa, hogy minden r € C algebrai szdmhoz van olyan nemnulla a € Z, hogy ra algebrai
egész.
(3) Hatarozza meg a Q-beli algebrai egészek gytrdjét.
(4) Hatérozza meg a Q(v/3i) = {a + bv/3i | a,b € Q }-beli algebrai egészek gytirijét.

9. VEGES TESTEK

9.1. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy tesz6leges p-karakterisztikdji véges test barmely eleme p-dik hatvanya a test
valamely elemének.

9.2. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy K véges test feletti irreducibilis polinomnak nincs t6bbszords gyoke K semilyen
L bévitésében.

9.3. Feladat. (2 pt.)
Adjon meg olyan p-karakterisztikaju K testet és f € K|[z] irreducibilis polinomot tgy, hogy f-nek van
t6bbszoros gyoke K valamely bévitésében.
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9.4. Feladat. (2 pt.)
Lehet-e véges test algebrailag zart?

9.5. Feladat. (2 pt.)

Tekintsiik a K = ({ax® +br+c: a,b,c € Z3};+,-) huszonhét elemii testet, ahol a + és - miiveleteket
modulo x? + 2z + 2 € Zs[x] értjiik. Hatarozza meg a 222 és 2 + z + 1 elemek Osszegét, szorzatat és
inverzét K-ban.

9.6. Feladat. (2 pt.)
Van-e gydke 322 + 2z — 3 polinomnak a 121 elemti testben?

9.7. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa, hogy véges test tetszdéleges eleme két elem négyzetének Gsszege.

9.8. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy x?" —x € Zy[x] polinom Z, feletti felbontasi teste egy p™ elemi test.

9.9. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy Z, felett minden pozitiv n egészre létezik n-ed foku irreducibilis polinom.

9.10. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy tetszéleges f € Zp[x]-beli irreducibilis polinomra degf | n pontosan akkor teljesiil,
ha f|zP" —x .

9.11. Feladat. (2 pt.)

Bizonyitsa, hogy 7" — 2 = [[ f, ahol f végig fut azokon a Z,[z]-beli irreducibilis fpolinomokon,
melyekre degf [n. Tovabba, p" = 3_,,, daq, ahol aq a Z, feletti d-ed foku irreducibilis f6polinomok
szama.

9.12. Feladat. (2 pt.)
Hatarozza meg a Z, feletti n-ed foku irreducibilis polinomok szadmaét.

9.13. Feladat. (2 pt.)
Legyen K tetszoleges test, f € K|[z]| és a az f gyoke K valamely b&vitésében. Bizonyitsa, hogy f
pontosan akkor irreducibilis K folott, ha degf megegyezik K (a) test K feletti dimenzidjaval.

9.14. Feladat. (2 pt.)
Legyen K véges test, a € K generatoreleme K multiplikativ csoportjanak. Bizonyitsa, hogy
irreducibilis K felett.

9.15. Feladat. (2 pt.)
Dirichlet szamtani sorozatokra vonatkozé tételét felhasznalva mutassa meg, hogy minden pozitiv n
egészhez van olyan p prim és a € Z,, hogy =" — a irreducibilis.

9.16. Feladat. (2 pt.)
Legyen p tetszleges prim. Bizonyitsa, hogy barmely n esetén, ha p fn, akkor létezik egy K p™-elemd
test és a € K 1gy, hogy 2" — a irreducibilis K felett.

9.17. Feladat. (2 pt.)
Legyen K tetszGleges véges test. Mely n-ekre all el6 K barmely eleme valamely K-beli elem n-dik
hatvanyaként?

9.18. Feladat. (2 pt.)

Legyen K tetszoleges test. Azt mondjuk, hogy ¢ € K n-edik egységgyok, ha ¢ gyoke az z™ — 1
polinomnak. Az e egységeyok primitiv n-edik egységgyok, ha rendje n a K multplikativ csoport-
jaban. Mutassa meg, hogy ha char(K) fn, akkor K valamely bévitése tartalmaz primitiv n-edik
egységgyokot. Mi a helyzet, akkor ha char(K) |n?

9.19. Feladat. (2 pt.)
Legyen K olyan test, amely tartalmaz primitiv n-edik egységgyckot. Jelolje P, a K-beli primitiv
n-edik egységgyckok halmazat. Tekintsiik az f, = [[.cp (z —€) (@.n. n-edik kérosztasi) polinomot

K[z]-ben. Bizonyitsa, hogy f, a K primteste folotti polinom. Tovabbd, f, =[], (z? — 1)n/d),

zlKl=1—q
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9.20. Feladat. (2 pt.)

Legyen p fn prim. Legyen e primitiv n-edik egységgyck Z, valamely bévitésében. Bizonyitsa, hogy
Z,(e) dimenzidja Z, felett megegyezik p modulo n rendjével. Keressen olyan n-t és p fn primet,
amelyre f, reducibilis Z,, felett.

9.21. Feladat. (2 pt.)
Bizonyitsa, hogy K véges test alaphalmazan értelmezett tetszéleges n-valtozos mivelet K feletti
polinomfiiggvény.

9.22. Feladat. (2 pt.)

Bizonyitsa Minkowski tételét: Legyen adott egy paralellogrammaracs a sikon T teriiletd alapparalel-
logrammaval, valamint egy S origé kozéppontii centrilisan szimmetrikus, konvex sikidom, melynek
teriilete nagyobb, mint 47". Ekkor S tartalmaz az origotél kiilonb6zé racspontot.

9.23. Feladat. (2 pt.)
Minkowski tételét felhasznélva bizonyitsa, hogy barmely 3k + 1 alakt primszam felirhaté a? + 3b2
alakban, ahol a, b egészek.

9.24. Feladat. (2 pt.)
Mutassa meg, hogy Z(w) irreducibilis elemei asszocialtsagtol eltekintve a kévetkezdk:
o v,
e a 3k — 1 alaka Z-beli primek,
e a 3k + 1 alakt Z-beli primek a + by alaki osztéi, ahol a,b € Z és 3k + 1 = a? + 3b°.



