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Ennek az el6adasnak a megértéséhez a kovetkezd fogalmakat kell tudni: csoport, félcso-
port, monoid, homomorfizmus és izomorfia tételek.

Az eladashoz ajanlott irodalom:

o Kiss Emil: Bevezetés az abszirakt algebrdba, Typotex Kiadd, 2007.
e Balintné Szendrei Maria, Czédli Gabor, Szendrei Agnes: Abszirakt algebrai feladatok,
Polygon kiado, 2005.

1. Definici6. Tetszéleges X # ) halmazra legyen

o0
Fx = UX":{xlxz...xn:nZ 1, 1,...,zp € X },

n=1
azaz az X &abécé feletti nemiires szavak halmaza. A w = z129...2, € Fx sz0 hossza az
[(w) = n egész szam. Az Fx halmaz a melléiras miivelettel félcsoportot alkot, melynek neve:
szabad félcsoport az X szabad generatorrendszerrel. Az Fx félcsoportot szokasos X -szal
is jeldlni.
2. Allitas. Tetszoleges S félcsoportra és f : X — S leképezésre létezik egy egyértelmten
meghatéarozott ¢ : Fx — S homomorfizmus, amelyre ¢|x = f, azaz (¢ az f kiterjesztése).

3. Tétel. Legyen T félcsoport és () # X C T. Ekkor a kovetkez allitasok ekvivalensek.

(1) Tetszbleges S félesoportra és f : X — S leképezésre létezik egy egyértelmiien meg-
hatarozott ¢ : T — S homomorfizmus, amelyre p|x = f.

(2) T = [X], és tetszbleges S félcsoportra és f : X — S leképezésre létezik egy ¢ : T — S
homomorfizmus, amelyre p|x = f.

4. Allitas. Ha a T félcsoport és ) # X C T részhalmaz teljesiti az el6z6 tétel (valame-
lyik ekvivalens) allitasat, akkor a T félcsoportot az X halmaz szamosséga izomorfia erejéig
egyértelmien meghatéirozza.

5. Allitas. Minden félcsoport szabad félcsoport homomorf képe.

6. Definicié. Legyen K azonos tipusu algebrak egy osztalya, amely zart a részalgebra
képzésre, T' € K és X C K. Ha a tipus nem tartalmaz 0-viltozos miveleti jelet, akkor
feltessziik tovabba, hogy X # (). Azt mondjuk, hogy T szabad algebra K-ban az X szabad
generatorrendszerrel, ha tetszéleges S € KC algebrara és f : X — S leképezésre 1étezik egy
egyértelmtien meghatarozott ¢ : 7' — S homomorfizmus, amelyre ¢|x = f.

7. Teétel. A 3. Tétel és a 4. és 5. Allitasok nem csak a félcsoportok osztalyara, hanem
tetszéleges részalgebra képzésre zart I algebra osztalyra is érvényes.

8. Definicié. Tetszbleges X halmazra legyen My = Fx U {1}, ahol 1 az iires szo. Itt
megengedjiik az X = () esetet is, azaz My = {1}. Az Mx halmaz a melléiras mivelettel
monoidot alkot. Az Mx monoidot szokasos X *-gal is jel6lni.

9. Allitas. My szabad monoid az X szabad generatorrendszerrel.

10. Definicié. Legyen X és X' azonos szamossagu diszjunk halmazok, ' : X — X’ bijekcio,
amelyet kiterjesztiink ' : X U X’ — X U X’ bijekciova gy, hogy =" = z minden x elemre.
Tekintstik az Mxx' szavak halmazat.

(1) A v sz6 az u szonak elemi roviditése, ha v = st és u = syy't valamely s,t szavakra
és y € X U X' bettre.



(2) Az u sz6 redukalt, ha nincs elemi réviditése.

11. Allitas.

(1) Ha a v és w szavak az u sz6bol elemi roviditések sorozatéval megkaphatok, akkor
létezik olyan s sz6, amely mind a v, mind a w szavakbdl elemi réviditések sorozataval
megkaphato6.

(2) Az elemi roviditések végrehajtéasanak sorrendje nem szamit, azaz minden u sz6 elemi
roviditések sorozataval egy egyértelmiien meghatarozott redukalt széba alakithato,
amelyet u-val jelolink.

(3) Tetszoleges u, v szavakra uv = uv = .

(4) Tetszoleges y1,...,yn € X U X' bettikre ha y; ...y, redukalt, akkor ¢/, ... ] is az.

12. Definicié. Tetszbleges X halmazra legyen
Gx = {u € Mxyxr :E:u},

azaz a redukalt szavak halmaza. Gx csoportot alkot az u-v =wv és (y1...Yn) " =1Y;,--- Y}
miiveletekkel.

13. Tétel. Gx szabad csoport az X szabad generatorrendszerrel.
14. Allitdas. Gx minden eleme egyértelmd modon irhaté fel J:Ifl -.zF» alakban, ahol
T1, .0 € X, k1, ky € Z, 68 tetszbleges i-re x; # xiq1. (Kovetkezésképpen G,y = Z.)
15. Definicié. Tetszbleges X halmazra legyen

75 = { f+ X — 7 : véges sok z € X kivételével zf =01

A ZX) halmaz a szokasos, komponensenként végzett z(f +g) = zf +zg és z(—f) = —(zf)
miiveletekkel Abel-csoportot alkot.

16. Allitas. Z(X) szabad Abel-csoport az X szabad generatorrendszerrel.



