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és izomorfia tételek, centrum, Sylow tételek.
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1. Definicié. Tetsz6leges G csoportra indukcidval definidljuk a Z;(G) normalosztokat. Le-
gyen Zo = {1}, Z1 = Z(G). Ha Zy(G) definidlva van, akkor legyen Zj11(G) az (a megfelel-
tetési tétel miatt egyértelmiien meghatarozott) részcsoport, amelyre
Zi1(G)/Z1(G) = Z(G/ Zi(G)).
Mivel Z(G/Zy(G)) «G/Zi(G), ezért Zy+1(G) < G. A G normaloszt6ibol allo
{1} = Zv(G) < Z1(G) < Z2(G) < ...
lancot a G csoport felsd centralis lancanak hivjuk.

2. Definicié. A G csoport nilpotens, ha van olyan k € Ny, hogy Zx(G) = G. A legkisebb
ilyen k szdm a G csoport nilpotenciaosztalya, és ekkor azt mondjuk, hogy G k-adfokn
nilpotens csoport. (Megjegyzés: G pontosan akkor 0-adfoka, ha |G| = 1, és G pontosan
akkor 1-edfoku, ha Abel-féle és nem trivialis.)

3. Allitas. Minden véges p-csoport nilpotens.

4. Definici6. Az a,b € G elemek kommutatora: [a;b] = a~'b"lab. A H, K < G rész-
csoportok kolesondskommutatorcsoportja: [H; K| = [[h;k] : h € H, k € K| (itt a generalt
részesoportot kell venni). A G csoport kommutatorcsoportja vagy roviden kommutatora
G; G].
5. Definicié. Tetszoleges G csoportra indukcioval definidljuk a I'y(G) részcesoportokat.
I'o(G) = G, és legyen

Lp+1(G) = [Tk(G); G
A G csoport also centralis lanca G =To(G) > T'1(G) > T2(G) > ...
6. Definicio. A H < G részcsoport karakterisztikus, ha tetszdleges a € Aut G auto-

morfizmusra és h € H elemre ha € H. Megjegyzés: minden karakterisztikus részcsoport
normaloszté.

7. Allitas. Tetszéleges G csoporta

(1) Z(G) karakterisztikus részcsoportja G-nek;

(2) ha N < H < G és N karakterisztikus részcsoport G-ben, H/N karakterisztikus
részcsoport G/N-ben, akkor H karakterisztikus részcsoport G-ben;

(3) G fels6 centralis lancanak tagjai karakterisztikus részcsoportok.

8. Allitas. Tetszoleges G csoportra
(1) ha H, K < G karakterisztikus részcsoportok, akkor [H; K| is az;
(2) G also centralis lancanak tagjai karakterisztikus részcsoportok.
9. Allitas. Legyen H < G, N<G. Ekkor HN/N < Z(G/N) pontosan akkor, ha [H;G] < N.

10. Allitas. Tetszoleges G csoport esetén [G; G| a legszitkebb olyan N normaloszté G-ben,
amelyre G/N Abel-féle.



11. Tétel. Nilpotens csoport alsé és fels6 centralis lanca azonos hossztsagu.

12. Allitas. Tetsz6leges G, H csoportokra

(1) Z(G x H) = Z(G) x Z(H),

(2) Zk(G x H) = Zx(G) x Zk(H),

(3) G x H akkor és csak akkor nilpotens, ha G és H is az.
Kovetkezésképpen véges sok nilpotens csoport direkt szorzata is nilpotens.

13. Allitas. Tetszéleges G nilpotens csoportra és H < G részcsoportra ha Z5,(G) < H,
akkor Zj11(G) < Ng(H).

14. Tétel. Tetszbleges véges G csoportra az alabbi allitasok ekvivalensek:
(1) G nilpotens,
(2) tetszoleges p | |G| primre egyetlen egy p-Sylow részcsoport van G-ben,
(3) G a Sylow részcsoportjainak direkt szorzata.

15. Tétel. Véges nilpotens csoport barmely részcsoportja, illetve faktorcsoportja nilpotens.



