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Ennek az el®adásnak a megértéséhez a következ® fogalmakat kell tudni: homomor�zmus
és izomor�a tételek, centrum, Sylow tételek.
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1. De�níció. Tetsz®leges G csoportra indukcióval de�niáljuk a Zk(G) normálosztókat. Le-
gyen Z0 = {1}, Z1 = Z(G). Ha Zk(G) de�niálva van, akkor legyen Zk+1(G) az (a megfelel-
tetési tétel miatt egyértelm¶en meghatározott) részcsoport, amelyre

Zk+1(G)/Zk(G) = Z(G/Zk(G)).

Mivel Z(G/Zk(G)) / G/Zk(G), ezért Zk+1(G) / G. A G normálosztóiból álló

{1} = Z0(G) ≤ Z1(G) ≤ Z2(G) ≤ . . .
láncot a G csoport fels® centrális láncának hívjuk.

2. De�níció. A G csoport nilpotens, ha van olyan k ∈ N0, hogy Zk(G) = G. A legkisebb
ilyen k szám a G csoport nilpotenciaosztálya, és ekkor azt mondjuk, hogy G k-adfokú
nilpotens csoport. (Megjegyzés: G pontosan akkor 0-adfokú, ha |G| = 1, és G pontosan
akkor 1-edfokú, ha Abel-féle és nem triviális.)

3. Állítás. Minden véges p-csoport nilpotens.

4. De�níció. Az a, b ∈ G elemek kommutátora: [a; b] = a−1b−1ab. A H,K ≤ G rész-
csoportok kölcsönöskommutátorcsoportja: [H;K] = [[h; k] : h ∈ H, k ∈ K] (itt a generált
részcsoportot kell venni). A G csoport kommutátorcsoportja vagy röviden kommutátora
[G;G].

5. De�níció. Tetsz®leges G csoportra indukcióval de�niáljuk a Γk(G) részcsoportokat.
Γ0(G) = G, és legyen

Γk+1(G) = [Γk(G);G].
A G csoport alsó centrális lánca G = Γ0(G) ≥ Γ1(G) ≥ Γ2(G) ≥ ....

6. De�níció. A H ≤ G részcsoport karakterisztikus, ha tetsz®leges α ∈ AutG auto-
mor�zmusra és h ∈ H elemre hα ∈ H. Megjegyzés: minden karakterisztikus részcsoport
normálosztó.

7. Állítás. Tetsz®leges G csoporta

(1) Z(G) karakterisztikus részcsoportja G-nek;
(2) ha N ≤ H ≤ G és N karakterisztikus részcsoport G-ben, H/N karakterisztikus

részcsoport G/N -ben, akkor H karakterisztikus részcsoport G-ben;
(3) G fels® centrális láncának tagjai karakterisztikus részcsoportok.

8. Állítás. Tetsz®leges G csoportra

(1) ha H,K ≤ G karakterisztikus részcsoportok, akkor [H;K] is az;
(2) G alsó centrális láncának tagjai karakterisztikus részcsoportok.

9. Állítás. LegyenH ≤ G, N/G. EkkorHN/N ≤ Z(G/N) pontosan akkor, ha [H;G] ≤ N .

10. Állítás. Tetsz®leges G csoport esetén [G;G] a legsz¶kebb olyan N normálosztó G-ben,
amelyre G/N Abel-féle.



11. Tétel. Nilpotens csoport alsó és fels® centrális lánca azonos hosszúságú.

12. Állítás. Tetsz®leges G,H csoportokra

(1) Z(G×H) = Z(G)× Z(H),
(2) Zk(G×H) = Zk(G)× Zk(H),
(3) G×H akkor és csak akkor nilpotens, ha G és H is az.

Következésképpen véges sok nilpotens csoport direkt szorzata is nilpotens.

13. Állítás. Tetsz®leges G nilpotens csoportra és H ≤ G részcsoportra ha Zk(G) ≤ H,
akkor Zk+1(G) ≤ NG(H).

14. Tétel. Tetsz®leges véges G csoportra az alábbi állítások ekvivalensek:

(1) G nilpotens,
(2) tetsz®leges p | |G| prímre egyetlen egy p-Sylow részcsoport van G-ben,
(3) G a Sylow részcsoportjainak direkt szorzata.

15. Tétel. Véges nilpotens csoport bármely részcsoportja, illetve faktorcsoportja nilpotens.
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