MM4122-1 CSOPORTELMELET GYAKORLAT
(2008.12.01.)

1. ISMETLES
SZEPTEMBER 1.—SZEPTEMBER &.

1.1. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek
hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Az Ag csoportnak van 6-odrendii eleme.

(2) Minden primhatvany rendii csoport egyszer.

(3) Z-nek minden faktorcsoportja véges.

(4) Zgo X Z40 = Zlgo X Z5 X Zg.

1.2. Feladat. Rajzolja le a @), Dy, A4 csoportok részcsoporthédldjanak, illetve
normalosztéhaldjanak Hasse-diagramjat.
1.3. Feladat. Adja meg az Osszes lehetséges homomorfizmust a Dy csoportrol

a V csoportra. Minden esetben hatdrozza meg a homomorfizmus magjat.

1.4. Feladat. Adja meg a 180-adrendii ciklikus csoport Gsszes felbontasét
nemtrivialis részcsoportjainak direkt szorzataként.

SZORGALMI FELADAT

1.5. Feladat. (3 pt.)

Bizonyitsa be, hogy egy csoport részcsoporthéloja pontosan akkor lanc (azaz
a haloban barmely két elem Osszehasonlithat6), ha valamely p primszémra a
csoport izomorf Epe egy részcsoportjaval.
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2. PERMUTACIOCSOPORTOK
SZEPTEMBER &8.—SZEPTEMBER 15.

2.1. Feladat. Ddntse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek
hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) Legyen A végtelen halmaz. A véges sok trividlis palyaval rendelkezd
permuticiok halmaza részcsoport S4-ban.
(2) Ss-nak pontosan egy tranzitiv részcsoportja van.
(3) Az (12) és (13)(24) permutéciok altal generalt részcsoport Sy-ben
tranzitiv.
(4) Ag-nak van 72-elemi részcsoportja.

2.2. Feladat. Dontse el, hogy tranzitivak-e az alabbi permutaciécsoportok:
(1) Gy, ={m € Sz : m|xm — x minden z € Z-re}, ahol m € N elére adott;
(2) H = {py € Sge : g € R® ¢s g-nek nincs zérushelye}, ahol p, € Sge
tetszéleges x € RR-hez xg € RF-et rendeli.

2.3. Feladat. Hatérozza meg az Lg és A4 csoportok 6sszes minimalis tranzitiv
részcsoportjait.

2.4. Feladat. Tekintsiik a komplex szamtesten értelmezhets linedris permuta-
ciéesoportot: Lo = {myy € Sc : a € C*,b € C}, ahol 7, 4: C — C, cmyy =
cr +y.
(1) Mutassa meg, hogy L¢ tranzitiv.
(2) Adjon meg Lc-ben olyan permutaciot, amelynek minden palyéja végte-
len, és olyan nemidentikus permuticiot, amelynek minden pélyéaja véges.
(3) Hatérozza meg a véges rendd elemeket Lc-ben.

SZORGALMI FELADATOK

2.5. Feladat. (3 pt.)
Jellemezze azoknak a 0 € S4 (A nemiires halmaz) permutacidknak a pélyait,
amelyeknek van négyzetgyoke, azaz amelyekhez létezik olyan 7 € S4, amelyre

2 =0.

2.6. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy az S, (p primszam) szimmetrikus csoportnak nincs olyan
valodi tranzitiv részcsoportja, amely tartalmaz transzpoziciét.

2.7. Feladat. (3 pt.)
Milyen n természetes szamokra létezik QQ-val izomorf részcsoport S,-ben?
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3. SZABAD ALGEBRAK
SZEPTEMBER 15.—SZEPTEMBER 22.

3.1. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek
hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Van olyan félcsoport, amely nem all el§ szabad félcsoport homomorf
képeként.

(2) Tetszbleges X nemiires halmaz esetén barmely algebraosztalyban izomor-
fistol eltekinte legfeljebb egy szabad algebra létezik az X halmazon.

(3) A véges csoportok algebraosztalyaban tetszéleges nemiires X halmazon
létezik szabad algebra.

(4) A C* csoport szabad Abel-csoport.

3.2. Feladat. Adja meg az alabbi f leképezés kiterjesztését homomorfizmussa
a megadott F' szabad algebrara:

(1) f:{z,y,2} - NIk k.t.), af =6, yf =7, 2f =15; F = {z,y,2}T;
(2) f:{z,y} = Dy, af =a? yf =at; F = {z,y}".
3.3. Feladat. Igazolja, hogy
(1) N szabad félcsoport valamely egyelemt halmazon;
(2) Z szabad csoport valamely egyelemt halmazon;
(3) R™ szabad R feletti vektortér valamely n-elemt halmazon.

Hatarozza meg ezekben a szabad algebrakban az Gsszes szabad generatorrend-
szert.

3.4. Feladat. Az alabbi G csoportnak adjon meg olyan minimalis, egységelemet
nem tartalmazé X generdtorrendszerét, valamint keressen olyan H csoportot
és f: X — H leképezést, amely nem terjeszthets ki ¢: G — H homomorfiz-
mussé:

(1) G = Q X Zlg,,
(2) G= [17\/§7i] <C,
(3) G = Q.

SZORGALMI FELADATOK

3.5. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy Q nem szabad Abel-csoport.

3.6. Feladat. (3 pt.)
Alljon K azon {x,y}*-beli szavakbol, amelyekben az x-ek és y-ok szdma meg-
egyezik. Mutassa meg, hogy K szabad monoid.

3.7. Feladat. (3 pt.) o
Bizonyitsa be, hogy a Gy, .} szabad csoportban az z*y" (i € N) elemek megszam-
lalhatéan végtelen rangi szabad csoportot generalnak.
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4., DEFINIALO RELACIOK
SZEPTEMBER 22.—SZEPTEMBER 29.

4.1. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek
hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Az [a,b | a?,b?, (ab)?] csoport homomorf képe a [c,d | c*, d?,(cd)?]
csoportnak.

(2) Tetszbleges csoport izomorf egy [A | R] csoporttal, ahol mind A, mind
R véges.

(3) Ha A a H csoport részhalmaza és R olyan definialo relaciok halmaza
az A halmazon amelyek teljesiilnek H-ban, akkor H az [A | R] csoport
homomorf képe.

(4) Az [AU B | RUT)] csoport izomorf az [A | R] és [B | T csoportok
direkt szorzataval.

4.2. Feladat. Milyen ,ismert” csoporttal izomorfak az alabbi csoportok:
(1) [a,b,c|a* 0% ¢, (ab)?, (be)?, aca™ e,
(2) [a,b | a®ba, ba?].

4.3. Feladat. Milyen ,ismert” csoporttal izomorfak az alabbi csoportok:
(1) [a,b]a® b7, a%],
(2) [a,b|a, b, abab™1].

4.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az [a,b | abab®a?b=3, ab’ab~2, ab®abab?®ab?]
csoport izomorf Zo X Zg-cal.

SZORGALMI FELADATOK

4.5. Feladat. (3 pt.)

Adja meg a V, illetve @ csoportokat definial6é relaciokkal oly modon, hogy
koziiliik egyik definialo relécid sem hagyhaté el, azaz barmelyik definidlé relacio
elhagyasaval olyan csoport adédik, amely nem izomorf az eredetivel.

4.6. Feladat. (3 pt.)
Legyen G = [a,b | a3,b%, (ab)?, (a=1b)3].
(1) Mutassa meg, hogy a G csoport minden eleme az a, a~!, b és b~! betiik
felhasznélasaval legfeljebb harom hosszusagu széval kifejezhetd.
(2) Mutassa meg, hogy a G csoportnak legfeljebb 12 eleme van.
(3) Hatarozza meg, hogy G melyik ,ismert” csoporttal izomorf.
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5. TOVABBI GYAKORLO FELADATOK
SZEPTEMBER 29.—OKTOBER 6.

5.1. Feladat. Ddntse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek
hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

(1) Ss-nek van 6-odrendi részcsoportja.

(2) Z x S3 szabad csoport.

(3) Az [a,b | a?, b, ab?®] csoportnak homomorf képe Zg.

(4) Az [a,b | a?,b3,b%aba] csoport izomorf Zg-tal.

5.2. Feladat. Legyen o a Dy csoport {id, a®} részcsoportjanak mellékosztalyainak

halmazan valé Cayley ébrazoldsa. Adja meg az a,at, a3t elemek képét, majd
dontse el, hogy ¢ beagyazés-e.

5.3. Feladat. Igazolja, hogy Z[z] szabad egységelemes kommutativ gytr.

5.4. Feladat. Milyen ,ismert” csoporttal izomorf az [a,b | a?,b°, ab3ab?] cso-
port?
5.5. Feladat. Igazolja az alabbi G definial6 relaciokkal megadott csoportban
az adott egyenl@séget.

(1) G =la,b| aba='b~1,ba?, (ab)?a?], a = b1,

(2) G=la]|a'd?],a=1,

() G = [z,y | vayzy], vy = ya.
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6. SZEMIDIREKT SZORZAT
OKTOBER 6.—OKTOBER 13.

6.1. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek
hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) Az Sy csoport eldallithato egy hatod és egy negyedrendd részcsoport-
jainak szemidirekt szorzataként.
(2) Léteznek olyan H, K nemkommutativ csoportok, és olyan ¢: H —
Aut K hatas, hogy a H x, K csoport Abel-féle.
(3) A Zg % Z3 csoportban, ahol ¢: Zg — AutZs az a homomorfizmus,
amely 1-hoz az inverzképzést rendeli, a masodrendii elemek szdma harom.
(4) A Z4 x, Z3 csoport, ahol p: Zs — Aut Z3 az a homomorfizmus, amely
1-hoz az inverzképzést rendeli, izomorf a Dg csoporttal.

6.2. Feladat. Tekintsiik azt a ¢: Q" — Aut Q leképezést, amelyre tetszéleges
a € QF esetén az ayp automorfizmus az a-val valo szorzés (azaz tetszéleges
a € Q*-ra és g € Q-ra q(ap) = qa).
(1) Mutassa meg, hogy ap valoban a Q csoport automorfizmusa, és ¢ a Q*
csoport hatésa Q-n.
(2) Vizsgalja meg, hogy kommutativ-e a Q*x,Q csoport, valamint hataroz-
za meg a véges rendd elemeket, és adja meg a rendjiiket.

6.3. Feladat. Izomorfak-e egyméssal az alabbi szemidirekt szorzatok:

(1) Zg x Dy és Zy X, Zs, ahol ¢: Zy — AutZ4 az a homomorfizmus, ami
1-hoz az inverzképzést rendeli.

(2) Zox,Sg és Zo %y Lg, ahol : Zy — Aut S3 az a homomorfizmus, amely
T-hoz az (12)-vel valo konjugalast rendeli, ¢: Zo — Aut Zg pedig az,
amely 1-hoz az inverzképzést rendeli.

6.4. Feladat. Elgallnak-e nemtrividlis médon szemidirekt szorzatként az alab-
bi csoportok? Ha igen, akkor adjon meg ilyen elgallitast, és adja meg a hozzi
tartoz6 indukalt hatast.

(1) @,

(2) Ag.

SZORGALMI FELADATOK

6.5. Feladat. (3 pt.)
Izomorfak-e egyméssal az alabbi szemidirekt szorzatok:

(1) Zg X, Zy és Zg Xy Zg, ahol @: Zg — Aut Zy és ¢p: Zy — Aut Zg is az a
homomorfizmus, ami 1-hoz az inverzképzést rendeli (rendre a megfelels
csoportokban).

(2) Zg xy Zg &s Zy x Ss, ahol ¢: Zo — AutZg az a homomorfizmus, ami
1-hoz az inverzképzést rendeli.

6.6. Feladat. (3 pt.)

Legyen H = [a] n-edrendi ciklikus, K pedig tetszGleges csoport. Tekintsiink
olyan p,%: H — Aut K hatéasokat, amelyekre van olyan k € Z, hogy ay =
(ag)*.

(1) Igazolja, hogy ha In.k.o.(k,n) =1, akkor H x, K = H x, K.

(2) Vizsgéalja meg, hogy érvényes-e az el6z6 allitas megforditéasa.
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7. KONJUGALAS, NORMALIZATOR, CENTRALIZATOR, KETTOS
MELLEKOSZTALYOK
OKTOBER 20.-NOVEMBER. 3.

7.1. Feladat. Hatarozza meg az Sy csoportban az (1234), illetve az (13)(24)
elem normalizatoranak elemszamat.

7.2. Feladat. Adjon meg a Q X Zsy csoportnak egy Frobenius-felbontasat a
H ={(i,1)] és K = [(—1,0)] részcsoportok szerint. A felbontés minden tagjarol
allapitsa meg, hogy hany H szerinti jobb oldali és hany K szerint bal oldali
mellékosztalybdl all.

7.3. Feladat. Hatarozza meg a D,, csoport centrumét, tetszélegesn € N,n > 3
esetén. Hatarozza meg a D3 és Dg csoportok konjugaltsagi osztalyait.

7.4. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszbleges G csoport, H <« G és K < G
esetén a G csoport H és K részcsoportja szerinti kettés mellékosztalyok azonos
elemszamuak.

SZORGALMI FELADAT

7.5. Feladat. (3 pt.)
Igazolja, hogy egy G véges csoport barmely H valddi részcsoportjahoz létezik
olyan a € G\ H elem, amely egyetlen H-beli elemnek sem konjugéltja.
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8. SYLOW-TETELEK
NOVEMBER 3.—NOVEMBER 10.

8.1. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek
hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) Ha a G csoport rendje a p szam tobbszorose, akkor G-ben a p-rendd
részesoportok szama kongruens eggyel modulo p.
(2) Ha a G csoport rendje a p primszam t6bbszorose, és G-ben a p-rendd
részesoportok széma k, akkor G-ben a p-rendii elemek széma k(p — 1).
(3) As-ben a 2-Sylow részcsoportok széama 15.
(4) Van olyan véges csoport amelynek nincs Sylow-részcsoportja.

8.2. Feladat. Mutassa meg, hogy minden

(1) 200-adrendd,
(2) 30-adrendii

csoportnak van normadlis Sylow-részcsoportja.

8.3. Feladat. Mutassa meg, hogy minden

(1) 260-adrend,
(2) 56-odrendd

csoportnak van normalis Sylow-részcsoportja.

8.4. Feladat. Igazolja, hogy a p?g-adrendd csoportokban, ahol p, ¢ kiilénb6z6
primszamok, van normalis Sylow-részcsoport.

SZORGALMI FELADATOK

8.5. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy ha egy p?¢-adrendd G csoportban, ahol p,q kiilonbozé
primek, nincs normélis Sylow-részcsoport, akkor p = 2, ¢ = 3 és G izomorf

Sy-gyel.

8.6. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy nincs 120-adrendd egyszeri csoport.

8.7. Feladat. (3 pt.)
Hatarozza meg izomorfiatol eltekintve az 6sszes 12-edrendd csoportot.

8.8. Feladat. (3 pt.)
Egy véges csoportot Frobenius-csoportnak hivunk, ha van olyan H nemtrivialis
részcsoportja, amelyre H N g 'Hg = {1} teljesiil minden ¢ € G \ H elem
esetén. Tegylik fel, hogy H ilyen részcsoport a G véges csoportban. Bizonyitsa
be, hogy

(1) In.k.o.(|H|,[G : H]) =1,

(2) ha [G : H] p-hatvany valamely p primre, akkor G p-Sylow-részcsoportja

normaloszt6 G-ben.
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9. TOVABBI GYAKORLO FELADATOK
NOVEMBER 10.-NOVEMBER 17.

9.1. Feladat. Adja meg kivetkezd csoportok Osszes Sylow-részcsoportjat.

(1) Zﬁ X ZlOy

(2) Ay,

(3) Ds.
9.2. Feladat. Adja meg kivetkezd csoportok Osszes Sylow-részcsoportjat.

(1) Z127

(2) D,

(3) Ls.
9.3. Feladat. Adjon meg két kiilonboz6 p,v : Zs — AutZ; nemtrivialis
hatast. Majd mutassa meg, hogy Zg X, Z7 = Z3 X, Z7, és adja meg ezt az
izomorfizmust.

9.4. Feladat. Mutassa meg, hogy minden 45-6drendd csoport kommutativ.
SZORGALMI FELADATOK

9.5. Feladat. (2 pt.)
Keressen olyan csoportot, amelynek van 2-részcsoportja, de ezek kozil tartal-
mazasra nézve nincsen maximalis.

9.6. Feladat. (2 pt.)
Legyen G véges csoport, N normdlosztd, P pedig Sylow-részcsoport G-ben.
Igazolja, hogy N N P Sylow-részcsoport N-ben.

9.7. Feladat. (2 pt.)
Legyen N <G és P a véges N csoport egy Sylow-részcsoportja. Mutassuk meg,
hogy G = HN¢g(P).



10 MM4122-1 CSOPORTELMELET GYAKORLAT (2008.12.01.)

10. NILPOTENS CSOPORTOK
NOVEMBER 17.—-NOVEMBER 24.

10.1. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és
melyek hamisak, és valasztdsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) A Dg csoport nilpotens.
(2) Ha G, H nilpotens csoportok és ¢: G — H tetszéleges hatas, akkor a
G X, H csoport is nilpotens.
(3) Nemkommutativ véges csoport pontosan akkor nilpotens, ha primhatvany
rendfi.
(4) A @ csoport minden részcsoportja karakterisztikus.

10.2. Feladat. Hatarozza meg a
(1) @,
(2) Ds
csoportok alsé és fels§ centralis lancat.

10.3. Feladat. Déntse el, hogy nilpotensek-e az alabbi csoportok:
(1) Sg X @,
(2) (Z;0), ahol kom =k + (—=1)*m (k,m € Z),
(3) Zg Xy Zyg, ahol p: Zg — AutZs az a homomorfizmus, amely 1-hoz az
inverzképzést rendeli.

10.4. Feladat. Adja meg a kovetkezs csoportok kommutatorcsoportjat:
(1) D, (n €N, n>3),
(2) Sp (neN, n>2),
(3) Ls.

SZORGALMI FELADAT

10.5. Feladat. (3 pt.)
Bizonyitsa be, hogy tetszbleges nilpotens csoport minden részcsoportja és fak-
torcsoportja is nilpotens.
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11. FELOLDHATO CSOPORTOK
DECEMBER 1.—DECEMBER 8.

11.1. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és
melyek hamisak, és valasztdsat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) Tetsz6leges G csoport és N normalosztoja esetén, a [G; G|/[N; N] fak-
torcsoport izomorf a [G/N; G/N]| csoporttal.
2) Feloldhato csoport feloldhato csoporttal vett direkt szorzata feloldhato.
3) Az A, csoport feloldhato. (n € N, n > 5)
4) Tetszoleges Abel-csoportnak van kompozicidlanca.

11.2. Feladat. Hatérozza meg az alabbi csoportok kommutatorlancét:

(

(

(

2.

(1) Zp x Sy, (n €N),

(2) ( ), ahol kom =k + (=1)¥m (k,m € 7Z),

(3) D

11.3. Feladat. Dontse el, hogy feloldhatok-e az alabbi csoportok:
(1) tetszoleges pg-rendi csoport, ahol p, g kiillonb6z6 primszamok,
(2) L, (neN,n > 3),
4.
(
(
(

11.4. Feladat. Keresse meg az alabbi csoportok dsszes kompoziciélancét:

1) ZQ X Zlgy
2) R
3) D

SZORGALMI FELADATOK

11.5. Feladat. (3 pt.)
Legyen G véges nilpotens csoport, H pedig tetsz6leges részcsoportja. Mutassa
meg hogy G-nek van H-t tartalmazé kompoziciélanca.

11.6. Feladat. (3 pt.)
Legyen G véges p-csoport. Bizonyitsa be, hogy
(1) ha N minimalis normaloszt6 G-ben, akkor N C Z(G) és |[N| =p
(2) G-nek van normélosztoibol 4ll6 kompoziciolanca,
(3) ha N olyan norméloszté G-ben, amelyre |N| = p’, akkor N C Z;(G).



