MBX114G: DISZKRET MATEMATIKA III. GYAKORLAT
(2007.05.14)

1. LEKEPEZESEK

1.1. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és me-
lyek hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.

2) Egy leképezés injektiv, ha minden képelemnek egyetlen &se van.

3) Injektiv leképezések szorzata is injektiv.

4) Ha két leképezés szorzata injektiv, akkor a két leképezés is injektiv.

5) Egy leképezésnek pontosan akkor van inverze, ha a leképezés bijektiv.

6) Van olyan bijektiv leképezés, amelynek inverze nem sziirjektiv.

7) Létezik két olyan leképezés, amelyek egyike sem sziirjektiv, de a szor-
zatuk igen.

1.2. Feladat. Adja meg az alabbi, ‘hozzarendelési szabéllyal’ definiélt transz-
formaciokat ‘elemparokkal’ és ‘kétsoros irdasmédban’:
(1) a:{0,1,...,9} — {0,1,...,9}, n—9—mn;
(2) p:{0,1,...,9} —{0,1,...,9}, 0— 0, 1 — 1, és han > 2, akkor n
a legnagyobb olyan primszam, amely n-nél nem nagyobb;
(3) v: {0,1,...,9} — {0,1,...,9}, n — 2n utolsé szdmjegye 10-es szam-
rendszerben;
(4) 9: {0,1,...,9} — {0,1,...,9}, n — n+2 utols6 szdmjegye 10-es szam-
rendszerben.
Dontse el, hogy ezek a transzformdaciék permutaciék-e vagy sem, és a per-
mutacidknak adja meg az inverzét mindharom irdasmédban.

1.3. Feladat. Adja meg a kovetkezd két leképezés, p és o szorzatat, és allapitsa
meg, hogy a p,o0 és po, valamint ha értelmezve van, akkor a op leképezések
injektivek-e, illetve sziirjektivek-e. Ha valamelyik bijektiv, akkor adja meg az
inverzét is.

(1) p: Z - Ny, k—|k|; o0:Ng—=N, n—n+1;
q q ha ¢ > 1,
(2) PQHQ,CIH? UQ_)Qaq'_){2q_1 kulonben,
(3) p: Pan(N) — N, A — A legnagyobb eleme; o: N — Pg,(N), n —
{1,2,...,n}. [Itt Psn(N) az N halmaz Osszes véges részhalmazainak
halmazat jeloli.]

1.4. Feladat. Dontse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyek igazak és me-
lyek hamisak, és valasztasat minden esetben egy-egy mondattal indokolja.
(1) Minden leképezés injektiv vagy sziirjektiv.
1
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(2) Egy leképezés bijektiv leképezéssel vett szorzata pontosan akkor in-
jektiv, ha maga a leképezés injektiv.

(3) Minden leképezés el6all egy sziirjektiv és egy injektiv leképezés szor-
zataként.

(4) Véges halmaz minden sziirjektiv transzformdacidja injektiv.

(5) Van olyan végtelen halmaz, amelynek minden sziirjektiv transzformé-
cidja injektiv.

1.5. Feladat. Adjon meg
(1) injektiv, de nem sziirjektiv,
(2) sziirjektiv, de nem injektiv

transzforméciét az N halmazon.

1.6. Feladat. Tekintsiik a £,: R — R,
¢z - ha z > 0, , . x2 ha x> 1,
T 1 — 2 kiilonben e 1 — 22 kiilénben

transzformécidkat. Adja meg a £n és n& szorzatot, és dontse el, hogy a &, n,&n
és n& transzformdciok injektivek-e, illetve szilirjektivek-e. Ha valamelyik bi-
jektiv, akkor hatarozza meg az inverzét is.
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2. PERMUTACIOK

2.1. Feladat. frja fel az aldbbi S7-beli permutacickat paronként idegen cik-
lusok szorzataként:

Wa(l 234567
““\74 2365 1)
1234567
(Q)ﬁ:<1652437>’
1234567
(3)7_<4571263>'

2.2. Feladat. Adja meg a kévetkezd S7-beli, paronként idegen ciklusok szorzata-
ként elGallitott permutacidkat kétsoros irdsmodban:

(1) 6 =(136)(2754),

(2) e=(17)(26)(345),

(3) n=1(154273).
2.3. Feladat. Az el6z6 két feladatban bevezetett permutaciékbdl kiindulva
adja meg az aldbbi S7-beli permutdcidkat paronként idegen ciklusok szorzata-
ként: )

(Ba)™h, en'By0!, o (neN), ((3)*"8*) .

2.4. Feladat. Adja meg a kiévetkezd So-beli permutacidkat paronként idegen
ciklusok szorzataként:

(1) (o 'Ba) 1% ahol

/1234567809
=3 546719 2 8)
6_123456789
“\7 89 2516 4 3)°

-1
(2) ((154372)9 ((293)(4527))'*° (481)>

2.5. Feladat. Keresse meg mindazokat a o € Sg permutdcidkat, amelyekre
teljesiil, hogy

-1
((1234)(738))30(34):@ ; 2 j g ? ; i)

2.6. Feladat. Dontse el, hogy az els6 két feladatban bevezetett «,...,n € S7
permutaciok, valamint a segitségiikkel megadott aldabbi permutaciok parosak-e
vagy paratlanok:

(77—15112)111’ (s,ya)fl (5_15779)2-

2.7. Feladat. Igazolja, hogy minden k& hosszisdgi v € S,, ciklusra

(1) % =id,
(2) 7* #id, ha £ € N kisebb k-n4l.
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2.8. Feladat. Igazolja, hogy minden 7 € S,, permutéciéra 7™ = id. Hogyan
lehet megadni a legkisebb olyan k € N szamot, amelyre 7% = id?

2.9. Feladat. Mutassa meg, hogy S9 minden eleme el6all

(1) az (12),(13),...,(19) transzpoziciék szorzataként;
(2) az (12) és (123 ... 9) ciklusok szorzataként.

2.10. Feladat. Keresse meg mindazokat a m € Sg permutacidkat, amelyekre
teljesiil, hogy

(1) == (12);

(2) 72 =(12)(34).
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3. KOMPLEX SZAMOK

3.1. Feladat. Hatarozza meg az alabbi kanonikus alakban megadott komplex
szamok trigonometrikus alakjat:

(1) 0, 1, —;

(2) 1—1, —3—\/_1 —V/2 + V6i.
3.2. Feladat. Hatarozza meg az alabbi trigonometrikus alakban megadott
komplex szamok kanonikus alakjat:

7 7
uzﬂ(cos%—{—isin%), v—5<cos£—|—zsm£>,

0= 20 (o (25 10 ()

3.3. Feladat. Szamolja ki a lehetd legegyszertibben a megadott kifejezések
értékét:

17
. 1 1 3—3i i(—1—i)\ "
1—2 1+2 “3+v3i) 11— ’

B 3+ 3—i L (2=D(=3+1) 1001
YE )G -2 —i—aB-2) *° <|(2—i)(—3+i)|> ’
((—2 — 2i) (=5v/3 + 15i) )389 (7v3 — 21i)"

Yy = - , oz =
V3 (1= (~vai+ V7))

3.4. Feladat. Adja meg a

103 *

(=5+2i)x1 + (I4+i)ze + (3—9)xs + dizgy = 1—1
(—3 + i)ZEl + (1 + i)l‘z + (2 — 72)273 + 3ixy = 1—1
(1 — i)l‘l + (1 + i)l‘g + —3ixs + 1y = 1—1

linedris egyenletrendszer altalanos megoldéasat.
3.5. Feladat. Végezze el az alabbi gyokvonasokat:

89 \/§—3i
-3+ 3i

1\5/6, 9/—_1, 11\1/1‘.’ W5 19 T2,

3.6. Feladat. Dontse el a megadott n pozitiv egész és z komplex szdm esetén,
hogy n-edik egységgytk-e z, és ha igen, akkor primitiv n-edik egységgyok-
e. Ha az utdébbi kérdésre igenlé a valasz, akkor allitsa el6 az Osszes n-edik

egységgyokot z ‘kis’ nemnegativ egész kitevés hatvanyaként (pl. z = — % — @z
primitiv harmadik egységgydk, és 1 = 20, —% + @2 = 22, —% - @2 =2z):

1) n=8, z=1—71;
(2) n=38, z——z\/_

3 1.
(3) n= z:—7—§2;
(4)

i 37r
n =10, z =cos — + 2sin —

4
10 10’
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8T 8T
) =7, z= — +isin —.
B5)n="17, z COS7+ZSIH7

3.7. Feladat. Trigonometrikus alakiak-e a kovetkezé komplex szamok:

. T .7
t =0(cosm+isinm), u:2<cos——zsm—>,

4 4

B 1< ( 7T)+,‘, < 7T>> B 37r+,‘, 3T
V= cos 3 3sin 5)) w—cos4 3 sin 1)

Amelyik nem trigonometrikus alaki, azt adja meg trigonometrikus alakban.

3.8. Feladat. Igaz-e, hogy

4W:<4m>7:6_m_m

3.9. Feladat. Az alabbi komplex szamok mely n € N-re n-edik egységgyokok,
illetve primitiv n-edik egységgyokok:
1 \/§ . T LI

B T R o
b thog T g S gy TGy

3.10. Feladat. Adja meg a % sz0g szinuszat és koszinuszat egész szamokbdl

alkotott gyokos kifejezésként. [Pl sin § = @]
3.11. Feladat. Igazolja a kovetkezd egyenlGséget tetszdleges o szogre:
cos3a =4cos o —3cosa és sin3a = —4sin®a + 3sina.

3.12. Feladat. Mutassa meg, hogy

(0) =)+ () - (6) vt
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4. VEKTORRENDSZER ES MATRIX RANGJA, ALTEREK BAZISAI

4.1. Feladat. Hatirozza meg a kovetkezd valés matrixok rangjat:

1 2 1 4 1 39 1 -2 3
2 5 1 0 2 4 8 -3 6 -9
35 4 3 | 9 3 1 |” 2 - 6
01 -1 1 8 4 2 -4 8 12

Mekkora ugyanezen matrixok rangja, ha racionalis, illetve komplex szamtest
feletti matrixként tekintjik cket?

4.2. Feladat. Hatarozza meg
(1) az R® vektortérben a (3,—1,3,2,5), (5,-3,2,3,4), (—1,3,5,0,7),
(7’ _57 ]-7 45 1)
(2) a Q* vektortérben a (1,1,4,-1), (2,5,5,1), (4,0,3,1), (1,2,3,0)
(3) a C* vektortérben a (2i,—2,1,1), (1,4,0,—4), (=1 —14,1,1,4)

vektorrendszer rangjat.

4.3. Feladat. Valasszon ki az el6z6 feladatban megadott vektorrendszerekbdl
maximalis linearisan fliggetlen részrendszert.

4.4. Feladat. Adja meg
(1) az R*-beli [(3,1,0,0),(1,1,0,—-1),(1,-1,0,2)]
(2) a Q%beli [(1,4,-2,0,-1),(-2,0,0,1,1),(1,-2,2,-1,1),(0,2,0,0,1)]
(3) a C3-beli [(1 —14,4,0), (=1 —1i,1,0)]
alteret elemei segitségével. Allapitsa meg, hogy ezekben az alterekben bazist
alkotnak-e a megadott vektorok.

4.5. Feladat. Adjon meg bézist
(1) a 4.4. Feladatban megadott hérom
(2) az R>beli {(2a —b+c,a+c¢,—a+bb+c,b+c) €R®:a,b,ceR}
(3) a Q-beli {(3a—4b+2¢,2a+b—c,a+c,b+c,a+b+c) € Q5 : a,b,c € Q}
(4) a C*beli {(=b+ ¢,ia + ¢,—a +ib,b+c) € C°:a,b,c € R}

altérben.

4.6. Feladat. Tekintsiik
(1) az R* vektortérben az U = [(1,1,0,—1),(1,—1,0,2),(3,1,0,0)] és V =
[(-1,0,1,-1),(1,0,1,0),(0,0,2,—1)]
(2) a Q° vektortérben az U = [(2,2,0,—1,0),(3,0,2,-2,1),(1,0,2,2,0)]
ésV=][(1,-2,2,-1,1),(—2,0,0,1,1),(0,2,0,0,1)]
(3) a C? vektortérben az U = [(i,i,1)] és V = [(1 — 4,4,0), (=1 —4,1,0)]
altereket. Adjon meg egy-egy bazist az U + V és U NV alterekben.

4.7. Feladat. Legyen M tetszbleges racionalis matrix. Igazolja, hogy M rang-
ja figgetlen attél, hogy M-et raciondlis, valds vagy komplex matrixnak te-
kintjik.
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4.8. Feladat. Mutassa meg, hogy barmely T test feletti n x n-es A maétrixra
ekvivalensek az alabbi tulajdonsagok:

(1) A sorvektorainak rendszere linedrisan fiiggetlen,
(2) A oszlopvektorainak rendszere linedrisan fiiggetlen,
(3) A rangja n,

(4) A determinansa nem 0.

4.9. Feladat. Legyen V tetszoleges vektortér és benne vy, va, . .., v tetszoleges
vektorok. Milyen feltételek mellett O, illetve 1 a vy, v9, ..., v vektorrendszer
rangja?

4.10. Feladat. Legyen T test, valamint legyen A € T**™ és B € Tkxn,
Jelolje C' azt a TH*(m+7)_beli métrixot, amely A és B oszlopainak egymés
utdn frasdval keletkezik. Igazolja, hogy r(C) < r(A) 4 r(B).

4.11. Feladat. Legyen T test, és legyen A, B € T**™ . Bizonyitsa be, hogy
r(A+ B) <r(A)+r(B).

4.12. Feladat. Legyen T test, valamint legyen A € TF*™ é B € T™*",
Mutassa meg, hogy r(AB) < r(A) és r(AB) < r(B).
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5. LINEARIS LEKEPEZESEK 1.

A sik, illetve tér vektorterét a szokdasos médon azonositjuk R2-tel, illetve R3-
bel. Tovabba rC jeloli C-t mint R folotti vektorteret.

5.1. Feladat. Dontse el, hogy linearis leképezések-e az alabbi vektorterek
kozott megadott leképezések:

(1) ¢: R? — R2, ¢ a tér vektorainak merdleges vetitése az x,y tengelyek
altal k1fesz1tett sikra;

(2) o: R? = R, (,y) = (2,9, 5%);

(3) ¢: R* = R3, (11,29, 23, 74) — (22,223, 314);

(4) ¢: Q* — Q, (z1,292,23) — (%,ml + 1,29 + 2,23 + 3);

(5) ¢ 5C — C2, a+bir (a,5) (a,b € R);

(6

a,b
) ¢: RC — R?, a+bi— (a,b) (a,b € R).

5.2. Feladat. Dontse el, hogy linedris transzformacidk-e az aldbbi vektorte-
reken megadott transzformaciok:

(1) ¢: R? — R? ¢ a sik vektorainak az origé kériili elforgatdsa 3 szoggel;

(2) ¢: R? — R3, ¢ a tér vektorainak merSleges vetitése az x +y + 2z = 0
stkra;
4 4 .
R* — R*, (21,72, 23,24) — (0,21, T2, 3);
Q® — Q3, (w1,22,23) — (w1,21 + 22, T1 + T2 + 23);
C? - C3 ( ) = (21— - —z1);
, \*1,22,T3 X1 €2, T2 xr3, T3 x1);
z

) ¢: rRC — rC, 2o

(3) »:
(4) »:
(5) -
(6

5.3. Feladat. Tekintsiik a megadott vektorterek alabbi bazisat:

(1) R% uy = (1,1), ug = (0,—1);
(2) R (k > 3): wy = (0,1,1,...,1), ug = (1,0,1,1,...,1),...,up =
(1,1,...,1,0);
()Q'f(kzz) U = ( ...,1),u2z(1,1,...,1,0),U3:(1,...,1,0,0),
, U :(1,0,
()Ck(k:>2) ( ,0,), ug = (0,...,0,4,0),...,ur = (3,0,...,0);

()RC U1—1+Z U,Q—l—?,

(a) Adja meg az 5.1. Feladatbeli linedris leképezések mdtrixat a standard
béazisokban, valamint az itt megadott bazisokban.

(b) Adjameg az 5.2. Feladatbeli linedris transzformaciék matrixat a standard
béazisban, valamint az itt megadott bazisban.

5.4. Feladat. Adja meg a bazisattérés méatrixdt az aldbbi két bézis kozott
mindkét irdanyban:
(1) R2 a standard bazis és az 5.3. Feladatbeli bazis;
(2) R®: az 5.3. Feladatbeli bézis és az (1,—1),(—1,2) bézis;
(3) Rk ,QF és C* (k = 3,4): a standard bézis és az 5.3. Feladatbeli bézis;
(4) rC: a standard bézis és az 5.3. Feladatbeli bézis;
(5) rC: az 5.3. Feladatbeli bazis és az 1+ v/3i, —\/_ 3 + i bézis.
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5.5. Feladat. Tudjuk, hogy a ¢ linearis leképezés, illetve transzformacié mely
vektorokat rendeli egy adott bézis elemeihez. Adja meg ¢ hozzarendelési
szabalyat (1. 5.1. és 5.2. Feladat):

1) ¢: R? — R?, e1p = ey, eap = —ey;

' R3 = R3, e = e, eap = —eq, e3p = e3;

:R? = R, e1p = e3, eap = eq;

R3—>R3 Urp = u2p = (25§’0)7 u330:(17170);

: RC — RQ, urp = e1, Ugp = €g;

1 C = CP, urp =0, ugp = ug + up, uzp = uz + uz, usp = 0;

QP — QY w1 = ug, up = uz, Uz = uz — Uy

Itt eq, eq, ... az adott vektortér standard bazisat, uy, us,... pedig az 5.3. Fel-
adatban megadott bazisat jeloli.

2
3
4
)
6

/\/\/‘\ NN N N

)
)
)
)
)
7)

RIS

5.6. Feladat. Igazolja, hogy az aldbbi leképezések (transzformacidk) linedrisak:

(1) ¢: R? = R?, ¢ a sik vektorainak az origé koriili elforgatasa o szoggel;
(2) ¢: R" = R* L (zy,29,...,2,) — (12,223,...,(n — 1)zy,);

(3) ¢: Q" — Q" (z1,22,...,%n) — (X1, 21 + T2y ..., 21+ + Tp);

(4) ¢: C* = C", (z1,22,...,%n) — (X1 — X2, ..., Typ_1 — Tp, Ty, — T1).

5.7. Feladat. Tetszoleges n > 3 egész esetén adja meg az 5.6. Feladatbe-
li (2) linedris leképezés, illetve (1),(3),(4) linedris transzformécié matrixédt a
standard bazis(ok)ban, valamint az 5.3. Feladatban megadott bazis(ok)ban.

5.8. Feladat. Tudjuk, hogy a ¢ lineéris leképezés mely vektorokat rendeli egy
adott bazis elemeihez. Adja meg ¢ hozzarendelési szabalyét (1. 5.6. Feladat):
(1) ¢: C" - C" 1 uyp =0, ugp = uy +uz, U3P = U +U3,..., Uy 10 =
Up—2 + Up—1, Unp = 0;
(2) ¢: Q" = Q" w1 = ug, U = U3, .. Un 1P = Up, UnP = Uy —
Up+1-
Itt wq, ug, ... az adott vektortérnek az 5.3. Feladatban megadott bazisat jeloli.

5.9. Feladat. Adja meg a bazisattérés matrixat tetszoleges k > 3 egész esetén
az RF, QF és CF vektorterekben a standard bézis és az 5.3. Feladatbeli bézis
kozott mindkét irdnyban.
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6. LINEARIS LEKEPEZESEK II.

6.1. Feladat. Tekintsiik az aldbbi ¢ és 1 linedris leképezéseket, illetve transz-
forméaciokat:

w: RCHR27

(3) 2 R? — R27 (1’,@/,2’)@ = (.%' — %Y - Z)a
w: R3 - R27 (x7y7z>w = (y7z - $)7

(4) ¢ € Hom(Q?,Q?) és ¢ € Hom(Q?, Q?) az a linedris leképezés, amely-
nek matrixa a standard bazisokban

-1 2 0 . 2 -1 4
A¢—< 9 3 _1>, illetve Aw—<_3 1 _2>,

(5) ¢ € Hom(rC,grC) az a linedris transzformécid, amelynek métrixa a
standard bazisban
1 -1
v=(e )

1 € Hom(grC, gC) pedig az, amelynek matrixa az i, 1 — i bézisban

0 1
A¢:<—1 —1>;

(6) ¢ € Hom(R? R?) és ¢ € Hom(R?,R?) a stk vektorainak tiikrozése az
x, illetve az y tengelyre;

(7) ¢ € Hom(R3,R3) és ¢ € Hom(R3,R3) a tér vektorainak tiikrozése az
origéra, illetve a tér vektorainak mercleges vetitése az x,y tengelyek
altal kifeszitett sikra.

(a) Dontse el, hogy értelmezve van-e ¢ és 1) Osszege, és ha igen, akkor adja
meg a @ + 1 Osszeget ugyanabban a formaban, ahogyan ¢-t és ¥-t megadja a
feladat.
(b) Dontse el, hogy értelmezve van-e ¢ és 1) szorzata, és ha igen, akkor adja
meg a @ szorzatot ugyanabban a formaban, ahogyan ¢-t és -t megadja a
feladat.

6.2. Feladat. Dontse el, hogy elédllnak-e a @1, p2,... linedris leképezések,
illetve transzformacidk a megadott £ és n linedris leképezések, illetve transz-
formécidk linedris kombinaciéjaként:
(1) &: gC — R3, (a+bi)é = (a —b,b,a + b),
n: RC — Rga (a+bi)n = (a,0,b),
¢1: RC — R3, (a+ bi)g; = (a,—a, —b),
@2: RC — R3, (a+ bi)ps = (b, —b,—a) (a,b € R);
(2) € és n € Hom(R? R?) a sik vektorainak meréleges vetitése az x, illet-
ve y tengelyre, @1, p2, w3 pedig rendre az identikus transzformacio, a
sik vektorainak tiikrozése az x tengelyre, valamint a sik vektorainak
elforgatdsa az origd koriil § szoggel.
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6.3. Feladat. Hatdrozza meg a 6.1. Feladatbeli linearis leképezések, illetve
transzformacidk rangjat.

6.4. Feladat. Hatarozza meg az aldbbi ¢ linearis transzformacidk sajatértékeit,
és adjon meg bazist minden sajatértékhez tartozd sajataltérben:

(1) ¢: C* = C%, (2,9)¢ = (—y,z);

¢ RY = R, (21,29, 23, 74)p = (23,72 — 324, —1, 224);

¢ € Hom(R?,R?) a sik vektorainak mer6leges vetitése az x tengelyre;
(R%,R?) a sik vektorainak tiikrozése az x tengelyre;

¢ € Hom(R?,R?) a sik vektorainak tiikrozése az origéra;

¢ € Hom(R?, R?) a sik vektorainak elforgatasa az origé koriil 5 szoggel;
( )

6.5. Feladat. Dontse el, hogy linearisan fliggetlen vektorrendszert alkot-e a
sik linedris transzforméciéinak Hom(R2, R?) vektorterében az identikus transz-
formacio, az y = x egyenesre vonatkozé tikrozés és az origd koriili elforgatas
5 szoggel.

6.6. Feladat. Legyen ¢ és n € Hom(R?% R?) a stk vektorainak meréleges
vetitése az x, illetve y tengelyre. Hatarozza meg, melyik alteret generdlja
{¢,n} a Hom(R?,R?) vektortérben.

6.7. Feladat. Oldja meg a 4.11. és 4.12. Feladatot a linedris leképezésekrdl
tanultak felhaszndlasaval.

6.8. Feladat. Dontse el, hogy van-e olyan ¢ € Hom(R? R?) linedris transz-
formécid, amelynek két kiilonbozé bazisban felirt métrixa
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7. KVADRATIKUS ALAKOK, EUKLIDESZI TEREK

7.1. Feladat. Adott a V' vektortéren egy kvadratikus alak a standard bazisban
felirt A métrixaval, illetve f koordinatds alakjaban:

1 1 -1
1) V=Q3A= 1 -1 1 [;
-1 1 1
(2) V=R3, f =22 — da129 + 203 — 4xo23 + 3m§;
0 -2 0
B)V=RSA=| -2 1 -2 |;
0 -2 2

(4) V =Q3, f = 2122 + 2123 + 2273;
0 1 1 -1
10 -1 1|
1 -1 0 1)
-1 1 1 0
(6) V =R f=8r1x3+ 20124 + 22273 + 82274.

(a) A koordinatas alakban megadott kvadratikus alaknak irja fel a matrixdt,
a matrixdval megadottat pedig irja fel koordindtas alakban.

(5) V=RYA=

(b) Hozza kanonikus alakra a kvadratikus alakot, és adjon meg olyan bazist
V-ben, amelyben ez a kvadratikus alak koordinatas alakja.

(¢c) Haakvadratikus alak valds, akkor adja meg a normalalakjat is, és allapitsa
meg, hogy definitség szempontjabdl melyik csoportba tartozik.

7.2. Feladat. Az adott A; (i =0,1,...,4) valés métrixhoz keressen olyan D;
diagondlis méatrixot és olyan @; nemelfajulé méatrixot, amelyre A; = QZDZQZT

2 2 0
Ao=10 1 0 |,
0 2 2
1 -2 0 2 2 -2
A= -2 2 —2 |, A= 2 5 —4 |,
0 -2 3 92 4 5
01 0 0 2 -2 0 1
1000 2 2 1 0
Ads=19001 | Ay = 0 1 2 -2
0010 1 0 -2 2

7.3. Feladat. Adjon meg ortonormalt bazist a négydimenzids euklideszi tér
megadott altereiben:
(1) U=](1,1,1,1),(3,-1,3,-1),(2,3,—-2,-1)],
(2) V=11,21,3),(4,1,1,1),(3,1,1,0)],
(3) W ={(a,b,c,d) :3a —b—c+d=0,a+2b—c—d=0},
(4) tovabba a 4.4. Feladat (1) és a 4.6. Feladat (1) részében definiélt alte-
rekben.
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7.4. Feladat. A 7.1. Feladatban megadott valés kvadratikus alakokat hozza
fotengely-transzformaciéval kanonikus alakra, és adjon meg minden kvadrati-
kus alak esetén olyan ortonormalt bazist a megfelel6 euklideszi térben, amely-
ben a kvadratikus alaknak ez a koordinatas alakja.

7.5. Feladat. A 7.2. Feladatban megadott A; (i =0,1,...,4) valés métrixhoz
keressen olyan D; diagondlis matrixot és olyan (); ortogondlis matrixot, amely-

re Aj = QiDiQ; .

7.6. Feladat. Tekintsiik az alabbi két kvadratikus alakot R™-en:

n
F=Y2i+ > wmk, 9= > wk

i=1 1<i<k<n 1<i<k<n
(a) Hozza kanonikus alakra a két kvadratikus alakot, és mindkét esetben
adjon meg olyan béazist R™-ben, amelyben ez a kvadratikus alak koordinatas
alakja.
(b) Hozza f6tengely-transzforméciéval kanonikus alakra ezeket a kvadratikus
alakokat, és adjon meg mindkét esetben olyan ortonormalt bazist R™-ben,
amelyben a kvadratikus alaknak ez a koordinatas alakja.
(¢c) Fogalmazza meg az (a) és (b) részben kapott eredmények méatrixokra
vonatkozé megfelel6jét.
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8. TEST FELETTI POLINOMGYURUK 1.

8.1. Feladat. Végezze el az aldbbi maradékos osztast a megadott polinom-
gylriiben:

(1) R[z]-ben (z° — 523 + 52 + 1) : (323 — 22 + 1),

(2) Q[x]-ben (x® — 523 +5m—{—1) (323 — 2z + 1),

(3) R[z]-ben (z* — 1022 +1) (x2 — 22z — 1),

(4) Clel-ben (#% ~2): (s iz — 1), i

(5) Zso|x]-ben (2 + x4 —i—ac —i—ac):(z + 224+ 1),

(6) Z5[m] ben (2% +2:L" —z+1): 222 —x 1),
(7) Zr|x)-ben (3x 2:L" +z—1): (23 -222 +2 - 1).

8.2. Feladat. Hatarozza meg az alabbi polinomok legnagyobb kozos osztdjat
és legkisebb koz0s tObbszorését a megadott polinomgytiriben:

1) 2% =523 + 52+ 1,323 — 22 + 1 € Q[z],

2) 2t — 1022 + 1,22 — 222 — 1 € R[],

3) iz® —1,2° — 23 + 22 — 1 € C[z],

4) ot + 22 + 1,25 + 2t + 2% + 2 € Zo[z],

5) 2t +1,2% — x € Zs[x],

6) z* + 23+ 222 — 22 4 2,2 — 2% — 2 € Zs[z].

8.3. Feladat. Adja meg az R polinomgytriben a megadott polinomegyenlet
Osszes (u,v) megolddsat, valamint azt a megoldést, ahol u a lehet8 legkisebb
fok.

(1) R=R[z]: (25 —32* +22%)u + (22* — 23)v = z;

(2) R=Q[z]: (z*+223 +x+Du+ (z* + 23 — 222 + 22 — 1)v = 23 — 2u;
(3) R=Clx]: (:c—i)u+(a:2+1)v—x —}—i

(4) R = Zs[z]: (=* —}—m + Du + (2° —i—m + 22 4+ z)v =2t + 23 + 22

(5) R = Zs[z]: (z3 + 2? +2:L"—2)u—|—( :L"2 r—1v=2+T;

(6) R=Zz[z]: (2% + 322 — 32 — Du + (2* + 2% + 3)v = 2*.

8.4. Feladat. Legyenek adottak az aldbbi polinomok:

= 20 225 — 22 + 223 + 1222 — 22 — 4 € R[z],
= 2343z +2i € Cla],

= 23 +2? +a+1€Z],

= a2 — 23— 2% + 1 € Zs[x),

= P +at+3+22+2+1€Zsal,

= 2% +22% -3 € Zy[x].

S S~

Horner-elrendezés alkalmazdsaval

(1) szdmolja ki az f(—1), g(2i),v(—1),w(2), 2(—3) helyettesitési értékeket;

(2) dontse el, hogy gyoke-e, és ha igen, akkor hanyszoros gyoke f-nek —2,
g-nek —i, u-nak 1, v-nek 1, w-nek —2 és z-nek 3;

(3) végezze el az f: (a:+1), (r—=1),u:(z+1),v:(x—=1), w: (x—2)
és a z : (x + 2) maradékos osztast.
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8.5. Feladat. Adja meg elempéarok halmazaként az el6z6 feladatbeli u, v, w, z,
valamint a kovetkez6 polinomokhoz tartozé polinomfiiggvényeket:

f = 2+a23+1€ Za],
g = —2t—23+a2+1€Zs[x,
h = 284+ a2* + 23+ 20+ 1€ Zs[x),

p = 27 +22* -3z +2 € Zyn].

Dontse el, hogy vannak-e kozottiik azonosak.

8.6. Feladat. Hatdrozza meg azt a legkisebb foku Zz-beli polinomot, amely
2z-et ad maradékul (z — 1)2-nel osztva, és 3z-et ad maradékul (z — 2)3-nel
osztva.

8.7. Feladat. Legyen K tetszlleges test, f,g,u,v € K|x| tetsz6leges polino-
mok, és jelolje d az f és g polinomok legnagyobb kozos osztéjat K[x]-ben.
Hatérozza meg az u és v polinomok legnagyobb ko6zos osztéjat K[x]-ben, ha
tudjuk, hogy fu + gv = d.

8.8. Feladat. Legyen K, L két test, melyre K C L, és legyen f,g € Klz].
Ekkor persze f,g € L[z]| is fenndll. Igazolja, hogy
(1) f| g pontosan akkor teljes K [z]-ben, ha L[z]|-ben teljesiil,
(2) az f és g polinomnak ugyanaz a legnagyobb kozos osztdja, illetve leg-
kisebb kozos tobbszorése K [z]-ben, mint L]x]-ben,
(3) bérmely h € K[x] és u,v € L[z] polinomok esetén, ha fu + gv = h,
akkor u,v € Klz|, és igy az fu + gv = h egyenletnek ugyanazok a
polinompérok a megoldasai K[z]-ben, mint L[z]-ben.

8.9. Feladat. Mutassa meg, hogy 2% —1 | 2" —1 teljesiil Q[z]-ben, ha d,n € N-
re d | n.

8.10. Feladat. Mely a, b valds, illetve Z,-beli (p primszam) egyiitthaték esetén
teljesiil (z — 1)? | ax™*! 4+ ba™ + 17

8.11. Feladat. Legyen p primszdm és f,g két polinom Z, felett. Igazolja,
hogy az f(x) és g(x) polinomfiiggvények pontosan akkor azonosak, ha

ze-D@-2)(z-p-1)|f-g

8.12. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges p primszamra Z,[x]-ben fennéll
az

P —r=xx-1)(z-2)---(z—p—1)
egyenloség.
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9. TEST FELETTI POLINOMCGYURUK II.
VEGES TESTEK

9.1. Feladat. Adja meg az alabbi valds egyiitthatds polinomok irreducibilis
felbontasat a komplex, illetve a valds szamtest folott:
(1) x -1,
x -1,

(2)
(3)
(4) x —|—1
(5) x —|—m +1,
(6) 2% — 23 + 1.

9.2. Feladat. Adjon meg

(1) harmadfoki irreducibilis polinomot Zjs 616tt;
(2) negyedfoku irreducibilis polinomot Zg {6l6tt;
(3) otodfoku irreducibilis polinomot Zg f616tt;
(4) negyedfoku irreducibilis polinomot Zsg {6l6tt;
(5) otodfoku irreducibilis polinomot Zg fol6tt;
(6) hetedfoku irreducibilis polinomot Zy f6l6tt.
9.3. Feladat. Dontse el, hogy irreducibilis-e az alabbi polinom a megadott
polinomgytiriiben:

(1) 23 + 22 +1 € Zs[z],

(2) ot +2? +1 € Zs[z],

(3) '+ 2+ 2+ x4+ 1 € Zsa],

(4) zt + 23 + 2% +1 € Z3[n],

(5) 2° =223 + 2 +1 € Zs|z].

9.4. Feladat. Legyen p primszam, f pedig egy n-edfoku irreducibilis polinom
Zp folott. Adja meg a Zplx]/(f) test aldbbi elemét n-nél kisebb fokd polinom
osztalyaként:

- 1 1
(1)p:2’f:x3+x2+1 Z'2+1' Z‘+1 Q?+1 ,.%'2'1'2+1'+1 ;
- -1
(2)p:3,f:x2+1; T1—z-1+2x 1—ac ;
-5
(B)p=5, f=a3+2+1; T (:n2+1)

9.5. Feladat. Adja meg az alabbi valds egyiitthatds polinomok irreducibilis
felbontasat a komplex, illetve a valds szamtest folott:

(1) z"+1 (n € N),

(2) " — 2" +1 (n € N).

9.6. Feladat. Mutassa meg, hogy az R[z]| polinomgytiriiben pontosan akkor
teljesiil 22 + x4+ 1| 2?* + 28 + 1, ha 3} k.

9.7. Feladat. Legyen p primszam, f pedig egy n-edfoku irreducibilis polinom
Zy folott. Adja meg a Z,[x]/(f) test elemeinek Gsszegét.
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10. RACIONALIS EGYUTTHATOS POLINOMOK.
VEGES TESTEK I1.

10.1. Feladat. Dontse el, hogy van-e raciondlis gyOke az alabbi egész, illetve
racionalis egytitthatés polinomoknak:

(1) 23 — 62% + 152 — 14,

(2) ® — 723 — 1222 + 62 + 36,
()x Wad —Ig2 — Vg2

(4) a° +125'3 —ﬁx3—§2x2——x+4,
(5) x* — 1,323 + 1,522 — 1,87 — 2,4.

10.2. Feladat. Dontse el, hogy irreducibilisek-e az alabbi polinomok a raci-
onalis szamtest folott, és ha nem, akkor adja meg az irreducibilis felbontasukat

Q[x]-ben.

x5+x3—2x2—2,

2)
3)
4) xt — 823 + 1222 —63:—1—2,
5)
6) x5 — 122* + 3622 — 12.

10.3. Feladat. Hatdrozza meg a megadott elemek rendjét az aldbbi véges
testekben, és dontse el, hogy ezek koziil mely elemek primitivek és melyek
nem.

(1) Zola)/(a® + 2+ T 7, 21T,

(2) Zolz])/{x3 + 22+ 1); 2+ 1, 22 4 x;
(3) Zola]/(x* + & +T1); x +1, 22+ x;
(1) Zgle)/(@? +T); 7, 7~ T

(5) Zslx]/(x® +2); 2+ 1, 22+ 1.

10.4. Feladat. Keresse meg a kovetkezo testekben a megadott elemek mi-
nimalpolinomjat:

(1) Zs[z]/{z* + 2 + T)-ban 22 + 2, 23 +1;

(2) Zs[z]/{z* + 2? + 2+ T)-ban z — 1, 23 + 22 + 2;

(3) Zs[z]/{x? — 22 — 2)-ban x — 1, x + 2.
10.5. Feladat. Jellje T a Zs[z]/(z® + 2 + 1) testet és a az T elemet benne.
Oldja meg T-ben az aldbbi linearis egyenletrendszert:

ayr+y2 = 1
ayi+(atly = 2
10.6. Feladat. Az adott T test, az a eleme és a felette vett f € T'[y] polinom
esetén dontse el, hogy a gyotke-e f-nek:
(1) T=Zslx)/{a3+ 22 +1),a=22+1, f =y* + 22 + x;
2) T=Zs[x]/(a®> +2x -1, a=a-1, f=y> —a+1y+T.
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10.7. Feladat. Adja meg az aldbbi polinomok irreducibilis felbontdsat Q|x]-
ben.

(1) 2% -1,
(2) 2t — 23 + 22 + 1.

10.8. Feladat. Szamolja ki, hogy hany méasodfoku irreducibilis fépolinom van
a véges T test felett.

10.9. Feladat. Hany n-edrendi elem van a T testben, ha

(1) n=2,T = Zy[z]/{x?® + x + T);
(2) n=17,T = Zo|x] /(2> + 2? + T);
(3) n=13, T = Zs[z]/(z3 — 2% + 1);
(4) n=4,T = Za[z]/(z*> +T); _
(5) n=4, T = Zs[x]/(x® — x +2);

10.10. Feladat. Legyen f irreducibilis n-edfoki f6polinom a Z, test folott,
és tekintsikk a T' = Zy[z]/(f) testet. Mely pozitiv egész k szdmokra teljesiil,

hogy az ¥ — a polinomnak van gytke T-ben az Osszes a € T-re.
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11. HiBAJAVITO KODOLAS

11.1. Feladat. Allapftsa meg az alabbi Z,, folotti C blokk-kédrél, hogy
(a) mekkora a minimélis tavolsiga,
(b) mely ¢t nemnegativ egészekre t-hibajelzd, illetve t-hibajavito,
(c) linedris-e:
(1) p=2, C = {0101,1010,1111},
=2, O = {ujuguzuy € Z3 : ug = ug,u3 = uq},
—2 €= {0}z3{0} U {1}Z3(1},
=3, C = {012,120,201, 210, 021, 102},

2) p
3) p
4) p
5) p=3, C = {ujugusuqus € Z3 : u1 + ug = u3 — Uy }.

(

11.2. Feladat. Az el6z6 feladatbeli C' linearis kédokhoz adjon meg — le-
hetdleg tobb — generdtormatrixot, és dontse el, hogy C szisztematikus-e. Ha

C nem szisztematikus, akkor adjon meg vele ekvivalens szisztematikus linedris
kédot.

11.3. Feladat. Adja meg az aldbbi GG generatormatrix altal definidlt C' kédot,
hatarozza meg C' minimalis tavolsdgat, és keressen ellenérzé matrixot C-hez.

10011
(HG=[01010|ez,
00101
10011
2)G=1010 0 0 | ez,
00111
1110
B)YG=|110 0 | ez,
0101
210120
@G=(0112 2 1]|ez
1121 21

11.4. Feladat. Hatarozza meg az Osszes

(1) 4 hosszi nemtrividlis ciklikus, linedris, binéris kédot;

(2) 5 hosszd nemtrividlis ciklikus, linedris, bindris kédot;

(3) 3 hosszd nemtrividlis ciklikus, linedris kédot Zg f6l6tt.
11.5. Feladat. Legyen (3 a Zs[x]/(x? + 1) test egyik primitiv eleme, g € Z3[z]
pedig G minimalpolinomja. Jeldlje C azt a ciklikus Hamming-kédot, amelynek
genetatorpolinomja g. Oldja meg az aldbbi feladatokat az Osszes lehetséges (-
ra:

(1) Adja meg a C kédot és egy ellenérzé matrixat.

(2) Dontse el, hogy C' szisztematikus kéd-e.

(3) Ha C szisztematikus kéd, akkor adjamega G = (E H) (E egységmatrix)

alaki generatormatrixat.
(4) Kédolja G segitségével az

1120, 221022, 10201121

lzeneteket.
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(5) Dekédolja az
12011102, 211200221211, 111121020001
sorozatokat, ha tudjuk, hogy az eredeti lizenetet G segitségével kodoltdk.



