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7. TESTEK

A diszkrét matematika I és II targyakbol a kovetkezo fogalmakat kell tudni: test, test
additiv és multiplikativ csoportja, zéruseleme, és egységeleme, struktirak izomorfidja.

Az eladéashoz ajanlott jegyzet:
e Czédli Gabor: Boole-fiigguények, Polygon Kiadd, Szeged, 1995.
e Szendrei Agnes: Diszkrét matematika, Polygon Kiado, Szeged, 1994-2002.

7.1. Példa. Legyen n € Z tetszéleges nemzér6 szam, és tekintsiik az egész szamok n-el vald
osztasakor keletkez6 maradékok

Zn =10,1,...,n—1},

halmazat, melynek elemeit modulo n maradékosztalyok nevezziink. Ezen a halmazon az
Osszeadas és szorzas miiveletek természetes modon definialhatok:

a+b=a+b 6 a-b=ab.
Lattuk, hogy ha n primszam, akkor Z, test.

7.2. Definici6. Legyen T test és f € T[x] tetsz6leges nemzérd polinom, és tekintsiik az
egész szamok f-fel vald osztasakor keletkezd mardékok

Tlx]/(f) ={g:9€Tlx] ¢s degg < deg [}
halmazat, melynek elemeit modulo f maradékosztalyoknak nevezziik. Ezen a halmazon az
Osszeadés és szorzas miveletek természetes moédon definidlhatok:
g+h=g+h é  g-h=gh
7.3. Példa. Tekintsiik az f = 22+1 € R[z] irreducibilis polinomot. Ekkor 2% + 222 = z — 2,
mert
5 2 _ 2
2’ +22°=2x—2 (mod z*+1),
azaz aci—i—2x2 és r—2 ugyanazt a maradékot adja f-fel osztva. U&/ is lehetett volna szamolni,
hogy 22 = —1, ezért 25 +222 = 2+ 222 =7 -22 - 22+2 .22 =7-—-1--1+4+2 - -1 =
T+ -2=z-2.

7.4. Tétel. Tetszdleges T testre és f € T|x] irreducibilis polinomra T[x]/(f) test. Ha f
nem irreducibilis, akkor T[x]/(f) nem test, mivel nem zérusosztémentes.

7.5. Példa. Tekintsiik az f = 22 + 1 € R[x] irreducibilis polinomot. Mivel f masodfokd,
ezért a lehetséges maradékok legfeljebb elssfokiak, azaz

Riz]/(f) ={azx+b:a,beR}.

A definiciéban definialt mtveleteket erre az esetre felirva kapjuk, hogy

ar+b+cxr+d=(a+c)x+ (b+d),
ax +b-cx+d= (ac)x? + (ad + be)x + bd = (ad + be)x + (bd — ac).

Ha azonositjuk az ax 4+ b maradékosztalyt az ai + b komplex szammal, akkor a szdmolasi
szabélyok R[z]/(f)-ben lényegében ugyanazok mint a komplex szamok esetében, ezért

Rlz]/(z* +1) = C.



7.6. Példa. Az f = 22 + 1 € Zs[x] polinom nem irreducibilis, mert f = (z + 1) - (z + 1).
Ezért a Zo[z]/(f) struktira nem zérusosztémentes, mivel ott x +1# 0, dex +1-z+1 =
22 +1=0. Tehat Zs[z]/(f) nem lehet test.

7.7. Definicié. Legyen T tetszsleges test, és 0,1 € T az zérus-, illetve az egységelem. Azt
a legkisebb k pozitiv egész szdmot, amelyre

E-l=14+1+---41=0
| S
k-szor

a test karakterisztikdjanak nevezziik. Ha nem létezik ilyen pozitiv egész, akkor a test nulla-
karakterisztikajua.

7.8. Példa. A Q, R, C és Q[z]/(x> + 2) testek karakterisztikaja nulla. A Z, (p primszdm)
és Zp[x]/(f) (f € Zp[z] irreducibilis) testek karakterisztikija p.

7.9. Tétel. Tetszdleges test karakterisztikdja vagy nulla vagy primszdm.

7.10. Definicié. Legyen T tetszoleges test. A legsziikebb K < T résztestet (azaz a legszii-
kebb olyan részhalmazt, amely tartalmazza az egységelemet és zéart az Osszeadas, additiv
inverz, szorzas és multiplikativ inverzképzésre), a T test primtestének nevezziik.

7.11. Példa. R primteste Q. A Zs[z]/(z? + 2z + 2) test primteste {0, T,2}.
7.12. Tétel. Tetszdleges test primteste vagy izomorf Zy-vel, vagy Q-val.
7.13. Kdévetkezmény. Minden véges testnek primhatvdny sok eleme van.

7.14. Tétel. Tetszdleges p primszdmra és n pozitiv egészre létezik n-edfoki irreducibilis
polinom Zy|x]-ben (melynek megkeresése nem egyszert).

7.15. Tétel. Minden véges T test izomorf a Zylx]/(f) testel, ahol p a T test karakteriszti-
kdja, n a T test dimenzidja a primteste felett, és f € Zy|x] tetszbleges n-edfoki irreducibilis
polinom. Ennek a testnek a jele: GF(p™).

7.16. Tétel. Legyen T tetszdleges test. Az a € T nemzéré elem (multiplikativ) rendjén azt
a legkisebb k pozitiv egész szamot értjik, és o(a)-val jelolyik, amelyre

ak = Q- o =
—_——
k-szor

Ha nem létezik ilyen pozitiv egész, akkor az elem rendje végtelen.

7.17. Tétel. Legyen T tetszéleges test, « € T nemzérs elem és k = o(a). Ekkor

o tetszdleges n € 7 egészre o =1 <= k| n,
o tetszdleges m,n € Z egészekre o™ = " <= m =n (mod k).

7.18. Tétel. Legyen T m-elemd véges test. Minden o € T nemzéré elemre o™ ' = 1,
kovetkezésképpen o(a) | m — 1.

7.19. Koévetkezmény. A T me-elemi véges test minden eleme gyoke az ™ — x polinomnak.

7.20. Definicié. Legyen T m-elemt véges test. A § € T nemzér6 elemet primitivnek
nevezziik, ha rendje m — 1. Ekkor T" minden nemzér6 eleme megadhatd § egy hatvanyaként,
és igy

T=1{0,1,8,53%...,8m?}.

7.21. Tétel. Minden véges testben van primitiv elem (azaz véges test multiplikativ csoportja

ciklikus).

7.22. Kovetkezmény. Az m-elemd véges testben a primitiv elemek szdma éppen o(m — 1)
(itt ¢ az Euler-féle fiiggvény).



7.23. Definicié. Legyen T' = GF(p™) véges test (p prim) és a € T. Azt a legkisebb fokszamu
Zy|z] feletti fopolinomot melynek o gyoke az a elem minimalpolinomjanak nevezziik.

7.24. Tétel. Legyen T = GF(p") véges test (p prim) és o € T. Ekkor
(

(
(
(

1) a-nak létezik legfeljebb n-foki minimdlpolinomja, amelyet jelolyink h-val,
2) h irreducibilis és egyértelmiien meghatdrozott,

3) tetszdleges f € Zp[z] polinomra f(a) =0 <= h| f,

4) h| 2Pl —1,



